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1 Введение
Уравнения Шрёдингера на геометрических графах изучаются, начиная с 30-х го-
дов прошлого века; изначально они использовались в модели свободных электронов
в органических молекулах (см., например, [32]). В последние тридцать лет теория
дифференциальных уравнений на графах активно развивается в различных направ-
лениях; одно из них — обобщение уравнений Шрёдингера на так называемые де-
корированные графы — пространства, получаемые из графов заменой вершин на
двумерные или трехмерные поверхности. Такие объекты описывают, в частности,

∗Работа поддержана РФФИ (гранты 12-01-31196, 13-01-00664, 14-01-00521) и программой под-
держки ведущих научных школ (грант НШ-581.2014.1). В статье использованы результаты, полу-
ченные в ходе выполнения проекта 15-01-0091, в рамках Программы “Научный фонд НИУ ВШЭ”
в 2015- 2016 гг.
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сложные молекулы, атомы в которых обладают внутренними степенями свободы;
кроме того, пространства переменной размерности естественным образом возникают
при изучении квазидвумерных структур, к которым присоединены одномерные нити
(провода). Уравнениям на графах и декорированных графах посвящена огромная
литература; ссылки и обзоры различных аспектов теории можно найти, например, в
книгах [14] и [2], а также в работах [22], [16], [5].

Авторы этой статьи, совместно с коллегами и учениками, развивали квазиклас-
сическую теорию (то есть изучали асимптотические свойства решений уравнений
Шрёдингера в квазиклассическом пределе) на графах и декорированных графах. В
частности, в [25] был описан алгоритм вычисления асимптотики собственных значе-
ний оператора Шрёдингера на компактном графе, обобщающий известные правила
Бора—Зоммерфельда. Квазиклассическая теория нестационарных локализованных
волновых пакетов (когерентных состояний) на геометрическом графе развивалась в
работах [26], [27], [28], [29], [4], [3]. В частности, была обнаружена связь этой тео-
рии с известными задачами аналитической теории чисел об асимптотике числа целых
точек в многогранниках или о распределении абстрактных простых чисел (см. [37]).
Для декорированных графов исследовалась структура ядра оператора Шрёдингера
(то есть пространство “вакуумных” состояний), формулы следов и квазиклассиче-
ская асимптотика локализованных волновых пакетов; результаты изложены в рабо-
тах [10], [27], [11], [4], [3].

Ниже приводится обзор упомянутых выше результатов, а также некоторые но-
вые утверждения, полученные в последнее время. В частности, один из разделов
работы посвящен компьютерным экспериментам, связанным с изучением статисти-
ки локализованных состояний. Структура работы следующая. В п. 2 мы приводим
общее определение оператора Шрёдингера на геометрическом графе и обсуждаем
квазиклассические свойства собственных значений и собственных функций. В п. 3
изложены результаты, относящиеся к динамике локализованных волновых пакетов
на графе; в частности, изучается статистика числа таких пакетов и устанавливается
связь с упомянутыми выше вопросами теории чисел. В п. 4 определяются декориро-
ванные графы, операторыШрёдингера на них, и формулируются теоремы о структу-
ре ядра такого оператора, а также об асимптотике следов экспоненты и резольвенты.
В п. 5 описаны начальные факты, относящиеся к динамике локализованных пакетов
на декорированных графах; п. 6 посвящен компьютерному моделированию.

2 Оператор Шрёдингера на геометрическом графе.
Квазиклассические собственные функции

2.1 Определение оператора Шрёдингера на графе

Под геометрическим графом мы будем понимать одномерный комплекс Γ, состоя-
щий из конечного числа вершин, некоторые пары из которых соединены одним или
несколькими ребрами; допускается также наличие конечного числа ребер, выходя-
щих из вершины и гомеоморфных полупрямой. На каждом ребре фиксирована па-
раметризация xj; ребра будем обозначать через γj, вершины — через aj. Пусть V —
непрерывная функция на Γ, гладкая на каждом ребре (потенциал). На каждом ребре
(то есть в пространстве L2(ej)) определен оператор Шрёдингера
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Ĥj = −h2

2

d2

dx2
j

+ V ;

для определенности, будем считать, что он задан условиями Неймана в вершинах.
Оператор Шрёдингера Ĥ на графе Γ определяется из следующих требований.

1. Ĥ — самосопряженный оператор в L2(Γ) =
⊕

j L2(ej).

2. При разделении графа на отдельные ребра оператор Ĥ разделяется на опера-
торы Ĥj.

Сформулируем строгое определение; в L2(Γ) рассмотрим прямую сумму Ĥ0 =⊕
j Ĥj; область определения этого оператора — второе пространство Соболева H2(Γ).

Ограничим оператор на подпространство функций, зануляющихся во всех вершинах
графа (это и есть разделение графа на отдельные ребра); ограничение обозначим
через Ĥ0. Ясно, что Ĥ0 — симметричный оператор в L2(Γ).

Определение 1 Оператором Шрёдингера на графе Γ называется произвольное са-
мосопряженное расширение Ĥ оператора Ĥ0.

Все операторы Шрёдингера могут быть описаны явно — они задаются краевы-
ми условиями в вершинах графа. Именно: для каждой вершины и для каждого
ребра, инцидентного ей, рассмотрим пару ψ, hψ′ — предел функции и ее производ-
ной в вершине на соответствующем ребре (производная вычисляется по направле-
нию, входящему в вершину). Образуем из этих чисел 2N -мерный вектор ξ = (q, p),
q = (ψ1, . . . ψN), p = (hψ′

1, . . . , hψ′
N) (здесь N — число краев ребер). Зафиксируем

в C2N со стандартной косоэрмитовой формой [ξ̃, ξ] =
∑N

j=1(p̃j q̄j − q̃j p̄j)) лагранже-
ву плоскость Λ; каждая плоскость определяет самосопряженный оператор Ĥ — его
область определения состоит из функций, для которых вектор краевых значений ξ
лежит в плоскости Λ.

Замечание 1 Каждая лагранжева плоскость — график унитарного оператора; по-
этому краевые условия задаются унитарной N × N матрицей U . Именно: вектор ξ
должен удовлетворять равенству

(E − Uv)q + i(E + Uv)p = 0, (1)

где E — единичная dv × dv матрица.

Замечание 2 Общие краевые условия связывают значения функции и ее производ-
ных во всех вершинах графа. Более естественно рассматривать отдельные краевые
условия в каждой вершине, то есть для каждой вершины задавать унитарную d × d
матрицу (d — степень вершины) и требовать выполнения равенств (1) для ребер, ин-
цидентных данной вершине. Лагранжева плоскость Λ в этом случае — прямая сумма
плоскостей, соответствующих отдельным вершинам. В дальнейшем мы рассматри-
ваем именно такие “локальные” краевые условия.

Замечание 3 Иногда оператор Шрёдингера (или Штурма — Лиувилля) задают по-
другому: вместо краевых условий (1) требуют непрерывности функции на всем гра-
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фе и так называемых условий α-гладкости ( [2]). Такой оператор, вообще говоря,
несамосопряжен, и спектр его может быть весьма экзотическим — например, совпа-
дать со всей комплексной плоскостью.

2.2 Квазиклассический спектр и собственные функции

Асимптотика при h → 0 собственных значений оператора Шрёдингера на компакт-
ном графе описана в работе [25] в случае так называемых натуральных краевых
условий (или условий Кирхгофа). Именно: по графу и по функции V выписывается
квадратная матрица A(λ, h); в [25] доказано следующее утверждение.
Теорема 1 Пусть λ(h) — корень уравнения

detA = 0. (2)

Тогда существует собственное значение λ0 оператора Шрёдингера, для которого
λ0 = λ + o(h).

Замечание 4 Уравнение (2) представляет собой обобщение известного правила
квантования Бора—Зоммерфельда и сводится к нему, если граф состоит из одно-
го ребра. Асимптотические собственные функции конструктивно вычисляются.

В теории квазиклассического квантования хорошо известно, что у оператораШрё-
дингера на гладком многообразии часто существуют асимптотические собственные
значения и собственные функции, соответствующие устойчивым положениям рав-
новесия классической гамильтоновой системы; в частности, собственные функции
локализованы в малой окрестности этой точки. Естественный вопрос: существуют
ли аналогичные собственные функции для оператора на графе, локализованные в
окрестности его вершины? Известно, что в случае натуральных краевых условий
(условий Кирхгофа) таких функций нет — собственная функция из вершины распре-
деляется на инцидентные этой вершине ребра. Оказывается, если краевые условия
находятся в общем положении, такие функции, вообще говоря, существуют. Именно:
справедливо следующее утверждение.

Теорема 2 (А.Э. Ильмаяров) Пусть v — вершина графа Γ, причем у матрицы
U , определяющей краевое условие в точке v, существует собственное значение Λ,
т.ч. �Λ > 0. Тогда существует собственное значение λ0 оператора Шрёдингера
вида

λ0 = V (v) − 1

2

(
Λ − 1

Λ + 1

)2

+ O(h).

Соответствующая асимптотическая собственная функция при h → 0 локализо-
вана в малой окрестности вершины v (то есть в любой точке, находящейся на не
зависящем от h расстоянии от этой вершины, собственная функция есть o(hN)
для любого N). В окрестности вершины асимптотическая собственная функция
для любого N имеет вид ψ(x) = e

−S(x)
h ϕ(x, h) + O(hN), где S, ϕ — гладкие функции,

ϕ — многочлен по h.

Из приведенной теоремы, вообще говоря, не вытекает, что точная собственная
функция тоже локализована вблизи вершины. Рассмотрим два простейших примера,
в которых собственные значения и собственный функции вычисляются точно. В этих
примерах V = 0.
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2.2.1 Сходящиеся в одной точке n лучей
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Утверждение 1 Пусть E �= 1 — собственное значение матрицы U . Тогда λ =

−1
2

(
1−E
1+E

)2 — собственное значение Ĥ; собственная функция при h → 0 локализована
в малой окрестности вершины.

2.2.2 Две вершины, соединенные ребром длины l; кроме того, к верши-
нам присоединены соответственно n и m бесконечных ребер
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�
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�

�
�

�

�
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�
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v1v0

e1

e2

...
en0

u1

u2

...
un1

Соответствующие унитарные матрицы обозначим U0,U1.

Утверждение 2 Пусть c, k — решение системы уравнений

det
[
(E − U0) − ik(E + U0)diag

((1 − c)

(1 + c)
, 1, ..., 1

)]
= 0

det

[
(E − U1) − ik(E + U1)diag

(1 − ce2κl

ce2κl + 1
, 1, ..., 1

)]
= 0.

Тогда λ = k2 — собственное значение Ĥ; соответствующая собственная функция
при h → 0 локализована в малой окрестности конечного ребра.

3 Динамика локализованных пакетов на графе
Ниже множество всех ребер, смежных с вершиной A, обозначается через Γ(A), а e и
v обозначают количество ребер и число вершин соответственно.
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Нестационарное уравнение Шрёдингера на геометрическом графе Γ — это урав-
нение вида

ih
∂ψ

∂t
= Ĥψ. (3)

Мы выбираем начальные условия в виде узкого пакета, сконцентрированного в
окрестности одной точки z0, которая лежит на k-м ребре графа:

ψ(z, 0) = h−1/4K(zk) exp

(
iS0(zk)

h

)
. (4)

S0(x) = w(zk − z0)
2 + p0(zk − z0),

здесь z0 ∈ γk, p0 ∈ R, и w комплексное число, с Im(w) > 0, K(zj) — “срезающая”
функция с носителем на ребре γk, K = 1 в окрестности точки z0. Множитель h−1/4

введен, чтобы начальная функция ψ(zk, 0) имела порядок один в L2(Γ) норме. В
силу положительности мнимой части w начальное условие сконцентрировано в малой
окрестности z0: ψ(zk, 0) = O(h∞) при |zk − z0| ≥ δ > 0 (δ не зависит от h). Для
простоты мы предполагаем, что 1

2
p0

2 + Q(z0) > Q(z),∀z ∈ Γ, что гарантирует, что
на ребрах нет точек поворота (см., например, [33], [35] ). Отметим, что в случае
присутствия точек поворота нужно просто продеформировать Γ: вырезать из графа
точки поворота и рассмотреть связную компоненту, содержащую z0.

Асимптотическое решение задачи Коши (3)–(4) описано в [26], [28], где приведены
явные формулы.

Теорема 3 (См. [26], [28]) Решение задачи Коши (3)–(4) для t ∈ [0, T ] (T не зави-
сит от h) выражается следующей формулой:

ψ =

N(t)∑
j=1

h−1/4ϕj(zj, t)e
iSj(zj ,t)/h + O(

√
h), (5)

где Sj(zj, t) = S0
j (t)+Pj(t)(zj−Zj(t))+Wj(t)(zj−Zj(t))

2, причем Pj(t), Zj(t) являются
решениями гамильтоновой системы

ż = Hp, ṗ = −Hz, H =
1

2
p2 + Q.

Эти решения определяются по начальным условиям на выбранном ребре Zk(0) = z0,
Pk(0) = p0; каждая траектория, приходящая в вершину в некоторый момент вре-
мени, порождает новые траектории, выходящие по всем ребрам, инцидентным
этой вершине, с одинаковым импульсом, равным p. Функции ϕj(zj, t), S0

j (t) и Wj(t)
явно выражены через решение гамильтоновой системы, ImWj(t) > 0. Через zj мы
снова обозначаем координаты на ребре графа, но индекс сейчас соответствует но-
меру пакета, а не номеру ребра (то есть координаты zj могут совпадать для раз-
ных значений j).

Каждое слагаемое в сумме (5) локализовано в малой окрестности некоторой точ-
ки Zj(t). Здесь мы предполагаем, что все слагаемые, локализованные в окрестности
одной точки, образуют один гауссов пакет. В дальнейшем, через N(t) мы будем
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обозначать общее число таких пакетов, то есть общее число слагаемых в (5), лока-
лизованных в разных точках.

В статьях [26], [28] было описано рассеяние гауссова пакета в вершине графа. Го-
воря точнее, было доказано, что любой пакет, приходящий в вершину валентности m,
порождаетm пакетов, расходящихся по всем ребрам инцидентным вершине. Импульс
для этих пакетов одинаков (обозначен выше как Pj), а амплитуды определяются кра-
евыми условиями в вершине. Для случая условий Кирхгофа в вершине валентности
m амплитуда делится в следующем отношении: (2 − m)/m для отраженного пакета
и 2/m для каждого из m − 1 прошедших пакетов.

Мы будем изучать асимптотику N(t) при t → ∞. Нужно заметить, что эта зада-
ча отличается от задачи описания асимптотического поведения решения уравнения
Шрёдингера при t→∞, так как оценка погрешности O(

√
h) справедлива только на

конечных временах. Это означает, что мы сначала переходим к пределу при h → 0 и
только потом к пределу при t → ∞. Более подробно подобные вопросы обсуждаются,
например, в статье [39].

Обозначим через tj время прохождения j-го ребра, то есть время за которое тра-
ектория соответствующей гамильтоновой системы проходит ребро. Если начальные
условия зафиксированы, то времена прохождения являются аналогами длин ребер.

Замечание 5 Время прохождения любого ребра графа одинаково для всех гауссо-
вых пакетов, которые проходят по этому ребру (при заданных начальных условиях).

В этом параграфе мы предполагаем, что соответствующие краевым условиям
лагранжевы плоскости находятся в общем положении. Этого условия достаточно
для того, чтобы быть уверенным в том, что когда k гауссовых пакетов пришло од-
новременно в вершину валентности v, то v пакетов начнут двигаться по ребрам,
инцидентным этой вершине.

В [28] было доказано, что число гауссовых пакетов на произвольном конечном
компактном графе с несоизмеримыми ребрами удовлетворяет следующей асимпто-
тической формуле:

N(t) = Cte−1 + o(te−1),

где e означает число ребер.
Этот результат был получен сведением задачи подсчета числа пакетов к зада-

че вычисления количества целых точек, лежащих на гранях расширяющегося сим-
плекса. Грубо говоря, главная идея заключается в следующем. Рассмотрим моменты
времени, в которые число пакетов может измениться. Это может произойти, только
когда пакет приходит в вершину. С точностью до некоторого постоянного слагаемого
это происходит в моменты времени вида n1t1 + · · · + nete, где n1, . . . , ne – неотрица-
тельные целые. Можно показать, что число пакетов увеличивается, когда хотя бы
одно из чисел nj было равно нулю. Доказано, что главный член асимптотики числа
пакетов определяется количеством моментов, когда ровно одно nj = 0. Количество
таких моментов, не превосходящих t, равно числу целых точек n1, . . . ne в объедине-
нии симплексов, определяемых неравенствами n1t1 + · · · + nete ≤ t; так как только
одно nj = 0, размерность каждого симплекса равна e−1. Обзор результатов, относя-
щихся к хорошо известной теоретико-числовой задаче о подсчете числа целых точек
в симплексе с действительными вершинами, может быть найден, например, в статье
[30].
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Дальнейшие результаты (как, например, теорема о равномерности распределения
или теорема о формуле для коэффициента C) основаны не только на приближении
числа целых точек в многограннике его объемом, но и на нетривиальном теоретико-
числовом анализе дальнейших поправок, проведенном в [31] (см., также, обзор в
книге [38]). Поэтому эти результаты справедливы не для всех несоизмеримых времен
прохождения, а только для почти всех.

Теорема 4 (О равномерности распределения, см. [4]) Рассмотрим конечный
компактный геометрический граф Γ. Рассмотрим отрезок со временем прохож-
дения τ на произвольном ребре Γ. Пусть Nτ (t) означает число гауссовых пакетов
на этом отрезке к моменту времени t. Тогда для почти всех несоизмеримых (то
есть линейно независимых над Q) t1, . . . te, выполняется:

lim
t→∞

Nτ (t)

N(t)
=

τ
e∑

j=1

tj

.

Таким образом, для этого случая распределение пакетов асимптотически равно-
мерно.

Теорема 5 (Старший коэффициент числа пакетов, см. [4]) Рассмотрим конеч-
ный компактный геометрический граф Γ. Для почти всех несоизмеримых t1, . . . tE
коэффициент при старшем члене асимптотики имеет следующий вид:

C =
1

2v−2(e − 1)!

e∑
j=1

tj

e∏
j=1

tj

. (6)

В статье [29] обсуждаются вопросы описания асимптотики количества пакетов
для случая линейно зависимых над Q времен прохождения ребер.

В этой ситуации, вообще говоря, нарушается установленное в [27], [28] соответ-
ствие между количеством гауссовых пакетов и числом узлов целочисленной решетки,
попадающих на некоторые грани расширяющегося симплекса, однако, анализ их ко-
личества все равно возможен.

Сперва рассмотрим произвольный граф, для которого ранг системы времен про-
хождения равен единице. Оказывается, что число пакетов в этом случае растет толь-
ко на конечном отрезке времени и стабилизируется на некотором значении, которое
зависит от длин циклов.

Утверждение 3 Пусть дан конечный связный граф с временами прохождения ре-
бер t1 = n1t0, . . . , te = net0, где ni ∈ N и НОД(n1, . . . , nE) = 1.

Тогда, начиная с некоторого времени, количество пакетов будет постоянным.
При этом:
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1) Если существует цикл с временем прохождения, которое не делится нацело
на 2t0, то

N(T ) = 2
e∑

i=1

ni,

2) В противном случае

N(T ) =
e∑

i=1

ni.

Теперь рассмотрим ситуацию, когда ранг системы времен прохождения ребер ра-
вен двум для случая звездного графа с тремя ребрами. В статье [29] найден главный
член асимптотики количества гауссовых пакетов.

Утверждение 4 Пусть есть звездный граф из трех ребер e1, e2, e3 с временами
прохождения t1 = nt0, t2 = mt0, t3, где n ∈ N,m ∈ N (НОД(n,m) = 1), а t3 таково,
что ранг t1, t2, t3 над Q равен 2. Тогда количество пакетов асимптотически равно

N(T ) =
T

2

(
m + n

t3
+

1

t0

)
+ o(T ).

Старший коэффициент был получен при подсчете числа целых точек, попавших
не на все двумерные грани симплекса, как в случае линейно независимых ребер, а
на некоторые узкие области (полоски), лежащие на них.

Два приведенных утверждения и большое количество компьютерных эксперимен-
тов, проведенных вместе с О.В. Соболевым и Е.А. Бурковым, позволяют предполо-
жить, что в общем случае число пакетов на конечном компактном графе растет как
T в степени rank{tj} − 1, где rank{tj} — это ранг системы времен прохождения над
Q.

В общем случае схема нахождения асимптотики числа пакетов для случая конеч-
ных компактных графов выглядит так. По геометрическому графу строится неко-
торый многогранник в пространстве с заданной целочисленной решеткой. На этом
многограннике размечается область, подсчет числа целых точек в которой и дает
число пакетов.

4 Оператор Лапласа на декорированных графах, яд-
ро, условия типа непрерывности, формулы следов

Неформально говоря, декорированные графы - это топологические пространства,
полученные отождествлением концов ребер графа с точками на замкнутых ориен-
тируемых римановых многообразиях размерности 1, 2 или 3. Операторами на таких
пространствах можно моделировать гамильтониан заряженной частицы в массиве
фуллеренов. Подобные объекты впервые появились в работе Б.С. Павлова [5], где
изучалось движение электронов в однородных кристаллах из точечных атомов. Сре-
ди работ на эту тему можно отметить диссертацию И.С. Лобанова [6], в которой
изучались спектральные свойства операторов Шрёдингера на периодических деко-
рированных графах, работу Й. Брюнинга и В.А. Гейлера [22], в которой изучались
свойства операторов на замкнутых многообразиях с прикрепленными полупрямыми,
а также работы [7], [8].

04. NANO-20-Shafarevich_Т  08.03.2015  17:55  Page 83



84 А.А. Толченников, В.Л. Чернышев, А.И. Шафаревич

4.1 Оператор Лапласа на декорированных графах

Определение 2 Рассмотрим набор отрезков {Ii = [0, li]}n
i=1, а также набор глад-

ких, замкнутых, связных, римановых многообразий {Mi}m
i=1 с условием dim Mi ≤ 3.

Отождествим концы отрезков с точками на многообразиях, причем так, чтобы раз-
ным концам отрезков соответствовали разные точки на многообразиях. Полученное
топологическое пространство X будем называть декорированным графом.

Обозначим m(i),m′(i) — номера многообразий, к которым примыкает i-ый отре-
зок. Обозначим qi ∈ Mm(i), q

′
i ∈ Mm′(i) — точки примыкания i-го отрезка.

ПустьΔi (i = 1, . . . ,m)— самосопряженные операторы Лапласа-Бельтрами наMi,
Δi+m(i = 1, . . . , n) — самосопряженный оператор − d2

dx2 на Li с условиями Неймана.
Так как dimMi ≤ 3, то D(Δi) = H2(Mi) ⊂ C(M) (по теореме вложения Соболева) и
можно определить операторы Δ0,i ⊂ Δi (i = 1, . . . ,m + n):

D(Δ0,i) = {f ∈ D(Δi)| f(q) = 0 , если q − точка примыкания отрезка кMi}

(i = 1, . . . , m)

D(Δ0,i) = {f ∈ D(Δi)| f(0) = f(li−m) = 0 } (i = m + 1, . . . , m + n)

Пусть H0 = ⊕m+n
i=1 Δ0,i — это симметрический оператор с конечными равными индек-

сами дефекта (4n, 4n) (см. [9]).

Теорема 6 ([22]) Любая функция f ∈ D(Δ∗
0,i) имеет следующее асимптотическое

разложение в окрестности точки вклейки q:

f(x) = aj(f)F0(x, qj) + bj(f) + R(x),

где aj(f), bj(f) ∈ C,

F0(x, q) =

⎧⎨
⎩

−1
2
d(x, q), если dim M = 1;

− 1
2π

ln d(x, q), если dim M = 2;
1
4π

d(x, q)−1, если dim M = 3.

R(x, q) =

{
o(d(x, q)), если dim M = 1;
o(1), если dim M = 2 или dim M = 3.

d(x, q) — геодезическое расстояние.

Определение 3 Всякое самосопряженное расширение H оператора H0 будем назы-
вать оператором Лапласа—Бельтрами на X.

Определим линейные операторы Γ(j) : D(H∗
0 ) → C

4n(j = 1, 2):

Γ
(1)
1 (f) = aq1(fm(1)), Γ

(2)
1 (f) = bq1(fm(1)),

Γ
(1)
2 (f) = aq′1(fm′(1)), Γ

(2)
2 (f) = bq′1(fm′(1)),

...

Γ
(1)
2n−1(f) = aqn(fm(n)), Γ

(2)
2n−1(f) = bqn(fm(n)),
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Γ
(1)
2n (f) = aq′n(fm′(n)), Γ

(2)
2n (f) = bq′n(fm′(n)).

Γ
(1)
2n+1(f) = −f ′

m+1(0), Γ
(2)
2n+1(f) = fm+1(0),

Γ
(1)
2n+2(f) = f ′

m+1(l1), Γ
(2)
2n+2(f) = fm+1(l1),

...

Γ
(1)
4n−1(f) = −f ′

m+n(0), Γ
(2)
4n−1(f) = fm+n(0),

Γ
(1)
4n (f) = f ′

m+n(ln), Γ
(2)
4n (f) = fm+n(ln).

Каждой лагранжевой плоскости Λ ⊂ C
4n ⊕ C

4n соответствует самосопряженное рас-
ширение HΛ оператора H0 такое, что D(HΛ) = Γ−1(Λ) (см. [22]).

Теорема 7 ([10])
ker HΛ � L ∩ Λ,

где L — лагранжева плоскость в C
4n ⊕ C

4n.

Можно написать явную параметризацию плоскости L (см. [10]).

Расширение с условиями непрерывности

Вот два естественных соображения, которые позволяют фиксировать лагранжеву
плоскость Λ, задающую оператор Лапласа—Бельтрами HΛ на X.
1 условие. Потребуем, чтобы все непрерывные функции на X из D(H∗

0 ) (с усло-
виями Неймана на отрезках) лежали в D(HΛ). Это приводит к следующему условию
на плоскость Λ: K ⊂ Λ, где K — 2n-мерная плоскость в C

4n ⊕ C
4n вида:

K = {(x1
i , x

2
i ) | x1

i = 0 ∀ i = 1, . . . , 4n, x2
j = x2

j+2n ∀ j = 1, . . . , 2n}

2 условие. Потребуем, чтобы все функции из D(HΛ) имели совпадающие значе-
ния регулярных частей в точках склейки (но функциям разрешается иметь сингу-
лярности в этих точках). То есть

D(HΛ) ⊂ {f = (f1, . . . , fm+n) ∈ D(H∗
0 ) | fi+m(0) = bqi

(fm(i)),

fi+m(li) = bq′i(fm′(i)) ∀ i = 1, . . . , n}.
Это условие означает, что Λ ⊂ S, где S — 6n-мерная плоскость в C

4n ⊕ C
4n вида:

S = {(x1
i , x

2
i ) | x2

j = x2
j+2n ∀ j = 1, . . . , 2n}.

Утверждение 5 [10] Существует единственная лагранжева плоскость

Λ0 =

{(−Y
Y

) (
X
X

)
| X, Y ∈ C

2n

}
,

удовлетворяющая условию K ⊂ Λ0 ⊂ S, где K и S — введенные выше плоскости.
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Теорема 8 ([10]) 1) Для оператора HΛ0 на декорированном графе (полученном де-
корацией конечного графа Γ) выполнено следующее неравенство:

β0 ≤ dim ker HΛ0 ≤ β0 + β1

где βi = dim Hi(Γ, C).
2) Сколь угодно малым изменением длин ребер можно добиться того, чтобы

dim ker HΛ0 = β0.
3) Если связный декорированный граф X̃ получен приклеиванием к связному де-

корированному графу X новых ребер и многообразий, Γ̃ и Γ — их соответствующие
графы, d̃ и d — размерности ядер операторов Лапласа с условиями непрерывности
на X̃ и X, то выполнено следующее неравенство:

β1(Γ) − d ≤ β1(Γ̃) − d̃.

Несложно привести пример (см. [10]) декорированного графа, для которого верх-
няя оценка этой теоремы достигается.

4.2 След квадрата резольвенты и экспоненты от оператора
Лапласа на декорированном графе

Связь характеристик многообразия со спектром оператора Лапласа, построенного
по римановой метрике многообразия, проявляется наиболее явно в асимптотических
формулах следа для квадрата резольвенты (Δ + z2)−2 (z → ∞) и экспоненты опера-
тора e−Δt (t → 0). Для компактного риманова многообразия M (см. [12])

Tr e−Δt ∼ (4πt)−
n
2

∞∑
k=0

akt
k,

где ak =
∫

M
ak(x)dwx, ak(x) — полиномиальные выражения от компонент тензора

кривизны и их ковариантных производных. В частности, a0(x) = 1, и 6a1(x) — ска-
лярная кривизна.

Отсюда, применяя преобразование Меллина, мы можем найти след квадрата ре-
зольвенты. Например, при dim M = 2:

Tr(Δ + z2)−2 ∼
∞∑

k=0

akk!

4πz2k+2
=

V ol(M)

4πz2
+

χ(M)

6z4
+ . . . .

Обобщением этих формул на случай декорированных графов посвящена диссерта-
ция С.В. Рогановой [11]. Для этих целей использовалась формула Крейна, выража-
ющая разность резольвент двух дизъюнктных расширений (то есть области опре-
делений которых пересекаются по нулю) через граничные операторы Γ(i). В отли-
чие от классического случая риманова многообразия, формула для следа квадрата
резольвенты оператора Лапласа на декорированных графах содержит в качестве
коэффициентов при степенях z рациональные функции от ln z. Получается так на-
зываемое псевдоасимптотическое разложение, разложение по z−n ln−m z, n, m ∈ N.
Такое разложение, если существует, единственно. С.В. Рогановой было вычислено
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псевдоасимптотическое разложение для расширений специального вида с условия-
ми "локальности" (граничные условия в точке склейки содержат только значения
функций, производных и коэффициенты при особенностях в этой точке). Это озна-
чает, что граничные условия имеют вид Γ(2) = ΛΓ(1), где Λ — блочно-диагональная
матрица.

Теорема 9 ([11]) Рассмотрим декорированный граф, состоящий из двумерных мно-
гообразий Mi и ребер {Li}n

i=1 с длинами li. Рассмотрим оператор Лапласа—Бельтрами
HΛ, задаваемый граничными условиями вида Γ(1)f = ΛΓ(2)f , где Λ — состоящая из
четырех диагональных блоков матрица:

Λ =

(
(λi,i) (λi,i+N)

(λi,i+N) (λi+N,i+N)

)
, N = 2n, λi+N,i+N �= 0 (i = 1, . . . , N)

Пусть ak,i — коэффициенты разложения следа экспоненты обычного оператора Лапласа
Бельтрами на многообразии Mi. Тогда след квадрата резольвенты R(p) = (HΛ+p)−1

имеет следующее p-псевдоасимптотическое разложение при p → ∞:

TrR2 =
1

4πp

∑
Mi

V ol(Mi) +
1

6p2

∑
Mi

χ(Mi) +
1

4p
3
2

∑
Lj

lj +
N

2p2
+

+
∑
Mi

∑
k=2

akiΓ(k + 1)

4πpk+1

+
c2(ln p)

p2
+

c 5
2
(ln p)

p
5
2

+
c3(ln p)

p3
+

c 7
2
(ln p)

p
7
2

+ O

(
1

p4

)
,

где cn — рациональные функции, которые имеют следующие ln p-разложение:

c2 =
N

ln p
+

N∑
i=1

(
1 − 2γ − 4πλi,i + 4π

|λi,i+N |2
λi+N,i+N

)
1

ln2 p
+ O

(
1

ln3 p

)
,

c 5
2

=
N∑

i=1

3

4λi+N,i+N

+
N∑

i=1

3π|λi,i+N |2
λ2

i+N,i+N

1

ln p
+ O

(
1

ln2 p

)
,

c3 =
N∑

i=1

1

λ2
i+N,i+N

+
N∑

i=1

2a1iλ
3
i+N,i+N + 8π|λi,i+N |2

λ3
i+N,i+N

1

ln p
+ O

(
1

ln2 p

)
,

c 7
2

=
N∑

i=1

5

4λ3
i+N,i+N

+
N∑

i=1

15π|λi,i+N |2
λ4

i+N,i+N

1

ln p
+ O

(
1

ln2 p

)
.

Применяя преобразование Лапласа Tr(t e−tHΛ
) � Tr(HΛ + p)−2, получаем следу-

ющее утверждение.

Теорема 10 ([13]) В условиях предыдущей теоремы:

t · Tr(e−tHΛ

) =
1

4π

∑
Mi

V ol(Mi) +
1

6

∑
Mi

χ(Mi) t +
1

2
√

π

∑
Lj

lj t
1
2 +

N

2
t+
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+
∑
Mi

∑
k=2

aki

4π
tk+

+s1(ln t)t + s 3
2
(ln t)t

3
2 + s2(ln t)t2 + s 5

2
(ln t)t

5
2 + O

(
t3

)
,

где sn — функции, которые имеют следующее ln t-разложение:

s1 = −N
1

ln t
+

(
N∑

i=1

[
1 − 2γ − 4πλi,i + 4π

|λi,i+N |2
λi+N,i+N

]
− Γ′(2)N

)
1

ln2 t
+ O

(
1

ln3 t

)
,

s 3
2

=
1√
π

N∑
i=1

1

λi+N,i+N

− 4√
π

N∑
i=1

π|λi,i+N |2
λ2

i+N,i+N

1

ln t
+ O

(
1

ln2 t

)
,

s2 =
1

2

N∑
i=1

1

λ2
i+N,i+N

− 1

2

N∑
i=1

2a1iλ
3
i+N,i+N + 8π|λi,i+N |2

λ3
i+N,i+N

1

ln t
+ O

(
1

ln2 t

)
,

s 5
2

=
2

3
√

π

N∑
i=1

1

λ3
i+N,i+N

− 8

3
√

π

N∑
i=1

π|λi,i+N |2
λ4

i+N,i+N

1

ln t
+ O

(
1

ln2 t

)
.

Теорема 11 ([13]) Для оператора HΛ0 с условиями “непрерывности”

Tr(HΛ0 + z2)−2 =
∑
Mi

∞∑
k=0

akik!

4πz2k+2
+

∑
Lj

(
lj

4z3
+

1

2z4
)

+
∞∑

k=4

ck(ln z2)

zk
,

где ck — рациональные функции

c4(ln z2) =
N

ln z2
+

N(1 − 2γ)

ln2 z2
+ O(

1

ln3 z2
),

c5(ln z2) = 3πN
1

ln z2
+ (−6πγ + 8π)N

1

ln2 z2
+ (12πγ2 − 32πγ + 8π)N

1

ln3 z2
+ O(

1

ln4 z2
),

c6(ln z2) =
N∑

i=1

5πa1i
1

ln z2
+

N∑
i=1

(16π2 − 10πγa1i + 8πa1i)
1

ln2 z2
+

+
N∑

i=1

(−32π2γ + 20πγ2a1i + 48π2 − 32πγa1i)
1

ln3 z2
+ O(

1

ln4 z2
),

c7(ln z2) =
N∑

i=1

28π2a1i
1

ln2 z2
+

N∑
i=1

(80π3 − 112π2γa1i + 64π2a1i)
1

ln3 z2
+

+
N∑

i=1

(−160π3γ + 256π3 − 384π2γa1i + 336π2γ2)
1

ln4 z2
+ O(

1

ln5 z2
).

Таким образом, часть разложения, не содержащая логарифмов, (содержащая сте-
пени z), совпадает с разложением квадрата резольвенты для прямой суммы опера-
торов Лапласа на многообразиях и операторов Лапласа с условиями Неймана на
отрезках, то есть ∑

Mi

∑
k

bki

4πz2k+2
+

∑
Lj

(
lj

4z3
+

1

2z4
).
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5 Динамика обобщенных гауссовых пакетов на де-
корированных графах

Пусть Γd — декорированный граф; рассмотрим задачу Коши (3) — (4). Мы предпо-
лагаем, что точка z0 лежит на ребре Γd (не на поверхности) и что начальная энергия
достаточно велика: 1

2
p2

0 + Q(z0) > Q(z),∀z ∈ Γd. Опишем сперва, что происходит в
момент рассеяния. Для этого достаточно рассмотреть простейшую ситуацию: полу-
прямая, соединенная с многообразием.

5.1 Рассеяние на многообразии

Пусть Γd — полупрямая, приклеенная к многообразию M в единственной точке q.
Пусть t0 — момент рассеяния (то есть момент, в который траектория системы Гамиль-
тона на полупрямой достигает точки q). Рассмотрим сферу в T ∗

q M : L0 : |p| = |P (t0)|.
Пусть gt — поток Гамильтоновой системы на M с гамильтонианом H = 1

2
|p|2 + Q и

пусть Lt — сдвиг сферы L0 за время t: Lt = gtL0.

Теорема 12 На некотором интервале времени t ∈ (t0, t0 + ε) решение задачи Коши
(3) – (4) имеет вид

ψ =

{
A(t)e

iS(z,t)
h , z ∈ R+,

KLt [B(x, t)], x ∈ M.
+ O(

√
h)

Здесь S(z, t) имеет тот же вид, что и выше (см. теорему 5), KLt — канонический
оператор Маслова на изотропном многообразии Lt с комплексным ростком (см. [33],
[34]), функции A и B выражаются явными формулами через матрицу U краевых
условий.

Доказательство основано на изучении функции KLt [B] при t → t0+; центральное
наблюдение состоит в том, что эту функцию можно склеить с экспонентой так, чтобы
выполнялись краевые условия.

Замечание 6 При h → 0 носитель функции ψ стремится к π(Lt), где π : T ∗M → M
— естественная проекция. В общем положении ψ локализована вблизи поверхно-
сти коразмерности 1; назовем функцию KLt [B] обобщенным гауссовым пакетом на
гиперповерхности. Множество π(Lt) назовем носителем обобщенного гауссова паке-
та. Отметим, что соответствующий классический объект представляет собой не от-
дельную частицу, а поверхность, заполненную частицами, выпущенными из точки
склейки. Классические импульсы всех этих частиц равны по абсолютной величине —
длина вектора импульса |P (t0)| совпадает с импульсом входящей частицы. В то же
время, направления импульсов произвольны. В частности, если потенциал V равен
нулю, частица, попадающая в точку склейки, порождает на поверхности функцию,
локализованную вблизи геодезической сферы с центром в точке склейки (например,
если M — стандартная сфера, функция локализуется вблизи параллелей).

Замечание 7 Пусть Γd — произвольный декорированный граф. В течение некото-
рого промежутка времени (окрестность момента t0) решение имеет вид, описанный в
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предыдущей теореме. Затем носитель обобщенного гауссова пакета достигает одной
из точек склейки (эта точка, в частности, может совпадать с исходной точкой первого
рассеяния); в этот момент появляется новый пакет, распространяющийся по отрезку,
приклеенному в этой точке, и еще один, распространяющийся по многообразию. Ко-
гда один из этих пакетов, в свою очередь, достигает точки склейки, появляется еще
два пакета, и так далее. Легко видеть, что, в любой момент времени t, число пакетов,
локализованных на ребрах Γd (не на многообразиях), совпадает с числом пакетов,
локализованных на некоторых отмеченных ребрах нового графа Γ̃. Именно: вершины
Γ̃ соответствуют точкам склейки на Γd, а ребра соответствуют временам tj прохож-
дения траекторий гамильтоновой системы вдоль ребер Γd, а также между точками
склейки на многообразиях. Две вершины нового графа соединены ребром, если су-
ществует траектория, соединяющая эти точки. Выберем ребра Γ̃, соответствующие
отрезкам в Γd; для изучения числа пакетов на этих ребрах можно воспользоваться
результатами раздела 3.

5.2 Статистика обобщенных гауссовых пакетов на декориро-
ванных графах

Пусть Γd – декорированный граф с конечным набором одномерных ребер. Для про-
извольного конечного t решение задачи Коши имеет вид: ψ =

∑
j ψj + O(

√
h), где

ψj — обобщенные гауссовы пакеты. Пусть N(t) — число пакетов, локализованных на
отрезке γj на ребре Γd. Пусть tj означает время прохождения траектории классиче-
ской системы Гамильтона ребра или расстояния между двумя точками вклейки на
многообразии.

Рассмотрим две возможные ситуации. Сначала мы будем предполагать, что есть
только конечное число времен t1, . . . , tM .Примером такой ситуации может быть стан-
дартная сфера, к которой приклеен в двух несопряженных точках отрезок. Геоде-
зическими на сфере будут две дуги большого круга, таким образом, эквивалентный
граф будет иметь две вершины и три ребра.

Теорема 13 Пусть tj линейно независимы над Q. Тогда для почти всех t1, . . . , tM
и для почти всех лагранжевых плоскостей Λj, задающих условия вклейки

N(t) = CtM−1 + o(tM−1),

при t → ∞.
Для C справедливо соотношение:

C =

∑
γj∈Γd

tj

22e−2(M − 1)!
∏
all

tj
.

Здесь 2e – число точек qj вклейки ребер (e — число одномерных γj), M — число
времен прохождения tj.

Аналогично, на основании результатов для геометрических графов, можно по-
лучить теорему о распределению числа гауссовых пакетов. Пусть δ — отрезок на
произвольном ребре Γd. Обозначим через Nδ число пакетов, попавших на δ.

04. NANO-20-Shafarevich_Т  08.03.2015  17:55  Page 90



Уравнения Шрёдингера на графах и сингулярных пространствах... 91

Теорема 14 Для почти всех t1, . . . , tM и для почти всех лагранжевых плоскостей
Λj, задающих условия вклейки выполняется:

Nδ(t)

N(t)
→ tδ∑

j tj
,

при t → ∞.

Предположим теперь, что число времен t1, . . . , tM бесконечно. Так, например, мо-
жет быть в ситуации, когда отрезок приклеили к двумерному плоскому тору. Число
пакетов в этом случае растет быстрее любого многочлена (см. [4]). Асимптотические
оценки для некоторых подобных ситуаций описаны в препринте [3]. В этой статье
мы обсуждаем их в последнем разделе, посвященном компьютерным экспериментам.
Оценки были получены с использованием результатов из абстрактной аналитической
теории чисел (см. [37]) и недавних результатов, посвященных изучению статистики
газа Бозе—Маслова (см. статью [36] и ссылки в ней).

6 Компьютерные эксперименты, посвященные моде-
лированию распространения гауссовых пакетов на
декорированных графах

Целью этого раздела является описание экспериментов, посвященных моделирова-
нию распространения гауссовых пакетов на декорированных графах. Распростране-
ние волнового фронта на поверхности происходит вдоль геодезических, поэтому бы-
ло интересно изучить поверхности с разным устройством множества геодезических,
соединяющих две точки. Эксперименты проводились для декорированных графов,
имеющих следующий вид: одна вершина (её заменяли на поверхность) с петлей (дву-
мя различными “точками вклейки”). Велся подсчет N(t) на вклеенном ребре. Ниже
приводится описание программ, которые позволяют моделировать поведение гауссо-
вых пакетов на некоторых таких графах. Полученные в опытах данные были сверены
с асимптотическими оценками роста N(t), выведенными аналитически в статьях [3],
[4]. Эксперименты проводились в сотрудничестве с Е.А. Бурковым. Программы были
написаны на языке C + +, графики построены в MATLAB.

Далее длину вклеенного ребра обозначим L, A и B – точки вклейки этого ребра,
ABk – k-й путь движения волнового фронта по многообразию от A до B. В момент
времени t = 0 единственный пакет на графе находится в середине “внешнего” ребра
и движется по направлению к точке A.
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6.1 Декорированный граф, полученный приклеиванием ребра
к сфере

Рисунок 1 – Декорированный граф, полученный из стандартной сферы.

На стандартной сфере геодезическими являются дуги больших кругов и только
они, поэтому “волновой фронт”, вышедший из точки A, достигнет точки B по двум
направлениям за время a = |AB1| и b = |AB2|. В качестве точек вклейки мы берем две
произвольные точки, так чтобы они не были сопряжены друг другу. Эквивалентный
граф выглядит следующим образом:

!!!!!!!
Костя, сюда надо вставить Рисунок 2 из пдф, сделанного авторами,

Этот рисунок сделан средствами теха и у меня не компилируется. М.А.
!!!!!!!

Рисунок 2 – Эквивалентый граф для случая сферы.

Можно заметить, что главный член асимптотики N(t) зависит от r = rank(a, b, L):

1. Если r = 1, то N(t) = O(1), то есть число пакетов стабилизируется (пример –
см. рисунок 3);

2. Если r = 2, то N(t) = O(t) (пример – см. рисунки 4, 5);

3. Если r = 3, то N(t) = O(t2) (пример – см. рисунки 6, 7).

a b L

A

B
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Рисунок 3

Рисунок 4

Рисунок 5

Третий результат соответствует оценке, полученной в [4] (Теорема 4.1 ):

N(t) = CtM−1 + o(tM−1),

где M – число ребер графа (в данном случае M = 3).
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Рисунок 6

Рисунок 7

Замечание 8 Эквивалентный граф для декорированного графа, полученного из
стандартной сферы, оказался конечным компактным. Соответственно, рост N(t) ока-
зался степенным, а главный член асимптотики имеет вид Ctr−1, где r = rank(a, b, L)
(то есть рангу времен прохождения ребер над Q). Аналогичный результат для случая
звездных графов с тремя ребрами был разобран в статье [29].
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6.2 Декорированный граф, полученный приклеиванием ребра
к цилиндру

Рисунок 8 – Декорированный граф, полученный приклеиванием ребра к цилиндру.

Рассмотрим цилиндр с длиной окружности b, на котором точки A и B располо-
жены на одной образующей, и кратчайшее расстояние между ними |AB0| = a:

Рисунок 9 – Развёртка цилиндра

Волновой фронт, вышедший из точки A, возвращается обратно за время b и до-
стигает точки B за время |ABk| =

√
(kb)2 + a2, k ∈ Z+. Эквивалентный бесконечный

граф выглядит следующим образом:

Рисунок 10 – Эквивалентный граф для случая цилиндра

В [3] (Теорема 2.1 ) дана следующая оценка роста N(t):

ln N(t) ≤ π

√
2

3b
t

1
2 (1 + o(1)) .
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Пример работы программы для L = 8, a =
√

2, b =
√

5, подтверждающий оценку:

Рисунок 11

Рисунок 12

Замечание 9 Эквивалентный граф для декорированного графа, полученного из ци-
линдра, оказался бесконечным. Соответственно, рост N(t) является субэкспоненци-
альным. Полученный по экспериментальным данным график ln N(t) отличается от
оценки из статьи [3] сдвигом на некоторую постоянную, то есть разность принадле-
жит классу o(t), что соответствует теореме. Более подробно значение этой разности
обсуждается в подразделе 6.4.

6.3 Декорированный граф, полученный вклеиванием ребра в
плоский тор

Рассмотрим развертку плоского тора – прямоугольник со сторонами a и b. Пусть,
без ограничения общности, A совпадает с вершиной прямоугольника, а B имеет на
прямоугольнике координаты c и d (0 ≤ c < b, 0 ≤ d < a). Тогда AB =

√
c2 + d2.
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Рисунок 13 – Развёртка плоского тора

“Волна”, исходящая из точки A, возвращается обратно через промежутки времени
|AAi| ∈ {√(pa)2 + (qb)2 | p, q ∈ Z, GCD(p, q) = 1} и достигает точки B через проме-
жутки времени |ABi| ∈ {√(pa + d)2 + (qb + c)2 | p, q ∈ Z} ∪ {L}. Может случиться,
что некоторые из этих путей в развертке лежат на одной прямой: тогда нужно учиты-
вать только кратчайший из этих путей. Определив длины путей, можно рассмотреть
эквивалентный бесконечный граф.

В [3] (Теорема 3.1 ) дана оценка следующая оценка роста N(t):

ln N(t) ≤ 3

(
5π

8ab
ζ(3)

) 1
3

t
2
3 (1 + o(1)) ,

причем равенство достигается, когда входные параметры задачи линейно незави-
симы над Q.

Пример N(t) с такими параметрами (a = π, b = 3
√

2, c =
√

3, d =
√

5, L = 8):

Рисунок 14
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Рисунок 15 – Сравнение верхней оценки и N(t) (разность) – 1

Как видно, экспериментально полученная функция и 3
(

5π
8ab

ζ(3)
) 1

3 t
2
3 отличаются

на постоянное число, что подтверждает оценку. В то же время, когда среди парамет-
ров вклейки ребра есть линейно зависимые, невязка растет со временем. Ниже дан
тот же график, но для a = π, b = 4, L = 8, c = 2, d = 1:

Рисунок 16 – Сравнение верхней оценки и N(t) (разность) – 2

6.4 Исследование коэффициента перед экспонентой

РассмотримN(t) для случая с цилиндром. Моделирующая программа продемонстри-
ровала результаты, согласованные с асимптотической оценкой роста N(t), данной в
[3]:

ln N(t) ≤ π

√
2

3b
t

1
2 (1 + o(1)) .

Согласно этой формуле, для случая общего положения,
N(t) = C exp

(
π
√

2
3b

t
1
2

)
+ поправки. Значит,

ln N(t) − π

√
2

3b
t

1
2 ∼ ln C. (7)
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Рисунок 17 – Иллюстрация к утверждению (1)

Как зависит ln C от входных данных (параметров задачи a, b, L)? Это можно ис-
следовать с помощью моделирующей программы. Попробуем менять один параметр:

Рисунок 18 – Изменение параметра a.

По-видимому, ln C = O(a) при a → ∞: если поделить полученную функцию на a,
она стремится к числу (в данном примере ≈ −0.45):

Рисунок 19
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Теперь посмотрим, как ln C зависит от L и b:

Рисунок 20

Рисунок 21

В обоих случаях наблюдается разрыв первого рода в точке L = b. По-видимому,
ln C = O(L) при L → ∞: ln C

L
→ C0 ≈ −0.09:

Рисунок 22
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Для получения более общего представления можно построить графики ln C как
функции двух переменных:

Рисунок 23 – Разрыв при L = b

Рисунок 24 – Разрыв при b = L

Рисунок 25 – Разрыв на прямой b = L
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Замечание 10 Компьютерный эксперимент показывает, что логарифм константы,
которая стоит перед экспонентой в старшем члене асимптотики для N(t), зависит от
всех трех параметров, то есть a, b и L. При этом показатель экспоненты зависит толь-
ко от b. Логарифм константы, по всей видимости, принадлежит классам O(a), O(L)
(параметры стремятся к бесконечности) и растет с ростом b. Кроме того, он имеет
разрыв 1-го рода при совпадающих значениях параметров.
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SCHRÖDINGER EQUATION ON GRAPHS 
AND SINGULAR SPACES: 

SPECTRAL PROPERTIES AND SEMICLASSICAL
DYNAMICS OF LOCALIZED PACKETS

We study spectral properties and semiclassical dynamics of localized packets on graphs and singular spaces. The
structure of the paper is as follows. In Section 2 we give a general definition of  the Schrödinger operator on a metric
graph and discuss semiclassical properties of eigenvalues and eigenfunctions. In Section 3 we present the results relat-
ed to the dynamics of localized wave packets on a graph. In particular, we study the statistics of the number of pack-
ets and establish a connection with some problems in number theory. In Section 4 we define a decorated graph and the
Schrödinger operator on it. We formulate several theorems on the structure of the kernel of such operator and on
asymptotics of the trace of the resolvent. In Section 5 we describe some facts relating to the dynamics of localized
packets on decorated graphs. Section 6 is devoted to the results of computer modeling.
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