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В данной работе мы приводим результаты разносторонних исследований ультраметрической математи-
ческой модели рабочего цикла белка-фермента, расширяющие распространенные представления о регу-
ляции ферментативной активности, а также даем их физическую интерпретацию. Модель заключается в 
представлении многомерного сильно пересеченного энергетического ландшафта белка иерархией вло-
женных друг в друга бассейнов локальных минимумов и в аппроксимации динамики белка ультраме-
трическим случайным блужданием. Ультраметрическое случайное блуждание, в отличие от случайного 
блуждания в низкоразмерном евклидовом пространстве, релевантно многомасштабной конформацион-
ной динамике белка и согласуется с наблюдаемыми особенностями кинетики ферментативной реакции. 
Мы показываем, что противоречивые, на первый взгляд, регуляторные свойства ферментов  следствие 
универсальной сложности конформационной динамики белка, обусловленной его энергетическим ланд-
шафтом. Ультраметрическая модель позволяет увидеть различные пути регуляции ферментативной ак-
тивности.

УДК 519.2+577.3

1. Введение

Ферменты, как известно, это белковые структуры, выполняющие в клетке различ-
ные операции на молекулярном уровне — специфическое связывание, образование и
разрыв химической связи, перенос заряда и т.д. Понимание того, что функциональ-
ная способность белков-ферментов обусловлена не только специфической простран-
ственной укладкой белковой макромолекулы, но и особой динамической подвиж-
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ностью белковой структуры, сложилось достаточно давно (см, например, ставшее
классическим изложение этого вопроса в [15]). Среди прочих полимерных струк-
тур белки выделяются очень широким диапазоном временны́х и пространственных
масштабов движений, характерных и для неупорядоченной жидкости, и для жидко-
кристаллической фазы, и для твердого тела. Внутриструктурные движения в белке
могут быть пикосекундными, если речь идет о смещениях небольших химических
групп в пределах их стерических ограничений, но могут затрагивать и более круп-
ные фрагменты, смещение которых возможно только при согласованных подвижках
их соседних участков. Такие нелокальные, коллективные движения, которые обычно
и имеют в виду, говоря о конформационной динамике белка, могут распространяться
от ∼ 10−9 сек до ∼ 100 сек и более. Именно они и представляют основной интерес
при изучении связи между динамикой белка и его функцией.

В каждом конкретном виде фермента механизм, связывающий динамику белка
и его функцию, может реализоваться по-своему (см, например, [17]). Вместе с тем, в
этом вопросе имеется вполне общая теоретическая задача, состояние которой остает-
ся пока дискуссионным. Она заключается в описании динамики белка на всей шкале
временны́х масштабов, относящихся к функции белка. Нетривиальность этой задачи
видна уже из ее постановки. Действительно, возьмем N -частичную классическую
систему, каждая частица которой имеет m степеней свободы. Множество состоя-
ний системы формально можно описать (евклидовым) пространством S размерно-
сти d = Nm, ассоциируя состояние системы с d-мерным вектором

−→
R , описывающим

положение изображающей точки в S. Формально, задав поверхность Φ(
−→
R ) потенци-

альной энергии системы (энергетический ландшафт системы) над пространством S
и выбрав подходящие (для рассматриваемого вопроса) уравнения движения на мно-
гообразии Φ(

−→
R ), можно перейти к исследованию динамики системы, ставя и решая

соответствующие задачи Коши.

В случае, когда энергетический ландшафт Φ(
−→
R ) представляет собой достаточ-

но низкоразмерное многообразие с относительно небольшим числом экстремумов,
исследование задачи удается провести аналитически или численно в ее исходной по-
становке (см., например, [12] и цитируемую там литературу). Белковые структуры,
однако, не относятся к такому случаю. Типичное число степеней свободы белко-
вой макромолекулы ∼ 103 и, как уже отмечалось выше, в ее внутриструктурные
движения могут вовлекаться фрагменты разного масштаба — как с малым, так и
с большим числом степеней свободы. Выделить в конформационной динамике бел-
ка какой-то определенный масштаб движений, который играл бы ведущую роль в
функции белка, затруднительно. С другой стороны, многочисленные ограничения
на внутриструктурные движения, обусловленные неразрывностью белковой поли-
мерной цепи и ее плотной пространственной укладкой, порождают астрономически
большое число локальных энергетических минимумов, ”долин“ и ”хребтов“ различно-
го масштаба. Энергетический ландшафт белка оказывается столь пересеченным, что
его полное описание представляется недостижимым даже при рекордных вычисли-
тельных ресурсах. Численное исследование динамики макромолекулярных структур,
сопоставимых по сложности с белками, способно дать либо детальное представление
о поведении системы в ограниченной области пространства состояний, либо (при
сильном огрублении) эскизное представление о поведении системы в целом. В этой
связи, поиск моделей, которые были бы релевантны многомасштабной конформаци-
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онной динамике белка в контексте ее связи с функцией белка, остается нетривиальной
задачей теоретической биофизики.

В данной статье мы приводим результаты исследований весьма специальной ма-
тематической модели рабочего цикла фермента, которая удерживает многомасштаб-
ность конформационной динамики белка уже в силу своей конструкции. Такую мате-
матическую модель удается построить в рамках представления многомерных сильно
пересеченных ландшафтов иерархией вложенных друг в друга бассейнов локальных
минимумов и аппроксимации динамики системы ультраметрическим случайным про-
цессом. Следует отметить, что ультраметрическое описание динамики белка, хорошо
согласующееся с особенностями ферментативной кинетики на широкой шкале вре-
менны́х масштабов, было построено в работах [1–3; 9; 10; 14], а соответствующая это-
му описанию модель рабочего цикла фермента была анонсирована в [13]. В данной
работе мы остаемся в русле этих же идей, но приводим результаты разносторонних
исследований ультраметрической модели рабочего цикла фермента, расширяющие
представления о регуляции ферментативной активности.

В излагаемом ниже подходе к описанию конформационной динамики белка мы
отчасти полемизируем с работой [18], в которой была предложена одна из первых, на-
сколько нам известно, теоретических моделей, связывающая явно конформационную
динамику белка и его функцию. Аналогичные в своих принципиальных положени-
ях модели имеются и в существенно более поздних работах, посвященных описанию
функциональных циклов различных белков, в частности, так называемых ”молеку-
лярных моторов“ (см, например, [5; 6]). В отношении всех этих работ, работа [18]
представляется не только пионерской, но и основополагающей. Сразу подчеркнем,
что использованная в [18] идея воспринимать конформационную динамику белка
как случайный процесс, развивающийся в пространстве конформационных состо-
яний белка, физически оправдана и конструктивна. Мы используем эту же идею.
Однако предложенная в [18] модель, сводящая конформационную динамику белка к
одномерной диффузии в потенциальном поле, по-видимому, является слишком упро-
щенной, лишающей белковую динамику ее главных особенностей — многомасштабно-
сти и многомерности конформационных изменений. Эти особенности представляются
важными для работы ферментов, поскольку отсутствие характерного масштаба дви-
жений в сочетании с многомерностью пространства состояний может приводить к
критическим динамическим режимам. Такие ожидания оказываются оправданными
и для ферментативной активности. Мы показываем, что присущая конформацион-
ной динамике белка многомасштабность предполагает более богатую связь между
динамикой белка и его функцией, порождая, в частности, различные режимы рабо-
ты цикла с высокой чувствительностью к изменениям управляющих параметров в
относительно узкой области.

Статья построена следующим образом. Мы начинаем с общей для [18] и [13] архи-
тектуры модели рабочего цикла фермента и краткого комментария к основным до-
пущениям, сделанным в [18]. Затем, мы излагаем идею многомасштабного описания
конформацонной динамики белка, описываем ультраметрическую модель рабочего
цикла фермента, акцентируя внимание на ее особенностях и отличии от модели [18],
приводим результаты наших исследований и даем им физическую интерпретацию.
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2. Архитектура модели

Как и в [18], рассматриваемая нами модель работы фермента построена по схеме
циклического присоединения и отсоединения низкомолекулярного лиганда к белко-
вой молекуле. В простейшем варианте этой схемы имеется два основных (равно-
весных) состояния системы белок–лиганд, одно из которых (E1) относится к белку,
связанному с лигандом, а другое (E2) — к белку без лиганда. Предполагается, что
состояния E1 и E2 относятся к существенно различным конформациям белковой мо-
лекулы. Присоединение лиганда к белку, находящемуся в состоянии E2, запускает
конформационные перестройки из состояния E2 к состоянию E1. Отсоединение ли-
ганда от белка, достигшего состояния E1, запускает конформационные перестройки в
обратном направлении — от состояния E1 к состоянию E2. Таким образом, функция
белка (связывание лиганда) управляется циклическими конформационными пере-
стройками между состояниями E1 и E2.

Формально, такой рабочий цикл можно описать следующим образом. Пусть про-
странство B конформационных состояний белковой молекулы задано, x есть конфор-
мационное состояние из этого пространства, и равновесные состояния связанного и
несвязанного белка (E1 ≡ x1 и E2 ≡ x2) лежат в достаточно удаленных друг от
друга областях O1 ⊂ B и O2 ⊂ B, соответственно. Пусть P1(x, t) есть распределение
концентраций связанных белковых молекул по конформационным состояниям x в
момент времени t и P2(x, t) есть распределение для несвязанных белковых молекул.
Суммарная по всем состояниям x концентрация связанных и несвязанных белков в
рабочем цикле сохраняется:∫

B

(P1(x, t) + P2(x, t))dx = 1. (2.1)

Распределение P1(x, t) (соответственно, P2(x, t)) можно понимать как переходную
функцию случайного процесса x(t), представляющего конформационную динамику
связанного (соответственно, несвязанного) белка, т.е. как плотность вероятности об-
наружить связанный (соответственно, несвязанный) белок в состоянии x в момент
времени t, при условии, что в начальный момент времени (t = 0) он находился в
некотором наперед заданном состоянии x0.

В этих представлениях функциональный цикл описывается системой кинетиче-
ских уравнений вида:

∂P1(x, t)

∂t
= [DxP1](x, t) + λ1(x)P1(x, t)− λ2(x)P2(x, t)

∂P2(x, t)

∂t
= [DxP2](x, t)− λ1(x)P1(x, t) + λ2(x)P2(x, t),

(2.2)

где формально введенный оператор Dx определяет случайный процесс, моделирую-
щий конформационную динамику белка, а λ1(x) и λ2(x) есть константы скоростей
реакций образования и разрыва связи между белковой молекулой и лигандом, при-
нимающие ненулевые значения только в областях O1 и O2, соответственно. Подра-
зумевается, что концентрация низкомолекулярного лиганда в реакционном объеме
поддерживается постоянной, т.е. реакции связывания и разрыва мономолекулярные.

Оператор Dx является ключевым ингредиентом модели, и его явное определение
требует каких-то предположений, упрощающих описание энергетического ландшаф-
та белка. В его отношении авторы [18] сделали два принципиальных предположения.
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Они предположили, что значимая для функции конформационная динамика суще-
ственно низкоразмерная и в простейшем случае может быть представлена одномер-
ной диффузией в потенциале с энергетически выделенным основным состоянием (E1

и E2) и большим числом энергетически более высоких квазиравновесных состояний
(локальных минимумов), разделенных барьерами. Иначе говоря, в модели [18] энер-
гетический ланшафт белка предполагается низкоразмерным (одномерным) и сильно
пересеченным. Далее, для описания такого ландшафта авторы [18] ввели два ха-
рактерных масштаба, меньший из которых относился к многочисленным барьерам,
разделяющим локальные минимумы, а бо́льший — к общей форме потенциала, зада-
ющей основное состояние системы. Эти предположения позволили заменить нетри-
виальную задачу о стохастической динамике на многомерной сильно пересеченной
потенциальной поверхности вполне стандартной задачей об одномерной диффузии
во внешнем поле и выбрать в качестве основы описания конформационной динамики
белка уравнение Фоккера-Планка

∂P (x, t)

∂t
= D

∂2P (x, t)

∂x2
+

∂

∂x

[
1

kT
P (x, t)

∂U(x)

∂x

]
. (2.3)

В уравнении 2.3 P (x, t) есть распределение плотности вероятности вдоль ”конфор-
мационной прямой“ x, U(x) — потенциал с энергетическим минимумом в некотором
состоянии x0, D — коэффициент ”конформационной диффузии“, зависящий от темпе-
ратуры T и ”вязкости“ конформационного пространств, и k — константа Больцмана.
Поскольку ”вязкость“ конформационного пространств связана с преодолением ло-
кальных барьеров, разделяющих конформационные состояния, предполагается, что
коэффициент конформационной диффузии D зависит от температуры экспоненци-
ально.

Соответственно всем этим допущениям, рабочий цикл фермента описывает си-
стема двух кинетических уравнений вида ”реакция-диффузия“:

∂P1(x, t)

∂t
= D

∂2P1(x, t)

∂x2
+

∂

∂x

[
1

kT
P1(x, t)

∂U1(x)

∂x

]
+λ1(x)P1(x, t)− λ2(x)P2(x, t),

∂P2(x, t)

∂t
= D

∂2P2(x, t)

∂x2
+

∂

∂x

[
1

kT
P2(x, t)

∂U2(x)

∂x

]
−λ1(x)P1(x, t) + λ2(x)P2(x, t),

(2.4)

где U1(x) и U2(x) — модельные потенциалы с минимумами в x1 и x2, отвечающи-
ми основным состояниям E1 и E2 находящимся на ”конформационном расстоянии“
L. Релаксация к основному состоянию x1 управляется потенциалом U1(x), обратная
релаксация к состоянию x2 — потенциалом U2(x), а присоединение и отсоединение
лиганда в состояниях x1 и x2, перебрасывает систему с энергетически более низкого
уровня на более высокий согласно значениям U1(x) и U2(x) в этих состояниях.

Отталкиваясь от таких представлений и рассмотрев стационарное решение урав-
нений (2.4) авторы [18] заключили, что время рабочего цикла определяется, главным
образом, соотношением τ = L/2D т.е. временем смещения диффузионного фрон-
та между функционально активными состояниями x1 и x2. Поскольку коэффициент
диффузии D, а с ней и величина τ , экспоненциально зависят от T , то в тех случаях,
когда лимитирующая стадия ферментативного цикла связана с конформационной
динамикой белка, кинетика ферментативной реакции является аррениусовской, т.е.
экспоненциально чувствительна к изменениям температуры, и никаких других осо-
бенностей в регуляции ферментативной активности не имеется.
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Вместе с тем, хорошо известно, что у большинства ферментативных реакций ско-
рость реакции зависит от температуры не только не экспоненциально, но даже и не
монотонно, демонстрируя максимумы активности в относительно узком температур-
ном интервале. Весьма показательной в этом отношении является кинетика связыва-
ния СО миоглобином, детально исследованная в работах [8; 11]. Примечательно, что
эти эксперименты отмечалась и в [18], где по этому поводу было заявлено, что модель
(2.4) находится в согласии с данными работами. Нам же представляется обратное —
модель (2.4) явно противоречит свойствам, установленным в [8; 11].

В экспериментах [8; 11] связанные с CO молекулы миоглобина облучали лазер-
ным импульсом, разрывающим связь CO с гемовым железом в активном центре
миоглобина, и затем следили за кинетикой обратного связывания миоглобина с CO
на большой шкале временны́х масштабов (10−7div102 сек) и в широком диапазоне
температур от 300K до 60K. Нетрудно видеть, что эксперимент прямо соответствует
стадии присоединения лиганда к белку в описанном выше рабочем цикле и, следова-
тельно, должен описываться моделью (2.4). Сопоставим экспериментальные данные
со свойствами модели (2.4). В работах [8; 11] были выявлены две особенности кинети-
ки связывания СО миоглобином. Во-первых, выяснилось, что кинетика связывания,
контролируемая конформационной динамикой белка, является степенной, а не экс-
поненциальной, во всем исследованном диапазоне временны́х масштабов от 10−7 сек
и до 102 сек. Этот факт прямо противоречит предположению о том, что пересечен-
ность ландшафтного рельефа может быть эффективно усреднена и представлена
”вязкостью“ конформационного пространства. Во-вторых, выяснилось, что с умень-
шением температуры от 300K до 200K скорость реакции связывания растет, но при
дальнейшем снижении температуры она падает. Такая аномальная температурная
зависимость также не согласуется с моделью (2.4). Действительно, общее решение
уравнения

∂P (x, t)

∂t
= D

∂2P (x, t)

∂x2
+

∂

∂x

[
1

kT
P (x, t)

∂U(x)

∂x

]
− λ(x)P (x, t), (2.5)

как известно, имеет вид

P (x, t) =
∞∑
n=0

L(x,An, Bn, γn)e
−γnDt, (2.6)

где функциональная зависимость L(x) определяется функциями λ(x) и U(x), т.е.
расположением реакционного стока и формой потенциала, а параметры An, Bn, γn
задаются граничными и начальными условиями. Отсюда нетрудно видеть, что тем-
пературное поведение решения (2.6) определяется только зависимостью коэффици-
ента диффузии D от температуры и никакого аномального поведения модели 2.4 тут
ожидать не приходится.

Мы полагаем, что модель (2.4) не согласуется с конформационно зависимой кине-
тикой ферментативного связывания именно в своих основных положениях. Состав-
ленные на ее основе представления о конформационной динамике белка представля-
ются нам слишком огрубленными и отчасти неверными. Это же можно отнести и к
выводу, сделаному в [18] в отношении регуляции ферментативной активности.
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3. Многомасштабное описание конформационной
динамики белка

Многомасштабное описание конформационной динамики белка, согласованное с
особенностями кинетики связывания СО миоглобином, дано в [1; 10; 14]. Здесь мы
изложим только основные идеи этого подхода и поясним некоторые аналитические
конструкции, которые используются ниже в нашей модели.

В основе подхода лежит идея иерархического масштабирования сложных энерге-
тических рельефов с помощью эквипотенциальных сечений, подобно тому, как это
делается, например, в топографии (см, например, [12]). Применяя этот прием в от-
ношении сильно пересеченного ландшафта, можно построить иерархию вложенных
друг в друга ”бассейнов“ локальных минимумов, в которой каждый бо́льший бассейн
состоит из меньших бассейнов, каждый из них состоит из еще меньших бассейнов
etc. Соответственно, в этой картине бассейны локальных минимумов будут разделе-
ны иерархией барьеров: бо́льшие бассейны — более высокими барьерами, а меньшие
бассейны внутри бо́льших — более низкими барьерами. Многомасштабность тако-
го представления сохраняется по построению, но исходная метрика многомерного
(евклидова) пространства состояний теряется.

Иерархия бассейнов естественным образом представляется в виде ветвящегося
дерева, концевые узлы которого (листья дерева) отвечают локальным минимумам
ландшафта, а поддеревья — бассейнам. В частности, регулярному дереву с фик-
сированным индексом ветвления p отвечает самоподобная иерархия бассейнов. В
этих представлениях, образом пространства состояний системы является граница
дерева (множество концевых узлов i = 1, 2, . . .), а образом динамики системы —
случайный процесс на границе дерева, представляющий собой скачкообразные пе-
реходы между конечными узлами-листьями. Каждое состояние системы i парамет-
ризуется ветвью дерева, идущей от корня к границе, и любые два состояния отли-
чаются несовпадающей частью соответствующей пары ветвей (эти ветви расходят-
ся в вершине минимального поддерева, содержащего данные состояния). Такая па-
раметризация отвечает метрике, подчиненной сильному неравенству треугольника
d(i, k) � max (d(i, j), d(j, k)). В результате, представление многомерного пересечен-
ного ландшафта иерархией вложенных друг в друга бассейнов есть просто замена
исходного многомерного пространства состояний с обычной (евклидовой) метрикой
ультраметрическим пространством состояний. Заметим, что близкие в евклидовой
метрике локальные минимумы могут ультраметрике оказаться далекими, если пере-
ход между ними сопряжен с преодолением высокого барьера, и наоборот.

Для регулярного дерева бассейнов с фиксированным индексом ветвления p кар-
тина выглядит достаточно просто. Для любых двух состояний (листьев) i и j, име-
ется одно (и только одно) минимальное поддерево, которому они принадлежат. Уро-
вень иерархии γ(i, j), γ = 1, 2, ... , γmax, на котором лежит вершина этого поддерева,
определяет все важные для описания величины, например, масштаб минимального
поддерева-бассейна (в нем pγ(i,j) состояний), ультраметрическое расстояние между
состояниями i и j (равное pγ(i,j)), максимальный барьер Hγ(i,j), лежащий на пути пе-
рехода из одного состояния в другое и ассоциируемый либо с переходным состоянием
на пути из i в j, либо с характерным временем ∼ (pγ(i,j))α, α > 0, выхода из мини-
мального общего для i и j бассейна. Соответственно, константы скоростей переходов
между состояниями определяются только номером уровня γ(i, j) в иерархии бассей-
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нов, а матрица переходов имеет характерный для ультраметрического случайного
блуждания блочно-иерархический вид (см. рисунок 3.1).

Рис. 3.1. (a) Pегулярно-ветвящееся 2-адическое трехуровневое дерево бассейнов:
γ = 1, 2, 3 — уровни иерархии, wγ — константы переходов между листьями на границе

дерева. (б) Блочно-иерархическая структура матрицы переходов между листьями

Отметим, что блочно-иерархический вид матрицы переходов сохраняется и для
нерегулярно ветвящегося дерева, хотя в этом случае блоки, принадлежащие одному
и тому же уровню γ, могут иметь разные размеры.

Опишем теперь случайное блуждание на границе дерева. Пусть P (i, t|i0, 0) (для
краткости P (i, t)) есть переходная функция процесса, т.е вероятность найти систе-
му в состоянии i в момент времени t при условии, что в начальный момент времени
она находилась в состоянии i0. Переходная функция определяет вероятностную меру
всех траекторий длины t, стартующих из состояния i0 и заканчивающихся в i. Подчи-
ним переходную функцию P (i, t) основному кинетическому уравнению (уравнению
Колмогорова-Феллера) вида

∂P (i, t)

∂t
=

∑
i �=j

w(i|j)P (j, t)−
∑
i �=j

w(j|i)P (i, t) (3.1)

с начальным условием P (i, 0) = δ(i−i0), где w(i|j) — константа перехода из состояния
j в состояние x. Полагая, что характерное время выхода из бассейна растет с ростом
масштаба бассейна, и что при переходе в бассейн из другого бассейна система с
равной вероятностью может оказаться в любом из его состояний, запишем константу
перехода в виде w(i|j) = w0p

−(α+1)γ(i,j), где w0 — размерный коэффициент. Уравнение
(3.1) тогда примет вид

∂P (i, t)

∂t
=

∑
i �=j

w(|i− j|p)P (j, t)−
∑
i �=j

w(|i− j|p)P (i, t) (3.2)

где |i− j|p = pγ(i,j) есть ультраметрическое расстояние между состояниями i и j.
Непрерывный предел для описанной выше дискретной модели (см. [2; 14]) при-

водит к p-адическому уравнению ультрамерической диффузии. (Для ознакомления
с основами p-адического анализа можно обратиться, например, к [16]). Схема та-
кого перехода выглядит следующим образом. Каждому листу i на границе дерева
ставится в соответствие рациональное число x:

i←→ x = p−r
(
a0 + a1p+ · · ·+ am−1pm−1

)
, (3.3)
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где p— простое число (индекс ветвления дерева), 0 � ak � p−1, k = 0, 1, . . . , m−1 и r
— некоторое целое число. На множестве рациональных чисел {x} вида (3.3) вводится
p-адическая норма | · · · |p, определяемая как

|x|p = |p−r
(
a0 + a1p+ · · ·+ asp

s · · ·+ am−1pm−1
) |p = pr

если a0 = a1 = · · · = as−1 = 0 и as �= 0. Тогда в пределе m →∞ при фиксированном
r множество {x}, каждый элемент которого представляется бесконечным рядом

x = p−r
∞∑
i=0

aip
i, (3.4)

сходящимся по p-адической норме | · · · |p, становится подмножеством Br (p-адическим
шаром радиуса pr) поля p-адических чисел Qp . В пределе r →∞ множество Br пере-
ходит в поле Qp. Любой элемент Qp однозначно представим в виде (3.4). На поле Qp

можно ввести метрику d(x, y) = |x− y|p, которая превращает Qp в полное, сепара-
бельное, вполне несвязное, локально компактное ультраметрическое пространство.

В результате двойного предельного перехода {m→∞, r →∞} состояния систе-
мы x становятся элементами поля p-адических чисел Qp, а уравнение (3.2) переходит
в p-адическое уравнение Колмогорова–Феллера для однородного стационарного мар-
ковского процесса на Qp:

∂

∂t
P (x, t) =

∫
Qp

w (|x− y|p) (P (y, t)− P (x, t)) dpy. (3.5)

В уравнении (3.5), величина

w (|x− y|p) = lim
t′→t

P (y, t′|x, t)
|t′ − t| ,

где P (y, t′|x, t) = P (|x−y|p, t′− t) — переходная функция процесса, задает константы
переходов между состояниями x и y.

Заметим, что функция w(|x − y|p) может иметь разный вид, т.е. уравнение (3.5)
описывает семейство ультраметрических случайных процессов. Конкретный вид
функции w(|x − y|p) в той или иной модели выбирается из соображений согласо-
вания свойств модели со свойствами рассматриваемой системы. В случае конфор-
мационной динамики белка выбор функции w(|x − y|p) согласован с особенностями
кинетики связывания СО миоглобином. Как было показано в [9], этому требованию
отвечает функция вида w(|x − y|p) = |x − y|−(α+1)

p , где параметр α > 0 имеет смысл
обратной температуры (α ∼ T0/T , T0 некоторая реперная температура). Таким обра-
зом, в рассматриваемой нами ультраметрической модели рабочего цикла фермента
конформационная динамика белка описывается не уравнением Фоккера–Планка, как
в [18], а p-адическим уравнением ультраметрической диффузии вида

∂P (x, t)

∂t
=

∫
Br

P (y, t)− P (x, t)

|y − x|α+1
p

dpy, (3.6)

где Br ⊂ Qp — ультраметрический шар, задающий пространство конформацион-
ных состояний белка, и dpy — мера интегрирования (мера Хаара) на Qp. Много-
масштабность конформационной динамики белка в таком описании удерживается по
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построению. Примечательно, что функция переходов вида w(|x− y|p) = |x− y|−(α+1)
p

отвечает самоподобному энергетическому ландшафту, причем такому, на котором
барьеры, разделяющие бассейны, растут с уровнем иерархии линейно. Заметим, что
масштабное самоподобие может иметь вполне общее отношение к функциональным
макромолекулярным структурам типа молекулярных машин (см., например, [4; 7]).

4. p-Адическая модель рабочего цикла и предельные режимы

Переопределим модель (2.4) рабочего цикла фермента, рассматривая уравне-
ние (3.6) как основу многомасштабного описания конформационной динамики белка.
Пусть пространство конформационных состояний белка, на котором осуществляется
рабочий цикл, есть ультраметрический шар Br =

{
x ∈ Qp : |x|p � pr

}
радиуса pr,

r 
 1. В этом случае действие оператора Dx на функцию распределения P (x, t)
задается уравнением

[DxP ] (x, t) =

∫
Br

P (y, t)− P (x, t)

|y − x|α+1
p

dpy

и, согласно модели (2.2), полный цикл описывается системой уравнений

∂P1(x, t)

∂t
=

∫
Br

P (y, t)− P (x, t)

|y − x|α+1
p

dpy + λ1Ω(|x|p)P2(x, t)− λ2Ω(|x− a|p)P1(x, t)

∂P2(x, t)

∂t
=

∫
Br

P (y, t)− P (x, t)

|y − x|α+1
p

dpy − λ1Ω(|x|p)P2(x, t) + λ2Ω(|x− a|p)P1(x, t),

(4.1)

где распределения P1(x, t) и P2(x, t) относятся соответственно к связанному и несвя-
занному состояниям белка, λ1 и λ2 есть константы реакции образования и разрыва
химической связи между лигандом и белком, а функция Ω(|z|p)

Ω(|z|p) ≡
{

1, |z|p � 1

0, |z|p > 1,

есть индикатор ультраметрического шара единичного радиуса с центром в точке
z = 0. Соответственно, ультраметрический шар Ω(|x|p) с центром в точке x = 0
определяет область, в которой белок связывается с лигандом, т.е. область O1, уль-
траметрический шар Ω(|x − a|p) с центром в точке x = a определяет область O2, в
которой белок освобождается от лиганда. Расстояние |a|p = pm между этими обла-
стями задается параметром 0 < m < r. Отметим, что тот факт, что области O1 и O2

в описании выше представлены ультраметрическими шарами единичного радиуса,
не существенен. Важно лишь то, что эти области малы в сравнении с Br.

Метод решения задач Коши для системы уравнений (4.1) обсуждался в [13]. Яв-
но выписать полное решение тут не удается, однако для наших целей достаточно
иметь стационарное решение P1st(x) уравнений (4.1) и оценку характерного време-
ни τ осуществления одного рабочего цикла. Стационарное решение уравнений (4.1)
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выписывается явно:

P1st(x) = p−r ·
λ1 + λ1λ2

(
I(0)− I(|a|p) + I(|x|p)− I(|x− a|p)

)
λ1 + λ2 + 2λ1λ2

(
I(0)− I(|a|p)

)

P2st(x) = p−r ·
λ2 + λ1λ2

(
I(0)− I(|a|p)− I(|x|p) + I(|x− a|p)

)
λ1 + λ2 + 2λ1λ2

(
I(0)− I(|a|p)

) ,

(4.2)

где

I(|x|p) =
r−1∑
i=n

p−i
(
1− p−1

)(
p−αi − (

1− p−1
) p−αr

1− p−α−1

)−1
−

−
(
pα(1−n) − (

1− p−1
) p−αr

1− p−α−1

)−1
p−n(1− Ω(|x|p))

(4.3)

и n определяется из условия |x|p = pn. Отсюда непосредственно вычисляется стаци-
онарная концентрация S(α, λ1, λ2,m) всех белковых молекул, находящихся в связан-
ном состоянии:

S(α, λ1, λ2,m) =

∫
Br

P1st(x)dpx =
λ1 + λ1λ2 · [I(0)− I(pm)]

λ1 + λ2 + 2λ1λ2 · [I(0)− I(pm)]
. (4.4)

Поверхность S(α, λ1, λ2,m) над пространством параметров мы называем ландшаф-
том стационарных состояний рабочего цикла. Особенности этого ландшафта описаны
в следующем разделе.

Что касается характерного времени τ , то оно определяется наиболее медленными
стадиями рабочего цикла. В одних случаях ими могут оказаться стадии образования
и разрыва химической связи между лигандом и белком, и такой режим работы цикла
мы будем называть режимом кинетического контроля. В других случаях наиболее
медленная стадия может определяться конформационными перестройками белка, и
этот режим естественно назвать режимом диффузионного контроля. В этом смыс-
ле особенности распространении фронта ультраметрической диффузии оказываются
важными для работы цикла.

Действительно, рассмотрим решение P (x, t) задачи Коши для уравнения (3.6) с
начальным условием P (x, 0) = Ω(|x|p). Это решение имеет вид (см. [2; 9; 10]):

P (x, t) = (1− p−1)|x|−1p

+∞∑
γ=0

p−γΩ
(
p−γ

|x|p

)
exp

{
p−αγ

|x|αp
Γp(−α)w0t

}
−

− |x|−1p Ω

(
p

|x|p

)
exp

{
pα

|x|αp
Γp(−α)w0t

}
. (4.5)

Зная распределение P (x, t), нетрудно вычислить среднее ультраметрическое рассто-
яние

δ(t) =

∫
Qp

|x|pP (x, t)dpx, (4.6)

на которое переместится диффузионный фронт к моменту времени t, и убедиться,
что интеграл (4.6) конечен только при α > 1. При α � 1 интеграл (4.6) расходится и
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величина δ(t) не определена. Таким образом, в отличие от обычной диффузии, о ско-
рости распространения фронта ультраметрической диффузии можно говорить толь-
ко когда α > 1, т.е. когда диффузия ”медленная“. Диффузионно-контролируемый
режим работы цикла соответствует именно этим условиям, и для оценки времени τ
здесь можно использовать простое соотношение δ(τ) = pm.

В противоположность этому, при 1 � α > 0 ультраметрическая диффузия про-
текает настолько быстро, что значения P (x, t) почти сразу оказываются не малы
во всех точках пространства состояний. Как показано в [3], в этом режиме мера
невозвратных (в неограниченном пространстве) траекторий оказывается ненулевой
и при α→ 0 стремится к 1. Делокализация диффузионного фронта происходит скач-
кообразно, в точке α = 1, и это одна из важных особенностей ультраметрической
диффузии.

Если пространство состояний ограничено, как в модели (4.1), то невозвратных
траекторий, естественно, нет, и быстрая диффузия проявляет себя в том, что типич-
ные траектории вначале уходят в удаленные области пространства состояний и лишь
затем возвращаются в близлежащие области. Для моделей типа реакция-диффузия
такая картина физически отвечает быстрому перемешиванию. В этих условиях и воз-
никает кинетически-контролируемый режим работы цикла. Отметим, что поскольку
полное пространство конформацонных состояний белка Br много больше функци-
онально активных областей O1 и O2, то при быстром перемешивании на всем Br

стационарные распределения P1st(x) и P2st(x) будут почти везде однородными и кон-
центрация связанных и не связанных белковых молекул будет практически одина-
ковая ∫

Br

P1st(x)dpx ≈
∫
Br

P2st(x)dpx

даже при λ1 �= λ2. Более детально такие режимы мы тоже обсудим ниже.
Существование определенного значения α, при котором фронт ультраметриче-

ской диффузии скачкообразно делокализуется, предполагает, что переход от режима
диффузионного контроля к режиму кинетического контроля тоже может происхо-
дить в относительно узкой области значений параметров системы. В этом состоит
одно из существенных отличий модели (4.1) от модели (2.4) из работы [18].

5. Ландшафт стационарных состояний рабочего цикла

Отклик стационарной концентрации S связанных белковых молекул на измене-
ния параметров α, λ1, λ2 и m позволяет составить представление о регуляции фер-
ментативной активности при различных воздействиях на белковую молекулу или
окружающую среду. Действительно, параметр α задает константы конформацион-
ных переходов, w(x|y) = |x − y|α+1

p (см. уравнение (3.6)) и в этом смысле управ-
ляет конформационной подвижностью белковой молекулы. Бо́льшим значениям α
соответствует более низкая конформационная подвижность белковой молекулы, что
может иметь место, например, при понижении температуры, изменении вязкости
среды, ее ионного состава, погружении белковой молекулы в клеточную мембрану,
или ее нагружении высокомолекулярными соединениями. Изменение констант обра-
зования и разрыва химической связи между лигандом и белком (λ1 и λ2), помимо
стандартной температурной зависимости, может быть обусловлено, например, хими-
ческими модификациями лиганда или центра связывания в белке. Наконец, параметр
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m устанавливает, как далеко друг от друга расположены те функционально актив-
ные конформационные состояния (O1 и O2), в которых белок связывается с лигандом
и освобождается от него. Выбирая то или иное m, мы задаем глубину конформацион-
ных перестроек, которая требуется для осуществления рабочего цикла. Величина m,
образно говоря, задает ”рабочий ход“ белковой машины и может зависеть, например,
от пути химического превращения исходного субстрата в конечный продукт.

Таким образом, все параметры модели (4.1) имеют вполне прозрачную физиче-
скую интерпретацию.

Обсудим теперь чувствительность стационарного состояния S(α, λ1, λ2) к изме-
нению параметров рабочего цикла и, прежде всего, параметра α, управляющего
конформационной подвижностью белка. Как уже отмечалось выше, важно, в какой
области значений параметра α работает фермент — выше или ниже точки делока-
лизации диффузионного фронта. Это наглядно демонстрирует поведение величины
ΔI = I(0)− I(pm) в выражении (4.4) от α, показанное на рисунке 5.1.

Рис. 5.1. Поведение величины ΔI = I(0)− I(pm) из выражения (4.4) в зависимости от α

Отметим, прежде всего, что в той области значений α, в которой диффузионный
фронт локализован (α > 1), величина ΔI(m,α) растет с ростом α, причем при до-
статочно больших α растет экпоненциально, как ΔI(m,α) ∼ ek(m)α, где k(m) зависит
от m линейно. Действительно, используя выражение (4.3) и приняв во внимание, что
в рассматриваемом случае m � 1 и (1 − Ω(pm)) = 1, запишем явное выражение для
ΔI(m,α)

ΔI(m,α) =
m−1∑
i=0

p−i
(
1− p−1

)(
p−αi − (

1− p−1
) p−αr

1− p−α−1

)−1
−

−
(
pα − (

1− p−1
) p−αr

1− p−α−1

)−1
+

(
pα(1−m) − (

1− p−1
) p−αr

1− p−α−1

)−1
p−m.

Отсюда для больших α получаем

ΔI(m,α)
α�1−−→ p(m−1)(α−1).



18 E. В. Борщева, В. А. Аветисов

Из выражения выше нетрудно также увидеть, что величина ΔI(m,α) расходится
и при α→ 0.

Между этими краевыми значениями α, величина ΔI(m,α) ведет себя монотонно.
Там, где диффузионный фронт делокализован (α < 1), величина ΔI(m,α) мала
почти везде и для этих значений из выражения (4.4) имеем

S(α, λ1, λ2) ≈ λ1

λ1 + λ2

,

что и соответствует кинетически-контролируемому режиму работы цикла. В этом
режиме стационарные состояния S нечувствительны к изменениям α, но чувстви-
тельны к изменениям параметров λ1 и λ2. В режиме кинетического контроля стаци-
онарное состояние симметрично (S(α, λ1, λ2,m) = 0, 5) только при λ1 = λ2.

Примечательно, что режим кинетического контроля сохраняется практически до
значений α ∼ 1 и лишь при α > 1, когда диффузионный фронт становится локализо-
ванным, вклад ΔI(mα) в S(α, λ1, λ2,m) становится существенным. При достаточно
больших α этот вклад оказывается доминирующим, чувствительность к изменениям
λ1 и λ2 теряется, рабочий цикл переходит в диффузионно-контролируемый режим и
стационарное состояние восстанавливает симметрию (S(α, λ1, λ2,m) ∼ 0, 5) даже при
λ1 �= λ2. Симметрия стационарного состояния в этом режиме обусловлена просто тем,
что работу цикла тут лимитирует время прохождения диффузионного фронта меж-
ду областями O1 и O2, а в прямом и обратном направлениях это время одинаковое.
Заметим, что в диффузионно-контролируемом режиме характерный масштаб той
области конформационного пространства, в которой осуществляется рабочий цикл,
определяется ”рабочим ходом“ цикла, т.е. ультраметрическим расстоянием pm. При
этом, бо́льшая часть конформационного пространства Br не используется и остается
в в этом режиме ”темной“.

Как уже отмечалось, интерес представляет и тот факт, что ΔI(m,α) → ∞ не
только в ”низкотемпературном пределе“ (α→∞) но и в ”высокотемпературном пре-
деле“ (α → 0). При достаточно малых α вклад ΔI(m,α) в выражении (4.4) тоже
оказывается доминирующим, стационарное решение S(α, λ1, λ2,m) теряет чувстви-
тельность к изменениям λ1 и λ2 и состояние становится симметричным (см. рису-
нок 5.2).

Следует, однако, понимать принципиальное отличие тех причин, из-за которых
возникает симметричное состояние при низкой и высокой конформационной подвиж-
ности белка. При низкой конформационной подвижности причина в диффузионно-
контролируемом режиме. При высокой конформационной подвижности, напротив,
имеет место быстрое перемешивание — типичные траектории вначале уходят в уда-
ленные области пространства состояний и лишь затем возвращаются в близлежащие
области. При достаточно малых значениях α быстрое перемешивание устанавлива-
ется на всем Br и стационарное распределение P1st(x) становится однородным почти
на всем пространстве за исключением функционально активных областей O1 и O2,
в которых непосредственно действуют ”химический сток“ и ”химический источник“.
Поскольку полное пространство состояний Br много больше области рабочего хода
цикла, оно и определяет основной вклад в S, и симметрия стационарного состоя-
ния восстанавливается просто из-за того, что мера таких состояний для связанных
и несвязанных белковых молекул одинакова. Важно подчеркнуть, что в подобных
высокотемпературных режимах важную роль играет именно та часть конформаци-
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Рис. 5.2. Чувствительность стационарной концентрации S к изменению параметров λ1 и
λ2 в режимах сильного перемешивания (кривая 1), кинетического контроля (кривые 2 и 3)

и диффузионного контроля (кривая 4)
.

онного подпространства, которая во всех других режимах остается ”темной“. По мере
увеличения конформационной подвижности и смещения от значения α = 1 к значе-
нию α = 0 (см. рисунок 5.2), цикл вначале остается в зоне кинетического контроля, и
работа цикла чувствительна к изменениям λ1 и λ1. Но затем, по мере распростране-
ния быстрого перемешивания на все Br, цикл теряет чувствительность к изменению
параметров λ1 и λ2 и восстанавливает свое симметричное состояние.

Обсудим теперь, как стационарные состояния рабочего цикла зависят от соотно-
шения q = λ1 \ λ2 констант образования связи и ее разрыва в различных режимах
работы цикла. На рисунках 5.3 и 5.4 показан ландшафт стационарных состояний
S(λ1, λ2) для двух значений параметра α, соответствующих медленной диффузии
(α = 3) c локализованным диффузионным фронтом и быстрой диффузии (α = 0.75)
с делокализованным фронтом.

При q = 1, как уже отмечалось выше, стационарное состояние симметрично во
всех режимах. Это своеобразная ”мертвая точка“ рабочего цикла.

В режиме диффузионного контроля (α = 3, рисунок 5.3) изменение параметров
λ1 или λ2 не оказывает заметного влияния на стационарную концентрацию S, за ис-
ключением далеких от ”мертвой точки“ окрестностей λ1 � 1 и λ2 � 1, где значения
этих параметров столь малы, что они лимитируют работу цикла даже при медлен-
ной диффузии. Всюду вне этих малых окрестностей цикл работает в диффузионно-
контролируемом режиме, стационарная концентрация близка к значению S = 0, 5 и
симметричное состояние сохраняется для всех значений λ1 или λ2.

При делокализации диффузионного фронта (α = 0.75, рисунок 5.4), стационарное
состоянии S уже становится чувствительным и к изменениям λ1 и λ2. При этом,
если диффузия не слишком быстрая (значения α не слишком малы), то сохраняется
чувствительность и к изменениям параметра α. Это демонстрируют зависимости
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Рис. 5.3. 3-D представление ландшафта ферментативной активности при низкой
конформационной подвижности: α = 3. Значения других параметров следующие:

p = 2, r = 7, m = 5

Рис. 5.4. 3-D представление ландшафта ферментативной активности при ”быстрой“
диффузии: α = 0.75. Значения других параметров те же, что и для рисунка 5.3

стационарных состояний S от α при фиксированных значениях λ1 �= λ2, показанные
на рисунке 5.5.

Нетрудно заметить, что наиболее пригодная для регуляции ферментативной ак-
тивности область расположена вблизи точки делокализации диффузионного фронта
(α = 1), при этом, что важно, работа цикла наиболее чувствительна к изменениям
параметров в достаточно небольшой области, расположенной немногим выше точки
делокализации α = 1.
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Рис. 5.5. Зависимость стационарной концентрации S от α в окрестности критической
точки делокализации диффузионного фронта α = 1 при фиксированных значениях

λ1 �= λ2

6. Заключение

Тот факт, что ферментативная активность многих белков нетривиальным обра-
зом зависит от внешних условий, известен давно. В ряде случаев ферментативная
активность существенно меняется уже при небольших изменениях температуры, вяз-
кости среды или ее ионного состава. В других случаях она, напротив, мало чувстви-
тельна к таким изменениям. У одних белков ферментативная активность монотонно
растет с ростом температуры, у других, наоборот, монотонно падает, а у третьих —
проходит через некоторый максимум. Действуя на конформационную подвижность
белковой молекулы в одном и том же направлении, например, понижая темпера-
туру или нагружая белковую глобулу высокомолекулярными соединениями, можно
получить прямо противоположные отклики — в одних случаях ферментативная ак-
тивность может вырасти, а в других — резко упасть.

Столь различная реакция белков на однотипные воздействия сформировала устой-
чивое мнение, что регуляция ферментативной активности возможна только в узкой
области значений соответствующих параметров. При этом, при одних и тех же воз-
действиях у разных белков ферментативная активность может меняться в прямо про-
тивоположных направлениях. Это никак не отражают относительно простые, низ-
коразмерные модели рабочего цикла фермента типа реакция-диффузия, подобные
предложенной в [18]. У таких моделей, разнонаправленные отклики при однонаправ-
ленных воздействиях никак не следуют из свойств моделей, выглядят ”загадочно“ и
могут быть оправданы только индивидуальностью тех или иных белков.

В данной статье мы показываем, что противоречивые, на первый взгляд, регуля-
торные свойства ферментов, на самом деле, есть следствие универсальной сложно-
сти конформационной динамики белка, обусловленной энергетическим ландшафтом
белка и пространством его конформационных состояний. Ультраметрические моде-
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ли, прежде всего, отражают именно эту универсальную сложность. Ультраметри-
ческое описание рабочего цикла фермента удерживает многомасштабность конфор-
мационной динамики белка и экспоненциально большую емкость его пространства
состояний уже по своей конструкции. Корни такого описания лежат в представле-
нии многомерных сильно пересеченных ландшафтов иерархией вложенных друг в
друга бассейнов локальных минимумов и аппроксимации динамики белка ультра-
метрическим случайным процессом. Важно подчеркнуть и то, что использованное
нами ультраметрическое описание динамики белка, развитое ранее в работах [1–3;
9; 10; 13; 14], согласуется с реально наблюдаемыми особенностями конформационно
контролируемой кинетики ферментативной реакции.

Ультраметрическая модель рабочего цикла фермента, анонсированная в [13] и
детально рассмотренная нами в данной работе, позволяет увидеть различные пути
регуляции ферментативной активности, остававшиеся скрытыми для стандартных
низкоразмерных моделей типа реакция-диффузия. Важнейшей особенностью ультра-
метрической модели является существование в ней условий делокализации диффузи-
онного фронта, что, заметим, характерно для случайных блужданий в многомерных
пространствах. Эти условия устанавливают своеобразную границу между двумя ре-
жимами работы цикла — диффузионно-контролируемым режимом, возникающим
при низкой конформационной подвижности, и кинетически-контролируемым режи-
мом, возникающим при высокой конформационной подвижности. Существование по-
рогового уровня конформационной подвижности, при которой фронт ультраметриче-
ской диффузии скачкообразно делокализуется, приводит к тому, что переход между
режимами диффузионного контроля и кинетического контроля осуществляется в до-
статочно узкой области значений управляющих параметров, и именно в этой области
чувствительность рабочего цикла фермента к изменению внешних условий оказыва-
ется наиболее высокой. Еще одной важной особенностью работы цикла является то,
что при делокализации диффузионного фронта в работу цикла может вовлекать-
ся все потенциально доступное пространство конформационных состояний белка и
регуляторные механизмы ферментативной активности блокируются.

В целом, однонаправленное изменение внешних условий может по-разному вли-
ять на ферментативную активность — все зависит от того, в каком режиме работает
цикл. При этом важнейшее значение в регуляции ферментативной активности име-
ет многомасштабность конформационной динамики белка и комбинаторно большая
емкость пространства его конформационных состояний. Ультраметрическая модель
ферментативного рабочего цикла отражает игру этих факторов и позволяет увидеть
гораздо более богатую картину регуляторных возможностей, в которой индивиду-
альная, на первый взгляд, реакция ферментов на однотипные изменения внешних
условий на самом деле обусловлена универсальными особенностями динамики бел-
ка.
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In this paper, we present the results of comprehensive studies of an ultrametric mathematical model for the 
protein operation cycle and give their physical interpretation. The results extend a familiar view on regulation 
of enzymatic activity. The model includes representation of a multidimensional rugged energy landscape of a 
protein by a hierarchy of nested basins of local minima and approximation of protein dynamics with an ultra-
metric random walk. In contrast to random walk in low-dimensional Euclidean space, the ultrametric model is 
relevant to multiscale protein conformational dynamics. The ultrametric model is also consistent with observed 
enzyme kinetics features.We show that the properties of regulatory of enzymes, contradictory at fi rst glance, are 
a result of the universal complexity of protein conformational dynamics specifi ed by protein energy landscape. 
The ultrametric model allows to see different ways to regulate enzymatic activity.
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В статье рассматривается моделирование образования устойчивых структур, свободных от пылевых ча-
стиц (войдов), в неподвижной и движущейся пылевой плазме. Моделирование проводится на основе 
известной модели Avinash, Bhattacharjee, Hu (ABH), описывающей динамику образования пылевого вой-
да. Гидродинамическая часть модели была преобразована и записана в дивергентном виде, который ис-
пользовался для расчетов по известным схемам первого и второго порядка (схема Лакса и комплек-
сно-консервативная схема). Для различных режимов потока получена динамика кольцевых структур 
в неподвижной и движущейся пылевой плазме. Получены также установившиеся режимы течения, ха-
рактеризующиеся формированием пылевых войдов.
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Simulation of steady structures with empty regions (voids) is considered numerically in unmoving and moving 
fl ows of dusty plasma. Modelling is based on the known model of Avinash, Bhattacharjee and Hu of formation 
of a void in a dusty plasma fl ow. The hydrodynamic part of the model has been reduced to the divergent form 
and two algorithms of fi rst and second order of approximation have been introduced. The Lax’s scheme and the 
complex conservative difference scheme have been used for the fi rst and second order for the hydrodynamic 
part of the model. Results on the dynamics of voids have been obtained at the stage of a circular ring structure 
generation and a steady round void formation at the fi nal stage. Behaviour of the defi ning fl ow parameters has 
been analyzed up to the steady dusty plasma void formation.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
КВАНТОВЫХ БИЕНИЙ ЗАСЕЛЕННОСТИ 

СОСТОЯНИЙ ТРЕХУРОВНЕВЫХ НАНОЧАСТИЦ 
ПРИ СПОНТАННОЙ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ И ПРИ 
РАССЕЯНИИ МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО СВЕТА 

В.А. Морозов 

Институт органической химии им. Н.Д. Зелинского 
Российской академии наук, Москва

morozov@mail.ioc.ac.ru  

Поступила 08.10.2017

На основе использования решений уравнения Шредингера для составной системы из трехуровневой мо-
дели наночастицы и взаимодействующего с ней квантованного поля излучения получены выражения, в 
аналитическом виде описывающие биения заселенности состояний частицы при спонтанном излучении. 
Рассмотрены случаи начального возбуждения наночастицы в радиационное состояние и начального воз-
буждения в нерадиационное состояние, связанное динамическим взаимодействием с радиационным со-
стоянием. Проведено также моделирование динамики заселенности состояний такой частицы при рассе-
янии длительного импульса монохроматического резонансного облучения. Установлено, что полученные 
выражения для динамики заселенности всех состояний частицы при спонтанном излучении являются 
точными решениями соответствующей системы оптических уравнений Блоха. Результаты моделирования 
динамики заселенности состояний частицы при рассеянии согласуются с результатами соответствующего 
моделирования на основе уравнений Блоха для заселенности радиационного состояния, но существенно 
различаются для заселенности нерадиационного и основного состояний частицы на начальном этапе рас-
сеяния импульса облучения. Дано объяснение происхождения такого сходства и различия.
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мых переходов между ними
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чально возбужденной в радиационное состояние
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 Рис. 3. Пример вида биений заселенности состояний при спонтанном излучении частицы, первона-
чально возбужденной в нерадиационное состояние
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 Рис. 4. Сравнение вида биений заселенности состояний частицы с w = 5 при рассеянии монохрома-

тического света по результатам моделирования двумя методами. 
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тического света по результатам моделирования двумя методами
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Through the use of solutions of the Schrödinger equation for a composite system of a three-level model of 
nanoparticles and associated quantized radiation fi eld the expressions are derived which in an analytical form 
describe the beating of the particle states population at spontaneous emission for the case of initial excitation of 
the nanoparticles in its radiation state and at excitation in it non-radiative state associated dynamic interaction 
with a radiation state. The simulation is performed also of the dynamics of the state population of such a particle 
at the scattering long pulse of monochromatic radiation. It is established that the obtained expressions for the 
dynamics of the populations of all the states of the particles during spontaneous radiation are exact solutions 
of the corresponding system of optical Bloch equations. The simulation results of the particle states population 
dynamics at scattering are consistent with the results of the simulation based on the Bloch equations for the 
population of the radiative states, but differ substantially for the population of dark and ground particle states 
in the initial stage of scattering of the pulse irradiation. This explanation of the origin of such similarities and 
differences.
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Представлены результаты численного моделирования процессов взаимодействия топологических вих-
рей (солитонов) с доменными границами нееловского и блоховского типов в (2+1)-мерной анизотропной 
О(3) нелинейной сигма-модели. Исследованы свойства поэтапного распада топологических вихрей при 
взаимодействии с блоховскими доменными границами на локализованные возмущения, обладающие по-
ловинными значениями топологического заряда и движущиеся вдоль плоскости доменных границ. Полу-
чены модели трехсолитонных взаимодействий типа кинк-вихрь-антикинк, где наблюдается поэтапный 
распад топологического вихря, сопровождающийся аннигиляцией доменных границ.
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The results of numerical simulation of the interaction of topological vortices (solitons)with domain walls of the 
Neel and Bloch types in the (2+1)-dimensional anisotropic O(3)nonlinear  sigma model are presented. The prop-
erties  of  the  phased decay of topologicalvortices at interacting with Bloch-type domain walls onto localized 
perturbations possessinghalf  values  of topological  charges  and moving along  the plane of  the  domain  walls  
areinvestigated.   Models   of   three-soliton   interactions   of   the   kink-vortex-antikink   type   areobtained,  
where  a phased  decay of  a  topological vortex accompanied by annihilation  ofdomain walls is observed.
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The scale of physical parameters determining the Penning planar trap with rectangular annular electrode is ana-
lyzed and a unifi ed relation between these parameters is obtained. This relation leads to the resonance oscillator 
in the leading part of the Hamiltonian for the electron in the trap. In the regime of basic hyperbolic resonance, 
an explicit formula is obtained for the averaged anharmonic part of the Hamiltonian in terms of generators of 
the non-Lie algebra of symmetries which is generated by the anharmonic part of the Hamiltonian.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ТЕХНОЛОГИИ 
НА РУБЕЖЕ НАНОРЕВОЛЮЦИИ  

М.В. Карасев*  

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
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В статье речь идет о связях математической науки с другими областями человеческой деятельности, о 
том, что под влиянием квантовой физики и технических задач в наше время рождается новая область – 
квантовая математика.

УДК 00, 50, 51

* Данная статья впервые была напечатана в журнале «Вестник Российской академии наук», 2006, 
том 76, №1, стр. 44-47. Здесь мы воспроизводим ее текст с исходного авторского файла.
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MATHEMATICAL TECHNOLOGIES AT FRONTIER 
OF NANOREVOLUTION

M.V. Karasev

National Research University “Higher School of Economics”

mkarasev@hse.edu.ru  

The paper contains a discussion about relationship of the mathematical science with other areas of mankind 
activities, and declares that the new fi eld - quanum mathematics - is arising under the infl uence of quantum 
physics and technique problems.
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Информация и правила для авторов   

Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:
НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -
трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель
из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -
ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -
же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим
проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -
лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -
ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние
по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -
де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -
ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть
крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных
на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во
Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это
увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -
ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -
те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -
лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные
со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -
ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -
т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -
ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как
правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -
ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны
ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -
лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -
ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей
на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.
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По ря док пред став ле ния ста тей
l В ре дак цию из на чаль но пред став ля ют ся:

ll файл статьи, файлы с иллюстрациями;
ll со про во ди тель ное пись мо, мож но в элек трон ной фор ме, со дер жа щее све де ния об

объ еме ста тьи и обо всех ав то рах (фа ми лии, име на, от че с т ва, пол ные на зва ния
мест ра бо ты, поч то вый ад рес с ин дек сом, но мер кон такт но го те ле фо на с ко дом
го ро да, элек трон ный ад рес ав то ра, от вет ствен но го за пе ре пи с ку с ре дак ци ей);
пред поч ти тель но, что бы это пись мо бы ло вы пол не но на блан ке уч реж де ния, в ко -
то ром ра бо та ет кто-то из ав то ров, бы ло за ве рен ное пе ча тью и со дер жа ло ут вер -
жде ние о воз мож но с ти от кры то го опуб ли ко ва ния ста тьи;

ll файл с пе ре во дом на ан г лий ский язык на зва ния ста тьи, фа ми лий и ини ци а лов ав -
то ров, аннотации, ключевых слов.

l Ав тор ские фай лы мо гут быть при сла ны на элек трон ный ад рес: papers@nano-journal.ru;
(резервный адрес в случаях затруднений с пересылкой: nano@miem.edu.ru) или пе ре -
да ны в ре дак цию на лю бом элек трон ном но си те ле. Ав то ры по лу ча ют из ре дак ции
под твер жде ние о по лу че нии их ма те ри а лов. 

l Те ле фон (факс) ре дак ции: +7 (495) 916-8876. Ад рес ре дак ции: Мос к ва 109028,
Б. Трех свя ти тель ский пер., 3/12, Мо с ков ский ин сти тут элек тро ни ки и ма те ма ти ки
(МИ ЭМ), комн. 449.

Об щие тре бо ва ния к пред став ля е мым фай лам 
l До пу с ка ет ся ис поль зо ва ние тек с то вых ре дак то ров WORD  и  LATEX.

К  рабочим фай лам  долж на быть при ло же на их pdf-ко пия.  В на зва нии фай лов ис поль -
зу ет ся ла тин ский ал фа вит, про бе лы за ме ня ют ся зна ком _. Шап ка ста тьи со дер жит на -
зва ние, ини ци а лы и фа ми лии ав то ров, ме с то ра бо ты, элек трон ный ад рес, крат кую ан -
но та цию, клю че вые сло ва. В ан но та ции не сле ду ет ис поль зо вать фор му лы и ссыл ки на
текст ра бо ты или спи сок ли те ра ту ры; в кон це она долж на со дер жать ин декс УДК 
(к ан г лий ской вер сии ан но та ции мож но до ба вить ин дек сы за ру беж ных ру б ри ка то ров).

l Объ ем крат ких со об ще ний 4-8 стра ниц, ис сле до ва тель ских ста тей, как пра ви ло, до
20 стра ниц, а об зо ров – более 20 стра ниц. Верх няя гра ни ца со гла су ет ся с ред кол ле -
ги ей. При под сче те объ ема нуж но ори ен ти ро вать ся на стра ни цы фор ма та А4, шрифт
12, зна ков в стро ке 80, ин тер ва лов меж ду стро ка ми 1.

l Ав то ры не долж ны зло упо т реб лять со кра ще ни я ми, со став лен ны ми из за глав ных на -
чаль ных букв тер ми нов. Пред поч ти тель ней каж дый раз ис поль зо вать пол ное на име -
но ва ние объ ек та. Воз мож но ис поль зо ва ние толь ко ус то яв ших ся аб бре ви а тур. 

Тре бо ва ния к фай лам Word
l Ре ко мен ду е мый шрифт – Times New Roman. 
l Стро ки в пре де лах аб за ца не долж ны раз де лять ся сим во лом воз вра та ка рет ки (Enter). 
l Нель зя ис поль зо вать ав то ма ти че с кое со зда ние сно сок, ав то ма ти че с кий пе ре нос или

ав то ма ти че с кий за прет пе ре но сов, со зда ние спи с ков, ав то ма ти че с кий от ступ и т.п. 
l Ссыл ки на спи сок ли те ра ту ры да ют ся ци ф ра ми в ква д рат ных скоб ках: [1], [5,6,7], 

[1-9].
l Все без ис клю че ния фор му лы и обоз на че ния раз мер но с ти, да же со сто я щие из од ной

ла тин ской бу к вы, и в тек с те и вы не сен ные в от дель ную стро ку, все г да на би ра ют ся
в фор муль ном ре дак то ре и ни ко г да – в обыч ном тек с то вом ре дак то ре.
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l При со зда нии таб ли цы ре ко мен ду ет ся ис поль зо вать воз мож но с ти Word или MS
Excel. Таб ли цы, на бран ные вруч ную (с по мо щью боль шо го чис ла про бе лов), не при -
ни ма ют ся. 

Тре бо ва ния к ил лю с т ра ци ям 
l Иллюстрации представляются в отдельных файлах, черно-белыми. Они должны

иметь разрешение не менее 600 dpi.
l Фор ма ты фай лов – TIFF, EPS, PSD, JPEG. 

Тре бо ва ния к спи с ку ли те ра ту ры 
l Ф.И.О. ав то ров или ре дак тров вы де ля ют ся кур си вом.  
l Для ста тей при во дит ся на зва ние. На зва ния от де ля ют ся от вы ход ных дан ных зна ком

//. Рас по ло же ние вы ход ных дан ных ука за но на об раз це ни же. Но мер то ма вы де ля ет -
ся жир ным шриф том, но мер вы пу с ка да ет ся в скоб ках. Ука зы ва ют ся но ме ра пер вой
и по след ней стра ниц ста тьи, ли бо уни каль ный но мер ста тьи и ее объ ем. Для книг же -
ла тель но ука зы вать их объ ем. Ес ли из ве ст на ссыл ка на элек трон ный ар хив или сайт,
то ее же ла тель но ука зать. 

Фа ми лия И.О. На зва ние ста тьи // Назв. журн., 2000, 1 (1), 1-6.

Family F.M. and Family F. Title of the paper // Name of the Jornal, 2006, 73, 165313, 9 pp.

Фамилия И.О., Фамилия И.О. На зва ние кни ги // На ука, С.-П., 1999, 176 стр.

Family F.M. Title of the paper // In book: Family F.M. (еt al. eds), Title of the collection,
Publisher, Boston, 2005, 9-24.

Family F.M. (ed.), Title of the collection // Publisher, N.Y., 2005, 324 pp.

Фа ми лия И.О. На зва ние до кла да // До клад на кон фе рен ции «На зва ние кон фе рен ции 

(ме с то и да та про ве де ния)»; ссыл ка на элек трон ный рес урс.
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