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О МЕТОДЕ ВКБ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ: 
ВЕЙЛЕВСКИЙ СИМВОЛ 
И ФАЗОВАЯ ГЕОМЕТРИЯ
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Лаборатория “Математические методы естествознания”, Москва, Россия

evgeniy.bora@gmail.com  

Поступила 11.07.2016

В работе рассматривается задача о построении асимптотик решений разностных (рекуррентных) урав-
нений с медленно меняющимися коэффициентами. Как известно, в этом случае локальная асимптотика 
решений строится по аналогии с ВКБ приближением для линейных дифференциальных уравнений. В 
отличие от непрерывного случая, одним из существенных препятствий для широкого применения дис-
кретного метода ВКБ является отсутствие геометрической интерпретации полученных асимптотических 
формул. В работе показано, что если рассматривать разностное уравнение, как псевдодифференциаль-
ное и ввести соответствующий вейливский гамильтониан, то можно построить простую геометрическую 
интерпретацию локальных асимптотик, точек поворота, правила Бора-Зоммерфельда и других базовых 
элементов квазиклассического приближения.

УДК 517.9  

1 Введение
Широко известно, что существует полное соответствие между методами построения решений для

однородных линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и методами
построения решений для аналогичных разностных уравнений

n∑
k=0

ak ym+k = 0, (1)

где n — порядок уравнения (a0, an �= 0), а m — целочисленная переменная (см., например, обзор в
книгах [1–3]). При построении решений ключевую роль играет характеристический многочлен:

P (λ) =

n∑
k=0

akλ
k. (2)
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для непрерывного случая. Тогда фундаментальная система решений может быть составлена из
решений вида:

ym = eiΦ(m),

где показатель экспоненты Φ(m) в главном определяется из уравнения

eiΦ
′(m) = λk(m)

для одного из корней λk(m) характеристического многочлена (2).
Общие идеи и строгое обоснование дискретного метода ВКБ, насколько нам известно, впер-

вые появились в работе [4] для систем разностных уравнений, когда все корни характеристического
многочлена различны. Затем в [5] была представлена асимптотика фундаментальной системы реше-
ний при наличии простой точки поворота, то есть в случае, когда пара корней характеристического
многочлена вырождается для некоторого фиксированногоm0. Данные результаты в несколько иной
форме были открыты заново в работах [6, 7], см. также [8, 9]. Заметим, что в работе [7] вопрос о
поведении решения вблизи простой точки поворота был исследован значительно полнее, чем в [5]:
так, в [7] была построена равномерная асимптотика фундаментальной системы решений на боль-
шом промежутке, содержащем одну простую точку поворота, а в работе [5] рассматривалась лишь
малая окрестность точки поворота.
Дискретный метод ВКБ успешно применяется в различных областях математики, например,

в задачах построения асимптотики зонного спектра для уравнения Хилла (см. обзор в [10, 11]), в
задачах о построении асимптотик семейств ортогональных полиномов (см. обзор в [7,12,13]), или в
теории узлов [8].
Дискретный метод ВКБ также нашел широкое применение в различных задачах квантовой меха-

ники, см. обзор в [14]. Мы отметим в первую очередь работы П.А. Брауна [14–16] (см. также ссылки
в [14]), в которых дискретный метод ВКБ был развит для эрмитовых трехчленных рекуррентных
соотношений и применялся в различных задачах квантовой механики. Стоит отметить также се-
рию работ А. Гарга (A. Garg) [17–21] по спиновому туннелированию, где возникает необходимость
рассматривать разностные уравнения более высоких порядков.
В работах Брауна теория дискретного метода ВКБ была развита для трехчленного рекуррент-

ного уравнения
a1(m)ym+1 + a0(m)ym + a−1(m)ym−1 = 0, (3)

в предположении, что коэффициенты ai(m) являются действительными и уравнение (3) является
эрмитовым, то есть a1(m) = a−1(m+1). В этом случае уравнение (3) можно интерпретировать как
матричное уравнение с симметричной трехдиагональной бесконечной матрицей (якобиева матрица).
Эрмитовы трехчленные действительные разностные уравнения наиболее часто встречаются в

различных задачах и являются простейшей моделью для применения дискретного метода ВКБ.
В работах Брауна [14, 15] были в явном виде представлены правила согласования ВКБ решений с
разных сторон от простой точки поворота и аналог правила дискретизации энергетических уровней
Бора-Зоммерфельда для уравнения (3).
С другой стороны, в приложениях также часто встречается случай разностных уравнений выс-

шего порядка и уравнений с комплексными коэффициентами ai. Отметим, что даже при рассмотре-
нии простейшего трехчленного уравнения (3) возникают простые точки поворота двух различных
типов и простые выкладки, свойственные непрерывному методу ВКБ, существенно усложняются.
Так, например, правило дискретизации Бора-Зоммерфельда, представленное в [14], имеет четыре
возможных варианта, в зависимости от комбинации типов точек поворота. Как показано в рабо-
те [19], для уравнений высших порядков возникают новые типы простых точек поворота, которые
требуют дополнительного анализа.
Подобное усложнение теории, по сравнению с непрерывном случаем, во многом связано с потерей

простой геометрической интерпретации результатов дискретного метода ВКБ в терминах класси-

Например, в случае, когда все корни λk, k = 1, . . . , n, характеристического многочлена P (λ) раз-
личны, общее решение разностного уравнения имеет простой вид:

ym = C1e
iϕ1m + · · ·+ Cne

iϕnm, eiϕk = λk.

В настоящей работе рассматриваются разностные уравнения вида (1), где коэффициенты не
являются постоянными ak = ak(m), но медленно меняются в зависимости от m. В этом случае для
разностного уравнения можно построить дискретный аналог метода ВКБ, хорошо разработанного
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ческой гамильтоновой механики. Данная проблема также существенно затрудняет качественный
физический анализ полученных результатов (см. обсуждение в [17]). В работах Брауна и Гарга
предлагались различные варианты формально сопоставлять классический Гамильтониан H(x, p) с
соответствующим разностным уравнением, но данные подходы не были развиты.
В данной работе показано, что разностному уравнению можно естественным образом сопоста-

вить классический гамильтониан H(x, p), если рассматривать его как псевдодифференциальное
уравнение и ввести соответствующий вейливский символ. Тогда локальные ВКБ асимптотики ре-
шений разностного уравнения приобретают стандартный ВКБ вид:

c√
v
exp

(
i

�

∫
pdx

)
, (4)

где v = ẋ = ∂H
∂p — классическая скорость. Простую геометрическую интерпретацию приобретают

также точки поворота, правило Бора-Зоммерфельда и другие базовые элементы квазиклассического
приближения.
Во втором разделе данной работы представлены явные формулы для гамильтониана H(x, p)

в случае эрмитового разностного уравнения (см. (9)). Доказано, что в случае отсутствия точек
поворота решения разностного уравнения имеют асимптотику вида (4).
Далее (см. раздел 3) в работе детально рассмотрен случай уравнения второго порядка. Постро-

ены явные формулы для асимптотик решения уравнений (теорема 3.1). Представлена асимптотика
решения в окрестности простой точки поворота и правила согласования ВКБ асимптотик с разных
сторон от точки поворота (см. раздел 4). Представлено правило дискретизации Бора-Зоммерфельда
в инвариантной форме, вне зависимости от типов точек поворота (теорема 5.1).

2 Классический гамильтониан и локальная асимптотика ре-
шений

Существенным условием применимости дискретного метода ВКБ является предположение, что
коэффициенты уравнения (1), хотя и не являются постоянными, но медленно меняются при из-
менении целочисленной переменной m. Тогда можно считать, что в задаче присутствует малый
параметр � > 0 и коэффициенты ak являются функциями “медленной’ переменной x = �m.
Предположим, что ak = ak(x, �) — гладкие функции при x = �m ∈ I и 0 < � < �0, где I

— некоторый фиксированный отрезок действительной оси. Тогда, обозначив ym = y(�m) = y(x),
можно переписать разностное уравнение в виде:

n∑
k=0

ak(x, �)y(x+ �k) = 0. (5)

Уравнение (6) называют �-разностным уравнением [6–8] или уравнением с малым запаздывани-
ем [4].
Мы предполагаем, что y(x) является гладкой функцией непрерывной переменной x, но урав-

нение (5) рассматривается не для любых x ∈ I, а только при x = �m ∈ I, где m — некоторое
целое число. Данное ограничение позволяет говорить о конечной фундаментальной системе реше-
ний уравнения (5).
В дальнейшем, для простоты, мы будем рассматривать задачу только для эрмитового разност-

ного уравнения
n∑

k=−n

ak(x, �)y(x+ �k) = 0, (6)

где условие эрмитовости имеет вид:

ak(x, �) = a−k(x+ �k, �), k = 0, . . . , n. (7)

В этом случае уравнение (6) можно интерпретировать как матричное уравнение с бесконечной
эрмитовой матрицей.
Введя операторы координаты x̂ = x и импульса p̂ = −i� d

dx и учитывая, что

eip̂y(x) = y(x+ �),
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уравнение (6) можно записать в операторном виде:

Ĥy(x) = 0, Ĥ =

n∑
k=−n

ak(x, �)e
ikp̂. (8)

Идея рассмотрения разностных уравнений с точки зрения операторных методов была представлена,
например, в [22].
Несложно видеть, что условие эрмитовости уравнения (7) означает формальную самосопряжен-

ность оператора Ĥ.
Существуют различные способы сопоставления классического гамильтониана H(x, p) оператору

Ĥ, см., например, обзор в [23,24]. Оказывается, что асимптотические формулы дискретного метода
ВКБ приобретают наиболее простой вид, если в качестве классического гамильтониана выбрать
вейлевский символ оператора Ĥ, то есть символ, симметризованный по переменным x и p.

Предложение 2.1.

1. Вейлевский символ оператора Ĥ имеет вид:1

H(x, p) =

n∑
k=−n

ak

(
x− �k

2
, �

)
eikp, (9)

H(x, p) — гладкая функция на цилиндре I × T
1.

2. Условие эрмитовости разностного уравнения (6) приобретает вид:

H(x, p) = H(x, p),

то есть гамильтониан H должен быть действительной функцией.

3. Если коэффициенты ak эрмитового разностного уравнения (6) действительны, то имеет
место симметрия H(x,−p) = H(x, p), и гамильтониан можно записать в виде разложения
по косинусам:

H(x, p) = a0(x, �) + 2a1

(
x− �

2
, �

)
cos(p) + · · ·+ 2an

(
x− �n

2
, �

)
cos(np). (10)

Доказательство. Воспользуемся известным (см. [23, 24]) операторным тождеством, отражающим
связь вейлевского и упорядоченного квантования:

H(
w

x̂,
w

p̂ ) = H

( 2

x̂,

1

p̂+
3

p̂

2

)
,

где номера над операторами означают порядок их действия, а символ w означает вейливскую сим-
метризацию операторов. Тогда для символа (9) получаем:

H(
w

x̂,
w

p̂ ) =

n∑
k=−n

exp

(
ikp̂

2

)
ak

(
x̂− �k

2
, �

)
exp

(
ikp̂

2

)
=

n∑
k=−n

ak (x̂, �) exp (ikp̂) = Ĥ.

Таким образом, вейлевский символ оператора Ĥ — это H(x, p), что и требовалось доказать.
Второй пункт данного предложения является простым следствием того, что оператор Ĥ явля-

ется самосопряженным, а вейлевский символ самосопряженных операторов является действитель-
ным [23].
Третий пункт данного предложения проверяется непосредственно.

Заметим, что гамильтонианH(x, p) является 2π-периодической функцией от импульса p. Фазовое
пространство соответствующей классической гамильтоновой системы является цилиндром I × T

1,
где x и p — координаты Дарбу.

1Здесь и далее опущено явное обозначение зависимости гамильтониана H от малого параметра �.
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не обязательно соответствуют импульсу p = 0, а могут отвечать произвольному, в том числе и
комплексному, импульсу p.
Будем говорить, что x0 — точка поворота, если точка (x0, p0) является решением уравнений (11)

для некоторого p0 ∈ C.
Уравнение

H(x, p) = 0, (12)

определяет импульс p как многозначную комплексную функцию переменной x. В окрестности каж-
дой точки, за исключением точек поворота, уравнение (12) определяет 2n различных гладких ветвей
p1(x), . . . , p2n(x), с точностью до сдвига на 2π. В случае уравнения с действительными коэффици-
ентами (10) всегда можно считать, что pk+n(x) = −pk(x).
В точках поворота возникает пересечение ветвей многозначной функции p(x). Точку поворота

называют простой, если в этой точке не равно нулю ускорение ẍ:

ẍ =
d

dt

∂H

∂p
=

∂2H

∂p2
ṗ+

∂2H

∂x∂p
ẋ = −∂2H

∂p2
∂H

∂x
.

Следовательно, точка поворота (x0, p0) является простой, если H ′′
pp(x0, p0) �= 0 и H ′

x(x0, p0) �= 0.
Тогда в окрестности точки поворота (x0, p0) гамильтониан H имеет вид:

H(x, p) =
H ′′

pp(x0, p0)

2
(p− p0)

2 +H ′
x(x0, p0) (x− x0) + . . . .

В таких точках происходит не более чем попарное пересечение ветвей импульса p.
Заметим, что гамильтониан H(x, p), а следовательно, и ветви функции p(x) зависят от малого

параметра �, для сокращения записи мы опускаем явное указание �. Из условий гладкости следует,
что справедливо асимптотическое разложение по �:

pk(x) = p0k(x) + � p1k(x) + · · · .

Известно, что в случае отсутствия точек поворота асимптотика решений уравнения (6) имеет
ВКБ вид. Общая теорема была доказана в работе [6]. Для полноты изложения приведем форму-
лировку соответствующей теоремы для эрмитового уравнения (6) в обозначениях, применяемых в
настоящей работе.

Теорема 2.1 (O. Costin, R. Costin).
Пусть выполнены условия:

1. Коэффициенты ak(x, �) являются гладкими функциями на I × [0, �0].

2. Уравнение (6) не является сингулярным, то есть

an(x, 0) �= 0, ∀x ∈ I.

3. На отрезке I отсутствуют точки поворота:

inf
x∈I

|p0k(x)− p0l (x)| > 0, ∀k �= l.

4. Ветви функции p(x) можно упорядочить так, что

Im p0σ(1)(x) ≤ Im p0σ(2)(x) ≤ · · · ≤ Im p0σ(2n)(x), ∀x ∈ I,

где σ — некоторая перестановка индексов {1, 2, . . . 2n}.

Подобный нестандартный вид гамильтониана приводит к ряду важных отличий по сравнению с
привычным случаем H = p2/2+V (x). Например, точки поворота, то есть точки, в которых скорость
v = ẋ равна нулю, определяемые из уравнений:

∂H

∂p
(x, p) = 0, H(x, p) = 0, (11)
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Тогда существует �1 ∈ (0, �0] и гладкие функции Φk(x, �) на I × [0, �1] такие, что функции
yk(x, �) вида:

yk(x, �) = exp

(
i

�
Φk(x, �)

)
, k = 1, . . . , 2n, (13)

являются линейно независимыми решениями уравнения (6) для каждого � ∈ (0, �1]. Таким обра-
зом, функции (13) образуют фундаментальную систему решений уравнения (6).

Замечание 1. Условие 2 можно ослабить, считая, что точки поворота отсутствуют не в
главном при � = 0, а хотя бы для некоторого порядка N , то есть

inf
x∈I

|pk(x)− pl(x)| ≥ const �N , ∀l �= m.

Тогда, как показано в работе [6], теорема 2.1 сохраняет силу.

Замечание 2. Отметим ,что в работе [6] не вводилось понятие классического гамильтониа-
на системы H(x, p) и ветвей функции p(x), а теорема была сформулирована в терминах корней
характеристического многочлена.

Явный вид разложения функций Φk(x, �) по степеням � можно найти, подставляя (13) в урав-
нение (6) и приравнивая коэффициенты при равных степенях �. Следовательно, если

Φk(x, �) = Φ0
k(x) + �Φ1

k(x) + · · · , (14)

то в главном получаем уравнение на Φ0
k(x):

dΦ0
k(x)

dx
= p0k(x).

Таким образом, если Im p0k(x) �= 0, то соответствующие решение yk(x) экспоненциально растет или
убывает по модулю.
Условие 4 теоремы 2.1 связано с так называемым эффектом Стокса (см., например, [25, 26]).

Переход через точки, в которых меняется порядок мнимых частей ветвей импульса, но сами вет-
ви не пересекаются, можно интерпретировать как аналог перехода через линию Стокса в теории
комплексного метода ВКБ. В этом случае доминирующие решение с одной стороны от такой точки
может оказаться доминируемым с другой стороны. Как будет показано далее, для уравнений вто-
рого порядка с действительными коэффициентами условие 4 является следствием отсутствия точек
поворота (условие 3) и данный эффект не проявляется.
Оказывается, что наиболее простое асимптотическое разложение (14) приводит к сложным фор-

мулам для амплитудного члена Φ1
k(x). Вопрос о выборе вида асимптотического разложения для

функции (14) и для решения в целом не является столь однозначным. Например, в работе [4] и [6]
предлагались различные способы записи асимптотического разложения для решений yk, основан-
ные на асимптотике корней характеристического многочлена, а в работах [15] и [17] предлагались
асимптотические формулы, основанные на различном эвристическом выборе классического гамиль-
тониана H.
Одним из существенных преимуществ использования вейливского символаH(x, p) состоит в том,

что асимптотика решений разностного уравнения (6) имеет стандартный ВКБ вид.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда для решений yk(x, �) справедливы
асимптотические формулы:

yk(x, �) =
1√
vk(x)

exp

(
i

�

∫ x

x0

pk(x)dx

)
[1 +O(�)], k = 1, . . . , 2n, (15)

где pk(x) = pk(x, �) — гладкая при x ∈ I ветвь импульса, vk(x) = H ′
p(x, pk(x)) �= 0 — классическая

скорость на данной траектории, а x0 — произвольная фиксированная точка из I.

Существенное отличие асимптотики (15) от асимптотик, основанных на корнях характеристиче-
ского многочлена, которые были представлены в работах [4, 6], состоит в возникновении сдвига �k

2
для аргумента коэффициента ak(x, �) в гамильтониане (9). Наличие этих сдвигов приводит к тому,



О методе ВКБ для разностных уравнений: вейлевский символ и фазовая геометрия 11

что даже если коэффициенты уравнения ak не зависели явно от параметра �, то гамильтаниан (9)
все равно будет явно зависеть от �, а следовательно, и импульс p в формуле (15). Таким образом,
зависимость от � возникает уже в главном члене разложения фазы Φk, что принципиально отличает
асимптотику ВКБ вида (15) от простого разложения фазы Φk по степеням �.
В работах [14, 15] было замечено, что полуцелый сдвиг в аргументе коэффициентов разност-

ного уравнения приводит к упрощению асимптотических формул для решений, но происхождение
данного эффекта не было выявлено.

3 Асимптотика решений уравнения второго порядка
Рассмотрим подробнее спектральную задачу для эрмитового уравнения второго порядка с дей-

ствительными коэффициентами. Записывая рекуррентное соотношение в виде �-разностного урав-
нения, получаем:

a(x+ �, �)y(x+ �) + u(x, �)y(x) + a(x, �)y(x) = Ey(x), (16)

где a(x, �) и u(x, �) — гладкие действительные функции, x = �m ∈ I — медленная переменная, а E
— спектральный параметр (энергия).
Мы предполагаем, что уравнение (16) не является сингулярным, то есть

a(x, 0) �= 0, ∀x ∈ I.

В конкретных задачах уравнение (16) дополняется либо краевыми условиями на границах в
случае конечного интервала I, либо условиями ограниченности решений y(x) для неограниченного
интервала I.
Как следует из предложения 2.1, гамильтониан уравнения (16) имеет вид:

H(x, p) = u(x, �) + 2a

(
x+

�

2
, �

)
cos(p). (17)

Действительно, a1(x− �/2, �) = a(x+ �− �/2, �) = a(x+ �/2, �).
Тогда уравнение H(x, p) = E принимает вид:

u(x, �) + 2a

(
x+

�

2
, �

)
cos(p) = E. (18)

Данное уравнение определяет две ветви импульса p1,2 = ±p(x) как неявно заданные функции. Из
условий эрмитовости также следует, что для каждого решения p(x) уравнения (18) комплексно
сопряженная функция p(x) также является решением.
Найдем явный вид зависимости импульса от координаты. Для этого перепишем уравнение (18),

определив вспомогательную функцию b(x, �):

cos(p) = b(x, �), b(x, �) =
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)
.

Возможны три различных случая:

I Классически допустимая зона, где импульс p принимает действительные значения. Возникает
при условии

|b(x, �)| < 1.

Тогда

p(x) = arccos(b(x, �)) = arccos

(
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)

)
.

II Классически запрещенная зона, где импульс p принимает чисто мнимые значения. Возникает
при условии

b(x, �) > 1.

Тогда

p(x) = i arcch(b(x, �)) = i arcch

(
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)

)
,
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где arcch(b) = ln
(
b+

√
b2 − 1

)
> 0.

III Классически запрещенная зона, где импульс p принимает комплексные значения и действи-
тельная часть p равна π. Возникает при условии

b(x, �) < −1.

Тогда

p(x) = π + i arcch(−b(x, �)) = π + i arcch

(
u(x, �)− E

2a (x+ �/2, �)

)
.

Наличие данного решения не противоречит условиям эрмитовости, поскольку сопряженное
решение p(x) отличается от второй ветви p2 = −p(x) на 2π, а мы отождествляем соответству-
ющие точки.

Таким образом, область I изменения координаты x разбивается на зоны трех типов. Подобная
классификация впервые была рассмотрена в работе [15]. Будем называть соответствующие зоны —
зонами I, II и III типа.
Точки поворота определяются из уравнения

v =
∂H

∂p
= −2a (x+ �/2, �) sin p = 0.

Следовательно, точки поворота соответствуют значениям импульса p = 0 или p = π. Подставляя в
уравнение (18) импульс p = 0 и p = π, получаем уравнение на координаты точек поворота:

V±(x) = u(x, �)± 2a

(
x+

�

2
, �

)
= E,

где V+ и V− отвечают p = 0 и p = π соответственно. Функции V± называют потенциальными
кривыми уравнения (16) (см. [15]). В терминах функции b(x, �), получаем, что точки поворота
отвечают решениям уравнения

b(x, �) = ±1,

где знак “+” соответствует p = 0, а знак “−” соответствует p = π.
Нарисовав графики функций V± на плоскости (x,E), можно видеть, как изменяется положение

точек поворота в зависимости от спектрального параметра E. Во многом анализ данной картины
напоминает рассмотрение графика потенциала V (x) для гамильтониана p2/2 + V (x), который так-
же можно интерпретировать, как кривую зависимости точек поворота от энергии E. Так например,
точка поворота с p = 0 или p = π является простой, если в этой точке не равна нулю производ-
ная V ′+ �= 0 или соответственно V ′− �= 0. Действительно, величина ускорения ẍ в точках поворота
имеет вид:

ẍ = −∂2H

∂p2
∂H

∂x
= ±2a(x+ �/2, �)V ′±(x).

Простые точки поворота, отвечающие p = 0, то есть решения уравнения V+ = E или b(x, �) = 1,
отделяют классически разрешенную зону I и классически запрещенную зону II, в которой дей-
ствительная часть импульса равна нулю. Аналогично, простые точки поворота, отвечающие p = π,
отделяют классически разрешенную зону I и классически запрещенную зону III, в которой Re p = π.
Классически запрещенные зоны II и III не имеют общих границ, если в задаче присутствуют только
простые точки поворота.
Заметим, что в каждой из трех зон выполнены все условия теоремы 2.1, в том числе автомати-

чески выполняется условие 4, поскольку мнимые части импульсов либо равны нулю, либо имеют
разные знаки.
Простым следствием представленного анализа и общей теоремы 2.2 является следующая теоре-

ма.

Теорема 3.1.
Пусть разностное уравнение (16) с действительными гладкими коэффициентами не является

сингулярным:
a(x, 0) �= 0.
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Тогда на любом отрезке, не содержащем точек поворота (|b(x, 0)| �= 1) существует фундамен-
тальная система решений y1(x), y2(x) уравнения (16) такая, что справедливы асимптотические
формулы:

y1,2(x) =
1√
v(x)

exp

(
± i

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
[1 +O(�)], (19)

где x0 и x = �m принадлежат рассматриваемому отрезку.

Явный вид зависимости скорости v от координаты x с точностью O(�) имеет вид:

v =
√
4a2(x, 0)− (E − u(x, 0))2 +O(�) =

√
D(x) +O(�),

где величина D(x) = 4a2(x, 0) − (E − u(x, 0))2 положительна в классически допустимой области и
отрицательна в запрещенных областях.
В зависимости от рассматриваемой зоны, явные формулы для асимптотики фундаментальной

системы решений примут вид:

I В классически допустимой зоне I (|b| < 1) существуют решения с асимптотикой:

y1(x) =
1

(D(x))1/4
cos

(
1

�

∫ x

x0

arccos

(
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)

)
dx

)
+O(�),

y2(x) =
1

(D(x))1/4
sin

(
1

�

∫ x

x0

arccos

(
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)

)
dx

)
+O(�).

В данной области решения разностного уравнения быстро осциллируют.

II В классически запрещенной зоне II (b > 1) существуют решения с асимптотикой:

y1,2(x) =
1 +O(�)

(−D(x))1/4
exp

(
±1

�

∫ x

x0

arcch

(
E − u(x, �)

2a (x+ �/2, �)

)
dx

)
.

В данной области решения разностного уравнения экспоненциально растут или убывают.

III В классически запрещенной зоне III (b < −1) существуют решения с асимптотикой:

y1,2(x) =
(−1)m +O(�)

(−D(x))1/4
exp

(
±1

�

∫ x

x0

arcch

(
u(x, �)− E

2a (x+ �/2, �)

)
dx

)
,

где x = �m. В данной области решения разностного уравнения быстро осциилируют как (−1)m

и экспоненциально растут или убывают по модулю.

4 Асимптотика вблизи точек поворота и правила согласова-
ния решений

Теоремы предыдущих разделов дают представление о локальной асимптотике решений раз-
ностного уравнения на отрезке, не содержащем точек поворота. Следующим базовым шагом ВКБ
приближения является построение асимптотики решений в окрестности простой точки поворота
и построение правил согласования ВКБ асимптотик с разных сторон от простой точки поворота.
Данный результат позволяет строить глобальные асимптотики решений в задачах с несколькими
простыми точками поворота.
Строгие результаты об асимптотике фундаментальной системы решений на отрезке, содержащем

одну простую точку поворота были представлены в работах [5–7, 27]. Для наших целей наиболее
удобной является формулировка, представленная в работе [6]. Приведем соответствующую теорему
в обозначениях, применяемых в настоящей работе.

Теорема 4.1 (O. Costin, R. Costin).
Рассмотрим уравнение (16) при x ∈ I, предполагая, что на отрезке I присутствует един-

ственная простая точка поворота x0 = x0(�) ∈ I. Предположим, что
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b(x0(�), �) = 1,
∂b

∂x

∣∣∣
x=x0

> 0.

Зафиксируем два числа α и β так, что 1/2 < α < β < 2/3. Тогда:

1. Для |x− x0| > �
β уравнение (16) имеет по два линейно независимых решения ВКБ вида (19)

с каждой стороны от точки x0.

2. Для |x− x0| < �
α уравнение (16) имеет два линейно независимых решения вида

y±(x) = exp
{
Φ±(�−2/3(x− x0), �

1/3)
}
,

где Φ± — гладкие функции, exp(Φ±(z, 0)) = Ai(Θz) ± Bi(Θz), Ai и Bi — это функции Эй-
ри [26]. Константа Θ и следующие члены разложения функции Φ± могут быть найдены при
подстановке асимптотики решений в исходное уравнение.

Кроме того, у уравнения (16) существует частное решение y0 вида:

y0(x) = Ai(Θ�
−2/3(x− x0))

[
1 +O(�1/3)

]
, (20)

при |x− x0| < �
α.

Теорема 4.1 показывает, что ВКБ решения вида (19) применимы достаточно близко к простым
точкам поворота, вплоть до �

β окрестности точки поворота x0, а в малой окрестности порядка
�
α решения приближаются функциями Эйри, как и в непрерывном случае. Оба асимптотических
представления решений справедливы при �

β < |x − x0| < �
α, что позволяет согласовать ВКБ

асимптотики решений с разных сторон от точки поворота.
Заметим, что в теореме 4.1 рассмотрен только случай точек поворота с p = 0, когда слева от

точки x0 расположена классически допустимая зона I, а справа — классически запрещенная зона II.
Основываясь на теореме 4.1, можно получить следующие правила согласования ВКБ асимптотик.

Предложение 4.1.
Пусть выполнены все условия теоремы 4.1. Тогда, если решение y(x) уравнения (16) имеет в

классически запрещенной зоне (x > x0) асимптотику вида

y(x) =
1√|v| exp

(
−1

�

∫ x

x0

|p|dx
)
[1 +O(�)], (21)

то в классически разрешенной зоне (x < x0) решение имеет вид:

y(x) =
2√
v
cos

(
1

�

∫ x0

x

pdx− π

4

)
+O(�). (22)

Важно отметить, что обратное утверждение неверно, то есть, если решение в классически до-
пустимой зоне имеет вид (22), то вообще говоря, оно не обязательно экспоненциально убывает в
классически запрещенной зоне. В действительности, подобное решение будет экспоненциально рас-
ти в классически запрещенной зоне с амплитудой порядка O(�). Таким образом, правила перехода
принципиально применимы только в одну сторону.
Аналогичное правило согласования решений для случая, когда классически запрещенная зона

находится слева от точки поворота x0, получается при замене x на −x. Тогда экспоненциально
убывающие решение в классически запрещенной зоне

y(x) =
1√|v| exp

(
−1

�

∫ x0

x

|p|dx
)
[1 +O(�)],

переходит в

y(x) =
2√
v
cos

(
1

�

∫ x

x0

pdx− π

4

)
+O(�),

в классически разрешенной зоне.
Правила перехода (21)–(22) полностью совпадают с правилами перехода в непрерывном методе

ВКБ для уравненияШредингера (см., например, [28]). Различия возникают при рассмотрении точек
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поворота, в которых p = π. Данный случай можно свести к исходному сдвигом по импульсам на π,
то есть умножением волновой функции y(x) на плоскую волну eiπx/�.

Предложение 4.2.
Пусть y(x) решение уравнения (16) с простой точкой поворота x0:

b(x0(�), �) = −1,
∂b

∂x

∣∣∣
x=x0

< 0

и y(x) экспоненциально убывает вглубь классически запрещенной зоны (x > x0):

y(x) =
(−1)m√|v| exp

(
−1

�

∫ x

x0

arcch(−b(x, �))dx

)
[1 +O(�)],

где x = �m.
Тогда в классически разрешенной зоне (x < x0) решение имеет вид:

y(x) =
2√
v
cos

(
1

�

∫ x0

x

arccos(b(x, �)) dx− π

�
x0 +

π

4

)
+O(�). (23)

Доказательство. Пусть ỹ(x) = eiπx/�y(x). Тогда ỹ удовлетворяет уравнению

−a(x+ �, �)ỹ(x+ �) + u(x, �)y(x)− a(x, �)ỹ(x) = Eỹ(x),

то есть уравнению аналогичного вида с гамильтонианом, сдвинутым на π по импульсам:

H̃(x, p) = u(x, �)− 2a(x+ �/2, �) cos(p) = H(x, π − p).

Следовательно, если x0 — точка поворота H с импульсом p = π, то x0 — точка поворота гамильто-
ниана H̃ с импульсом p = 0.
Функция ỹ(x) = eiπx/�y(x) в классически запрещенной зоне имеет вид:

ỹ(x) =
1√|v| exp

(
−1

�

∫ x

x0

arcch(b̃(x, �))dx

)
[1 +O(�)],

где b̃(x, �) = −b(x, �).
Применяя предложение 4.1, получаем, что слева от точки x0 в классически разрешенной зоне

решение ỹ имеет вид:

ỹ(x) =
2√
v
cos

(
1

�

∫ x0

x

arccos(b̃(x, �)) dx− π

4

)
+O(�).

Сделав обратную замену, получаем:

y(x) =
2(−1)m√

v
cos

(
1

�

∫ x0

x

arccos(−b(x, �)) dx− π

4

)
+O(�) =

=
2(−1)m√

v
cos

(
1

�

∫ x0

x

(π − arccos(b(x, �))) dx− π

4

)
+O(�) =

=
2(−1)m√

v
cos

(
1

�

∫ x0

x

arccos(b(x, �)) dx− π

�
(x0 − x) +

π

4

)
+O(�) =

=
2√
v
cos

(
1

�

∫ x0

x

arccos(b(x, �)) dx− π

�
x0 +

π

4

)
+O(�).

Что и требовалось доказать.

В случае, когда классически допустимая зона расположена справа от классически запрещенной
зоны III, решение, экспоненциально убывающее в классически запрещенной зоне (x < x0):

y(x) =
(−1)m√|v| exp

(
−1

�

∫ x0

x

pdx

)
[1 +O(�)],
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в классически допустимой зоне (x > x0) будет иметь вид:

y(x) =
2√
v
cos

(
1

�

∫ x

x0

pdx+
π

�
x0 +

π

4

)
+O(�). (24)

Таким образом, в правилах согласования решения в простых точках поворота с импульсом p = π
возникает необычный сдвиг в фазе косинуса, не возникающий в задачах непрерывного метода ВКБ.

5 Правило дискретизации Бора-Зоммерфельда
Рассмотрим задачу об определении асимптотики решения, локализованного в классические до-

пустимой области между двумя простыми точками поворота x1 < x2, и экспоненциально убывающее
вглубь классически запрещенных областей.
Возможны 4 случая, в зависимости от значений импульса p в точках поворота x1 и x2:

1. Классически запрещенные области относятся ко II типу:

p(x1) = 0, p(x2) = 0.

2. Классически запрещенные области относятся к III типу:

p(x1) = π, p(x2) = π.

3. Смешанный случай:
p(x1) = 0, p(x2) = π.

4. Смешанный случай:
p(x1) = π, p(x2) = 0.

Во всех случаях, применяя правила перехода, получаем, что решение y1(x), экспоненциально убы-
вающие вглубь классически запрещенной зоны x < x1, имеет вид:

y(x) =
2C1

(−D)1/4
cos

(
1

�

∫ x

x1

arccos(b(x, �))dx+ φ1

)
+O(�),

а решение y(x), экспоненциально убывающее вглубь классически запрещенной зоны x > x2, имеет
вид:

y2(x) =
2C2

(−D)1/4
cos

(
1

�

∫ x2

x

arccos(b(x, �))dx+ φ2

)
+O(�),

где смещения фазы φs
i для случая s = 1, 2, 3, 4 имеют вид:

φ1
1 = −π/4, φ1

2 = −π/4,

φ2
1 = π/4 + x1/�, φ2

2,= π/4− x2/�,

φ3
1 = −π/4, φ3

2 = π/4− x2/�,

φ4
1 = π/4 + x1/�, φ4

2,= −π/4.

Сопоставляя два вида представления решения, получаем, что:

1

�

∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = πn− φs
1 − φs

2 +O(�),

где n — целое число.
Таким образом, для различных комбинаций типов точек поворота получаем следующие правила

дискретизации энергетических уровней.

1. Если p(x1) = 0, p(x2) = 0, то
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∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = �π

(
n+

1

2

)
+O(�2).

2. Если p(x1) = π, p(x2) = π, то
∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = �π

(
n+

1

2
+

x2 − x1

�

)
+O(�2).

3. Если p(x1) = 0, p(x2) = π, то
∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = �π
(
n+

x2

�

)
+O(�2).

4. Если p(x1) = π, p(x2) = 0, то
∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = �π
(
n− x1

�

)
+O(�2).

Введение гамильтониана H и соответствующей классической механической системы позволяет
записать правило дискретизации энергетических уровней Бора-Зоммерфелда в простой форме.
Заметим, что классически допустимая зона, ограниченная двумя простыми точками поворота,

является проекцией на ось координат x траектории периодического движения классической гамиль-
тоновой системы с гамильтонианом H(x, p) на цилиндре. Траектории, у которых значения импульса
в точках поворота x1 и x2 не совпадают, охватывают цилиндр фазового пространства, а траекто-
рии, у которых значения импульсов совпадают, могут быть стянуты в точку. Сопоставим каждому
значению энергии E соответствующую траекторию периодического движения γ = γ(E).

Теорема 5.1. Правило дискретизации энергетических уровней на траекториях периодического
движения с гамильтонианом H может быть записано в стандартном виде, не зависящем от
типов точек поворота:

1

2π

∮
γ

xdp = �(n+ σ) +O(�2), (25)

где индекс σ = 0, если траектория γ охватывает цилиндр, и σ = 1/2 в противном случае.

Доказательство. В случае, когда p(x1) = p(x2) = 0, теорема очевидна. Разберем случай p(x1) =
p(x2) = π. Тогда ∫ x2

x1

arccos(b(x, �))dx = �π

(
n+

1

2
+

x2 − x1

�

)
+O(�2).

Если одна ветвь импульса p(x) = arccos(b(x, �)), то вторая ветвь импульса, которая непрерывно
соединяется с первой в точках поворота имеет вид 2π − p(x). Следовательно,

1

2π

∮
γ

pdx =
1

2π

∫ x2

x1

p(x)dx− 1

2π

∫ x2

x1

(2π − p(x))dx =
1

π

∫ x2

x1

p(x)dx− (x2 − x1) = �(n+ 1/2) +O(�2).

Аналогично разбираются и оставшиеся случаи.

Данное правило квантования полностью согласуется с результатами, которые могут быть по-
лучены общими методами канонического оператора [29]. Применение дискретного метода ВКБ
позволяет получить не только асимптотику спектра трехчленного рекуррентного уравнения, но
и асимптотику соответствующих собственных функций.
Можно показать, что правило дискретизации энергетических уровней (25) носит универсаль-

ный характер для систем, заданных на цилиндре. Подобной задачей является, например, задача
об уравнении Шредингера для квантовой частицы, движущейся по окружности (см., например,
в [11]). Представленное правило дискретезации (25) также без изменений переносится на случай
разностных эрмитовых уравнений высших порядков.
Заметим, что интеграл в формуле (25) берется от дифференциальной формы xdp. Для тра-

екторий, охватывающих цилиндр, замена на интеграл от pdx не является корректной, поскольку
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координата p не определена глобально на цилиндре. В случае траекторий, не охватывающих ци-
линдр, правило дискретизации (25) может быть переписано как правило дискретизации фазовой
площади:

1

2π

∫
Σ

dp ∧ dx = �(n+ 1/2) +O(�2),

где Σ — область фазового пространства, ограниченная траекторией γ.
Если в исходной задаче переменная x, принимающая дискретные значения, определена не на

целочисленной сетке значений, кратных �, т.е. x = �m, а принимает значения вида x = κ+ �m, где
κ ∈ (0, �), а m — целые числа, то величина κ должна быть учтена в правиле дискретизации для
траекторий, охватывающих цилиндр:

1

2π

∫
γ

xdp = �n+ κ +O(�2).

Данное правило получается простым сдвигом по переменной x. Заметим, что это правило является
точным, если в качестве гамильтониана H(x, p) на цилиндре рассмотреть саму координату x.
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physics, Birkhäuser Basel, 2004,101–138.

[8] Garoufalidis S. and Geronimo J. S. Asymptotics of q-difference equations // In book: T. Kohno
(et al. eds), Primes and knots, volume 416 of Contemporary mathematics, American Mathematical
Soc., 2006, 83–114.

[9] Geronimo J. S. and Smith D. T. WKB (Liouville-Green) analysis of second order difference
equations and applications // J. Approx. Theory, 1992, 69 (3), 269–301.

[10] Выборный Е. В. Расщепление энергий при динамическом туннелировании // ТМФ, 2014, 181
(2), 337–348.

[11] Выборный Е. В. Координатное и импульсное туннелирование в одномерных квантовых систе-
мах с дискретным спектром // Нанострыуктуры. Математическая физика и моделирование,
2015, 12 (1), 5–84.



О методе ВКБ для разностных уравнений: вейлевский символ и фазовая геометрия 19

[12] Wong R. Asymptotics of linear recurrences // Analysis and Applications, 2014, 12 (4), 463–484.

[13] Aptekarev A., Geronimo J. S. and Van Assche W. Varying weights for orthogonal polynomials with
monotonically varying recurrence coefficients // J. Approx. Theory, 2008, 150 (2), 214–238.

[14] Braun P. Discrete semiclassical methods in the theory of rydberg atoms in external fields // Rev.
Modern Phys., 1993, 65 (1), 115–161.

[15] Браун П. А. Метод ВКБ для трехчленных рекуррентных соотношений и квазиэнергии ангар-
монического осциллятора // ТМФ, 1978, 37 (3), 355–370.

[16] Браун П. А. К теории квадратичного эффекта Зеемана для высоковозбужденных состояний
атома водорода // ЖЭТФ, 1983, 84 (3–4), 850–864.

[17] Garg A. Application of the discrete Wentzel–Kramers–Brillouin method to spin tunneling // J.
Math. Phys., 1998, 39 (10), 5166–5179.

[18] Garg A. Oscillatory tunnel splittings in spin systems: a discrete wentzel-kramers-brillouin approach
// Phys. Rev. Lett., 1999, 83 (21), 4385–4388.

[19] Garg A. Discrete phase integral method for five-term recursion relations // arXiv preprint math-
ph/0003005, 2000.

[20] Garg A. Quenched spin tunneling and diabolical points in magnetic molecules. I. Symmetric
configurations // Phys. Rev. B, 2001, 64 (9), 094413.

[21] Garg A. Quenched spin tunneling and diabolical points in magnetic molecules. II. Asymmetric
configurations // Phys. Rev. B, 2001, 64 (9), 094414.

[22] Маслов В. П. Операторные методы // Наука, М., 1973.

[23] Березин Ф. А., Шубин М. А. Уравнение Шредингера // Изд-во моск. ун-та, 1983, 392 с.

[24] Карасев М. В., Маслов В. П. Нелинейные скобки Пуассона. Геометрия и квантование // Наука,
М., 1991.

[25] Федорюк М. В. Асимптотические методы для линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений // Наука, М., 1983.

[26] Olver F. W. Asymptotics and special functions // Academic press, 2014.

[27] Geronimo J. S. WKB and turning point theory for second order difference equations: external fields
and strong asymptotics for orthogonal polynomials // arXiv preprint arXiv:0905.1684, 2009.

[28] Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая механика // Гос. из-во РСФСР, Ленинград, 1948.

[29] Маслов В. П., Федорюк М. В. Квазиклассическое приближение для уравнений квантовой
механики // Наука, М., 1976.



20 Е.В. Выборный

ON THE WKB METHOD FOR DIFFERENCE 
EQUATIONS: WEYL SYMBOL AND

THE PHASE GEOMETRY

E.V. Vybornyi

National Research University “Higher School of Economics”

evgeniy.bora@gmail.com 

Received 11.07.2016

We study the asymptotics of solutions of linear difference equations (recurrence relations) with slowly varying 
coeffi cients. It is known that the local asymptotic behavior of solutions can be obtained similarly to the WKB 
approximation for linear differential equations. In contrast to the continuous case, one of the major obstacles to 
the widespread use of discrete WKB method is the lack of a geometric interpretation of the obtained asymptotic 
formulas. We show that it is possible to build a simple geometric interpretation of discrete WKB method if one 
consider the difference equation as pseudo-differential with corresponding Weyl symbol (Hamiltonian). We ob-
tain such a geometric interpretation for local asymptotics, turning points, the Bohr-Sommerfeld rule and other 
basic elements of the semiclassical approximation.
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В данной работе было проведено моделирование первичного преобразователя скорости потока газа 
мембранного типа на основе калориметрического принципа работы. Представлены две методики опре-
деления механических напряжений: с помощью профилометра по изгибу пластины и методом комби-
национного рассеяния света по сдвигу частоты Рамана. Выполнена оптимизация технологического 
маршрута формирования мембраны для тепловых датчиков с целью минимизации механических на-
пряжений внутри мембраны. Проведен сравнительный анализ численного моделирования зависимости 
разности температур терморезисторов при горизонтальном расположении чувствительного элемента с 
экспериментом. Рассмотрено несколько вариантов конструкции сенсора. Получен результат численного 
моделирования различных вариантов конструкции датчика. Проведен поиск оптимального положения 
датчика в трубе измеряемого газового потока для достижения максимальной чувствительности. Показа-
но влияние рабочей среды на работу сенсора. Результаты проведенных исследований позволяют найти 
оптимальную конфигурацию  теплового сенсора и его наилучшее расположение в потоке.

УДК 681.121.832
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. 9.          
     

 

. 10.            
     

 

Скорость 

потока, м/c

Температура резистора, K

Воздух Азот Кислород Метан Аргон

0 408,3612 412,9586 406,2631 383,4463 443,1589

3 388,5206 391,783 386,6931 368,4721 417,4773

Таблица 1. Зависимость температуры терморезистора от среды
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MATHEMATICAL MODELING AND STUDY 
OF OPERATION CONDITIONS OF MEMBRANE 

TYPE FLOW SENSOR
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In this work it was the primary device is simulated gas fl ow rate through  membrane type calorimetric principle 
of operation. We present two methods for determining  mechanical stress: using profi ler for bending plates and 
method of Raman scattering of light by the Raman shift frequency. The optimization of the process fl ow of 
forming a membrane for thermal sensors in order to minimize mechanical stresses within membrane. A com-
parative analysis of numerical simulation based thermistor temperature difference in horizontal arrangement of 
the sensor element with experiment. Considered include sensor structure. We get results of numerical modeling 
of different variants of the sensor. A search for optimal position of the sensor in pipe to fl ow gas to be measured 
in order to achieve maximum sensitivity. The infl uence of the working environment on the sensor performance. 
The results allow us to fi nd the optimal confi guration for the moment and location of  thermal sensor.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ 
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НОРМ НА ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ И ЧАСТОТНЫЕ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛАНАРНОГО 
АВТОЭМИССИОННОГО ТРИОДА С ЛЕЗВИЙНЫМ 

ПОЛЕВЫМ ЭМИТТЕРОМ

Н.А. Дюжев, М.А. Махиборода, Т.А. Грязнева, Е.А. Агарков, 
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В настоящее время наблюдается стремительное возрождение вакуумной электроники, что связано с про-
грессом в разработке триодных полупроводниковых устройств с наноразмерным вакуумным каналом, 
сочетающих в себе высокое быстродействие, радиационную стойкость, устойчивость к агрессивной сре-
де и экстремальной температуре, а также малое энергопотребление [1, 2]. В связи с этим важной задачей 
становится подбор оптимальных рабочих характеристик вакуумного триода, обеспечивающих устойчи-
вую полевую эмиссию с учётом вариации геометрии конструкции при переходе в субмикронную область 
проектирования. В работе представлена модель расчёта полевой эмиссии электронов лезвийного катода 
с наноразмерной кромкой в планарной автоэмиссионной триодной структуре. На основе исследований 
данной модели выбраны значения радиуса закругления кромки катода, расстояния «катод-анод» и «ка-
тод-сетка», позволяющие достичь максимального усиления электрического поля на поверхности катода. 
Для выбранной конфигурации также проведено сравнение электрических и частотных характеристик 
триода, определяющих тенденцию изменения параметров эмиссии в процессе масштабирования лате-
ральных размеров исследуемой структуры. В качестве параметров масштабирования были использова-
ны характерные для современной микроэлектронной промышленности топологические проектные нор-
мы в интервале от 90 до 22 нм (90 нм, 65 нм, 45 нм, 32 нм и 22 нм). Полученные результаты могут быть 
полезны для технологической реализации вакуумных устройств следующего поколения, применимых в 
космической отрасли, сверхбыстрой радиоэлектронике и телекоммуникационных системах.
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Nowadays there is a rapid revival of vacuum electronics, because of recent progress in the development of the 
triode semiconductor devices with nanoscale vacuum channel that combines high performance, resistance to 
aggressive environments and extreme temperature and low power consumption [1, 2]. In this regard, the im-
portant problem becomes the selection of optimal characteristics of the vacuum triode, providing a stable fi eld 
emission, taking into account the variation in geometry of the structure during the transition to the submicron 
design area. The paper presents the calculation model of fi eld-electron emission from the nanoscale tip of edge 
fi eld emitter in a planar fi eld-emission triode structure. Based on this model, the values of the cathode radius, 
distance cathode-anode” and distance “cathode-grid” are chosen, allowing achieving a maximal amplifi cation of 
the electric fi eld on the cathode surface. For the selected confi guration, the comparison of the electrical and fre-
quency characteristics of the triode is also performed that determines the tendency of variation of fi eld-emission 
parameters in the process of scaling of planar geometry of considered structure. As the scale parameter, the cor-
responding values of technological node for the modern microelectronic industry were used in the range from 
90 nm to 22 nm (90 nm, 65 nm, 45 nm, 32 nm, and 22 nm). The obtained results can be useful for the techno-
logical implementation of the next generation of vacuum devices applicable in the space, ultrafast electronics 
and telecommunication systems.
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В работе представлены результаты численного моделирования динамики одиночных симметричных во-
йдов в предположении цилиндрической геометрии напряженности поля. Представлена оригинальная 
численная реализация модели Avinash, Battacharjee, Hu (ABH), а также обобщение модели на двумерный
случай прямоугольной декартовой системы координат. Показана зависимость концентрации пылевой 
компоненты среды от начальной напряженности электрического поля.

УДК 533.9, 519.622, 519.63  

1. Введение

Согласно [1], пылевая (dusty) или комплексная плазма (complex plasma) является
ионизованным газом, в котором присутствуют заряженные частицы, размеры кото-
рых на несколько порядков больше размеров компонентов газа (электронов, ионов).
В таких средах пылевые частицы могут взаимодействовать, образуя структуры раз-
личного типа, как жидкостные, так и кристаллические. Для технологических це-
лей представляет интерес ситуация, когда в результате нелинейного взаимодействия
могут динамически образовываться области в пространстве, свободные от пылевых
частиц.
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В последнее время опубликовано большое количество физических работ, посвя-
щенных изучению динамики пылевой плазмы [1]—[8] как теоретически, так и экспе-
риментально. При этом исследований и работ, в которых проводится моделирование
и описываются алгоритмы расчёта гораздо меньше. Впервые войды (пустоты или
полости) в пылевой плазме были обнаружены в ходе эксперимента на борту Меж-
дународной космической станции [1], а затем, и в лабораторных условиях [3], [4].
В лабораторных условиях обнаружены как войды с регулярной геометрией грани-
цы, так и нерегулярные [3]. Среди регулярных войдов можно провести следующую
условную классификацию: симметричные одиночные войды и симметричные концен-
трические войды. Эволюцию появления одиночного симметричного войда из равно-
весного состояния описывает одномерная электро—гидродинамическая модель ABH
(Avinash, Battacharjee, Hu) [5], в которой учитывается сила ионного притяжения как
нелинейная функция скорости ионов. Модель ABH была обобщена на двумерный
цилиндрической случай в [6]. Примеры расчётов одиночного симметричного войда
и концентрического симметричного войдов представлены в [9] для фиксированно-
го граничного условия напряжённости электрического поля. Вместе с тем, остаётся
открытым вопрос о построении двумерной модели ABH в декартовой системе ко-
ординат. Отметим также, что в работах [5], [6] не описан алгоритм расчёта модели
ABH.

В данной статье представлены алгоритм и результаты численных расчетов ди-
намики симметричного концентрического войда с использованием двумерной моде-
ли ABH в прямоугольной декартовой системе координат [10] в случае цилиндриче-
ской геометрии напряженности поля. Показано, что основным фактором, влияющим
на формирование концентрического войда, является распределение напряженности
электрического поля.

2. Математическая модель

Согласно [5] динамика образования пылевого войда описывается следующей си-
стемой нелинейных уравнений (модель ABH):

∂nd

∂t
+

∂(ndvd)

∂x
= D

∂2nd

∂x2
, (2.1)

m

(
∂

∂t
+ vd

∂

∂x

)
vd = −Ze+ Fd − νdnmdvd − Td

nd

∂nd

∂x
(2.2)

Te

ne

∂ne

∂x
= −eE, (2.3)

dE

dx
= 4πe(ni − ne − nd). (2.4)

Уравнение (2.1) — уравнение неразрывности, (2.2) — закон сохранения импульса
пылевой компоненты, (2.3) — закон сохранения импульса электронной компоненты
в предположении отсутствия инерционных эффектов. Для определения влияния на-
пряжённости поля на динамику заряженных частиц рассматривается закон Пуассона
(2.4).

Здесь nd, vd — концентрация и скорость пылевой компоненты, а ne, ve — концен-
трация и скорость электронной компоненты, vi — скорость ионной компоненты, E
— напряжённость электрического поля. Остальные параметры модели (2.1)—(2.4) —
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константы: −Ze — заряд пылевой частицы массой md, температуры Td, параметр
D – коэффициент диффузии пылевой компоненты. Слагаемое νdnmdvd представляет
силу трения пылевых частиц о нейтрально заряженные частицы, где νdn — частота
столкновений.

В одномерном случае в безразмерном виде модель ABH принимает вид

∂nd

∂t
+

∂(ndvd)

∂x
= D

∂2nd

∂x2
, (2.5)

∂vd
∂t

+ vd
∂vd
∂x

+
τd
nd

∂nd

∂x
= Fd − E − α0vd, (2.6)

Fd =
aE

b+ |vi|3 , vi = μE, (2.7)

dne

dx
= −neE

τi
, (2.8)

dE

dx
= 1− ne − nd. (2.9)

В рамках модели ABH процесс формирования войда развивается из начальных усло-
вий, и далее обусловлен учетом силы ионного притяжения Fd, действующей на пыле-
вые частицы. Теоретическое обоснование учета влияния силы ионного притяжения
приведено в [7]. Для аппроксимации силы Fd в [5] предложен простой вариант выра-
жения (2.7). Аппроксимирующее выражение для силы ионного притяжения в модели
ABH устроено таким образом, что модуль силы Fd растёт от нуля при малых значе-
ниях vi, и уменьшается при больших. Параметры a и b были подобраны из аппрок-
симации экспериментальных значений для модуля силы Fd, представленных в [8].
К установившемуся (насыщенному) состоянию войд приходит в результате самосо-
гласованного нелинейного механизма взаимодействия заряженных частиц, динамика
которых приводит к изменению напряженности электрического поля.

Система нелинейных уравнений (2.5)–(2.9) состоит из уравнений в частных про-
изводных (2.5), (2.6), которые являются гидродинамическими уравнениями, описы-
вающими перенос плотности пылевой компоненты среды nd с течением времени, и
обыкновенных дифференциальных уравнений (2.8), (2.9). Они описывают влияние
напряжённости электростатического поля E на динамику пылевой компоненты nd,
то есть являются электростатической частью модели ABH.

Отметим, что параметр D в [5] использовался как параметр искуственной вяз-
кости для регулирования осцилляций в ходе вычислительного эксперимента. Пред-
ложенный в данной статье алгоритм свободен от этого огрничения, поэтому далее
примем D = 0.

2.1. Анализ гидродинамической части модели

Выполним анализ гидродинамической части модели ABH в линейном приближе-
нии. Пусть u = (nd, vd)

T . Уравнения (2.5), (2.6) представим в виде:

∂u

∂t
+A

∂u

∂x
= f , (2.10)
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где

f =

⎛
⎜⎝

0(
a

b+ |vi|3 − 1

)
E − α0vd,

⎞
⎟⎠ .

Матрица системы A имеет вид

A =

(
vd nd

τd/nd vd

)
.

Собственные значения λ1,2 и матрица координат собственных векторов Ω матрицы
A равны

λ1 = vd + cd, λ2 = vd − cd, (2.11)

Ω =

(
τd ndcd
τd −ndcd

)
, A = Ω−1ΛΩ. (2.12)

Здесь cd =
√

τd — аналог скорости звука пылевой компоненты. Из условия гипербо-
личности матрицы A системы (2.10) необходимо, чтобы

detΩ = −2τdndcd �= 0.

Отсюда, получаем ограничение

nd �= 0, 0 < τd < ∞. (2.13)

При невыполнении (2.13) система (2.10) перестаёт быть гиперболической. Правая
часть системы (2.10) имеет вид f = f(u) с матрицей Якоби

B =
∂f

∂u
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂f1
∂nd

∂f1
∂vd

∂f2
∂nd

∂f2
∂vd

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

(
0 0
0 −α0

)
. (2.14)

При α0 � 0 правая часть (2.14) ведёт к затуханию, а значит, система (2.14) устойчи-
ва по Ляпунову. Наоборот, при α0 < 0 правая часть системы (2.14) неустойчива по
Ляпунову, что приводит к росту и раскачке решения. Таким образом, получены огра-
ничения на неизвестные величины и параметры гидродинамической части (2.5), (2.6)
модели.

Домножая уравнение движения (2.5) на nd, а уравнение неразрывности (2.6) на
vd, и складывая, получаем

nd
∂vd
∂t

+ vd
∂nd

∂t
+ ndvd

∂vd
∂x

+ vd
∂(ndvd)

∂x
+ τd

∂nd

∂x
= nd(Fd − E − α0vd).
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Это уравнение совпадает по форме с газодинамическим баротропным уравнением
неразрывности газа,

∂(ρv)

∂t
+

∂(ρv2 + P (ρ))

∂x
= 0

и отличается наличием ненулевой правой части f2. В рамках принятой аналогии, ρ =
nd, P (ρ) = τdρ (τd = const). При этом, правая часть регулирует изменение импульса
(2.6) пылевой компоненты.

2.2. Анализ электростатической части модели

Проведем анализ электростатической части модели ABH в линейном приближе-
нии. Систему обыкновенных дифференциальных уравнений (2.8), (2.9) запишем в
векторном виде:

dw

dx
= g(w), g(w) =

⎛
⎝ −neE

τi
1− nd − ne

⎞
⎠ , (2.15)

здесь w = (ne, E)T . Рассмотрим матрицу Якоби системы (2.15)

D =
∂g

∂w
=

⎛
⎜⎜⎜⎝
∂g1
∂ne

∂g1
∂E

∂g2
∂ne

∂g2
∂E

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎝−E/τi −ne/τi

−1 0

⎞
⎠ . (2.16)

Спектр матрицы D находим из решения уравнения det(D− εI) = 0

∣∣∣∣∣
−E/τi − ε −ne/τi

−1 −ε

∣∣∣∣∣ = 0, ε2 +
E

τi
ε+

ne

τi
= 0, (2.17)

τiε
2 + Eε+ ne = 0, ε1,2 =

−E ±√
E2 − 4neτi
2τi

. (2.18)

При E2 − 4neτi < 0, значения ε могут быть комплексно–сопряжёнными. Обозначим
r = E/(2τi), и β = ne/τi, тогда ε1,2 = −r ±√

r2 − β и E2 − 4neτi = r2 − β. Поэтому,
при r2 − β < 0 появляются 2 комплексных корня. Таким образом, при r � 1 система
(2.16) становится жёсткой, и её необходимо решать специальными методами. Если
|Im ε1,2| � 1, то имеем быстроосциллирующую систему, для решения которых при-
меняют методы осреднения. Нас будет интересовать случай, когда |ε1,2| ∼ 1. Кроме
того, примем ограничение nd(x, t) � 1, так как 1− ne − nd � 0.

3. Алгоритм расчёта

3.1. Одномерный алгоритм расчёта

Перейдём в (2.5), (2.6) от характеристической формы записи системы (2.10) к
дивергентной

∂u

∂t
+

∂F(u)

∂x
= f , (3.1)

u =

(
nd

vd

)
, F(u) =

(
ndvd

0.5v2d + τd lnnd

)
. (3.2)
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Будем рассматривать прямоугольную область интегрирования

0 � x � X, 0 � t � T.

Согласно ограничению (2.13), примем в качестве начального условия для пылевой
компоненты положительную функцию nd(x, 0) = nd,0(x) > 0. На скорость пылевой
компоненты vd(x, 0) ограничений не накладывается, поэтому, в качестве начального
условия можно выбрать произвольную функцию, в том числе vd(x, 0) ≡ 0.

Система уравнений (2.5)–(2.9) является самосогласованной, то есть динамика пы-
левой компоненты влияет на распределение напряжённости электрического поля. В
свою очередь, напряжённость электрического поля влияет на динамику пылевых ча-
стиц. Таким образом, для расчёта (3.2), (2.15) естественно предложить следующий
итерационный алгоритм:

1. Интегрируем уравнения с помощью схемы Лакса–Фридрихса на временном ша-
ге интегрирования tn, находим значения вектора un = (nn

d , v
n
d )

T .

2. Решаем задачу Коши для системы, находим значения вектора w = (ne, E)T .

3. Пересчитываем значения вектора u на новом временном шаге
un+1 = (nn+1

d , vn+1
d )T , снова интегрируя уравнения по найденному вектору w.

3.2. Обобщение модели ABH на двумерный случай

Рассмотрим обобщение (2.5)–(2.9) на случай двумерной прямоугольной декарто-
вой системы координат xOy. В данном случае скалярные функции

nd = nd(x, y, t), ne = ne(x, y),

а векторные функции

vi = (vi,x(x, y), vi,y(x, y)), vd = (vd,x(x, y, t), vd,y(x, y, t)), E = (Ex(x, y), Ey(x, y)).

Уравнения (2.5), (2.6) примут следующий вид:
∂nd

∂t
+

∂(ndvd,x)

∂x
+

∂(ndvd,y)

∂y
= 0, (3.3)

∂vd,x
∂t

+
∂(0.5v2d,x)

∂x
+

∂(vd,xvd,y)

∂y
+

τd
nd

∂nd

∂x
=

(
a

b+ |vi|3 − 1

)
Ex − α0vd,x, (3.4)

∂vd,y
∂t

+
∂vd,xvd,y

∂x
+

∂(0.5v2d,y)

∂y
+

τd
nd

∂nd

∂y
=

(
a

b+ |vi|3 − 1

)
Ey − α0vd,y. (3.5)

Соответственно, уравнения (2.8), (2.9) примут вид

∂ne

∂x
= −neEx

τi
, (3.6)

∂ne

∂y
= −neEy

τi
, (3.7)

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
= 1− nd − ne. (3.8)

Запишем систему нелинейных уравнений в частных производных (3.3)–(3.5) в век-
торном виде
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р д
∂u

∂t
+

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
= f . (3.9)

∂nd

∂t
+

∂(ndvd,x)

∂x
+

∂(ndvd,y)

∂y
= 0. (3.10)

Здесь

u =

⎛
⎜⎝

nd

vd,x
vd,y

⎞
⎟⎠ , Fx =

⎛
⎜⎝

ndvd,x
v2d,x/2 + τd lnnd

vd,yvd,x

⎞
⎟⎠ , Fy =

⎛
⎜⎝

ndvd,y
vd,xvd,y

v2d,y/2 + τd lnnd

⎞
⎟⎠

и

f =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

(
a

b+ |vi|3 − 1

)
Ex − α0vd,x

(
a

b+ |vi|3 − 1

)
Ey − α0vd,y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Система (3.6)–(3.9) может быть записана компактно, в операторном виде

∇ne = −neE

τi
, (3.11)

∇ · E = 1− nd − ne. (3.12)

3.3. Двумерный алгоритм расчёта

Обобщим алгоритм расчёта на двумерный случай:

1. На временном шаге интегрирования tn решаем (3.9), с помощью разделения по
пространственным координатам, находим значения вектора un.

2. Решаем задачу Коши для системы (3.11), (3.12), находим значения ne, E.

3. Повторяем пункт 1, учитывая значения ne, E из пункта 2, находим значения
вектора un+1 на новом n+ 1 шаге интегрирования по времени tn+1 .

4. Вычислительный экcперимент

Для моделирования динамики образования пылевого войда принимались следу-
ющие параметры модели:

τi = 0.125, τd = 0.001, a = 7.5, b = 1.6, α0 = 2, μ = 1.5.

В качестве расчётной области был рассмотрен отрезок [0, X] в одномерном случае, и
квадрат [0, X]× [0, X] в двумерном. Расчёт по времени проводился до фиксирован-
ного значения T . К параметрам вычислительного эксперимента относились следую-
щие: количество узлов nx пространственной сетки, число Куранта–Фридрихса–Леви
σ, через которое выражался пространственный шаг по времени, а также начальное



58 О.В. Кравченко

Рис. 1: Численный расчёт динамики пылевой компоненты: а) концентрации плотно-
сти nd и б) скорости vd
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значение напряжённости электрического поля E(0) = E0. Для гиперболической ча-
сти модели (2.10) рассматривались граничные условия вида

∂u

∂x

∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣
x=X

= 0.

Для сходимости предложенного алгоритма (3) был проведён расчёт эволюции войда
в одномерном случае при соответствующих значениях параметров расчёта

X = 6, h = X/(nx− 1), σ = 0.35, τ = σh,E0 = 4 · 10−3,
и начальных условиях

nd(x, 0) = 0.001, vd(x, 0) = 0, ne(0) = 0.999.

При этом, варьировалось количество узлов пространственной сетки nx и фиксиро-
ванные значения T , так, чтобы расчёт с количеством узлов сетки nx = 128 проводил-
ся до значения T = 60, а с количеством узлов nx = 512 до T = 170, соответственно,
следующие:

T = 60, 120, 170, nx = 128, 256, 512.

Результаты расчёта по алгоритму из п. 3.1 представлены на рис. 4.1 а, б. Отметим, что
полученные результаты расчёта согласуются с результатами численного моделиро-
вания, приведёнными в работе [5]. Покажем влияние распределения напряжённости
поля на распределение концентрации пылевой компоненты nd. Для этого будем из-
менять начальное условие для напряжённости поля в диапазоне E0 = (4 · 10−6, 4 ·
10−4, 4 · 10−3), а остальные значения параметров модели и расчёта оставим преж-
ними. При увеличении начального значения E0 происходит сдвиг границы пылево-
го войда от его центра к её левой границе расчётной области x = 0. Двумерные
радиально–симметричные распределения пылевой компоненты nd(x, y) показаны на
рис. 4.2 a, в, г. Они соответствуют распределениям напряжённости электрического по-
ля E, которые представлены на рис. 4.2 б, д, е.
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Рис. 2: Численный расчёт динамики пылевой компоненты: б), г), е) в зависимости
от начального значения напряжённости электрического поля а) E0 = 4 · 10−6 , в)
E0 = 4 · 10−4, г) E0 = 4 · 10−3
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Рис. 3: Численный расчёт динамики концентрации плотности пылевой компоненты
nd в двумерном случае при начальном условии E0 = 4 · 10−6: а) [32 × 32] узлов, б)
[64 × 64] узлов

Расчёт динамики образования пылевого войда в двумерном случае по алгоритму
из п. 3.3 будем проводить при начальном условии E0 = 4 · 10−6 для напряженно-
сти электрического поля, а также, при параметрах расчёта σ = 0.7 и T = 120. При
этом, двумерное распределение E(x, y) будем задавать как поверхность вращения из
одномерного распределения E(x) поворотом вокруг оси Oz, перпендикулярной плос-
кости xOy. Двумерные распределения плотности концентрации пылевой компоненты
nd представлены на рис.4.3 а, б. Реализация алгоритма расчёта в среде программи-
рования MATLAB представлена в [11].
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5. Заключение

Рассмотрена задача о численном моделировании эволюции пылевого войда, ди-
намика которого описывалась моделью ABH. Предложена оригинальная численная
реализация модели, а также, разработан программный комплекс в среде программи-
рования MATLAB.

Для исследования двумерного случая предложен алгоритм интегрирования мето-
дом расщепления по физическим процессам. Показана сеточная сходимость методов,
динамика войда при изменении начальной напряженности электрического поля и
представлены результаты по динамике двумерного радиально—симметричного вой-
да.

Автор приносит благодарность своему научному руководителю академику РАН
В.И. Пустовойту за ценные замечания, высказанные в ходе обсуждения результатов
работы.
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α-Гарпинины – недавно открытое семейство пептидов, обладающих единым типом пространственной 
укладки полипептидной цепи – две α-спирали, соединенные двумя дисульфидными связями, но при этом 
имеющих широкий спектр биологических активностей. Теоретически, взяв этот структурный мотив за 
основу, можно с помощью компьютерного дизайна и последующего синтеза создавать искусственные пеп-
тиды с желаемыми биологическими функциями. 

В этой работе с помощью компьютерных расчетов исследовали молекулярную динамику модели био-
инженерного пептида Tk-hefu2, структура которого неизвестна. Установлены два возможных состояния 
Tk-hefu2 в водном растворе и описаны их структурно-динамические параметры. Проведен анализ со-
ответствия каждой из полученных моделей пептида функционально активному состоянию, способно-
му связываться с потенциал-чувствительным калиевым каналом и блокировать его работу. Полученные 
результаты создают основу для понимания количественных структурно-функциональных взаимосвязей 
α-гарпининов и рационального проектирования на их основе новых высокоэффективных блокаторов/
модуляторов калиевых каналов.
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Название пептида Функция PDB ID1 Аминокислотная последовательность2

Tk-AMP-X2 АМП 2M6A ADDRCERMCQRYHDRREKKQCMKGCRYG

Tk-hefu1 Блокатор 

K-канала

(*)3 ADDRCYRMCQRYHDRREKKQCKEGCRYG

Tk-hefu2 Блокатор 

K-канала

ADDRCYRMCQRYHDRREKKQCKKGCRYG

Таблица 1. Аминокислотные последовательности природного антимикробного пептида 

Tk-AMP-X2 и двух биоинженерных пептидов — Tk-hefu1 и Tk-hefu2

1 PDB ID — четырехзначный идентификатор для пространственных структур биомолекул, опубликованных в банке 

данных 3D структур белков и нуклеиновых кислот Protein Data Bank (PDB)
2 Жирным шрифтом и нижним подчеркиванием обозначены те замены, которые были внесены в структуру Tk-AMP-X2
3 Структура Tk-hefu1 получена в Лаборатории биомолекулярной ЯМР-спектроскопии ИБХ РАН, но на данный момент 

не опубликована в PDB

1.1.     Tk-hefu2 
   Tk-hefu1  Tk-AMP-X2  -

     -    [1]. 
 Tk-hefu1 ,       PDB.   PDB-
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 ,    ,     
, ,    - ,   -
      .    Tk-

hefu2    in silico       
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  (E23K).  ,      14  

    Tk-hefu2.  . 1    
  ,     Tk-AMP-X2  Tk-hefu1. 

 
1.2.    

        -  Tk-AMP-X2 
       : GROMOS45A3 

[8] (        ), AMBER99SB-
ILDN [9], CHARMM36-NOV-2014-MOD [10]  AMBER99SBNMR1-ILDN [11] ( -

   . 2).   –   ,   -
  -    .   -
           

 ( ),    (   
 ),       -

  Glu-6 ( )  Lys-18 (+)   .    
  ,   ,   .  
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Рис. 1. Пример двух отличающихся стартовых моделей пептида Tk-hefu2. Красным цветом изобра-
жен пептид, построенный на основе шаблона Tk-hefu1, зеленым — на основе Tk-AMP-X2. Справа 
изображены основные параметры, отличающиеся у этих моделей — дисульфидные связи, рас-
стояние между аминокислотными остатками Tyr-6 и Lys-22, углы скрещивания спиралей (спирали 
аппроксимированы векторами, изображенными пунктирными стрелками).

1.3.   
       Tk-AMP-X2  

           7  
. 2.   – leap-frog [12],    

    v-rescale [13],  -
        [14].  

  Tk-hefu2       GROMACS 
(  4.5.2  5.0) [15,16]. 

 
1.4.     

         -
       -

:  
   (  )   -

 -     .    -
 g_rms  GROMACS.       -

 Tk-hefu2   -   5-10  14-25. 
     ,     -

 .      g_cluster GROMACS, -
 gromos,     -  (   5-10  14-25), 
      0,2 . 

         Glu-6 
( )  Lys-18 (+)   .      
g_dist  GROMACS. 

   ,     .  -
    gmx gangle  GROMACS. 

  -      g_hbond  
GROMACS. 
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No T1, нс V2, нм3 N
s 
/ N

mol
3 Силовое поле

Модель 

воды

Coulomb 

type4 dt5, фс n6

1 100 Куб (63) 12242/325 gromos45a3 spc
reaction 

field
2 6

2 100 Куб (53) 12387/470 amber99sb-ildn tip3p pme 2 5

3 65
Параллел7. 

(4.84.34.3)
11738/470 amber99sb-ildn tip4p pme 2 1

4 7
Параллел. 

(8.88.38.4)
80594/470 amber99sb-ildn tip4p pme 4 1

5 100
Октаэдр 

(6.15.75…)
22242/470 amber99sb-ildn tip4p pme 2 3

6 200
Додекаэдр 

(6.46.45…)
24476/470

charmm36-

nov2014-mod
tip4p pme 2 4

7 200
Додекаэдр 

(6.46.45…)
24476/470

amber99sbn-

mr1-ildn
tip4p pme 2 4

Таблица 2. Параметры расчетов МД

1 Длительность траектории МД
2 Форма и размер ячейки
3 N

s
 — число атомов в системе с учетом воды, N

mol
 — число атомов в молекуле пептида

4 Алгоритм учета электростатических взаимодействий
5 Шаг интегрирования
6 Число рассчитанных траекторий МД
7 Параллелепипед

  - .     -
  1r   2r ,      

)r,r)/(r,r(= )r,rcos( 212121 .     ,  
     Python. 

 
 
2.    

 
2.1.        

         -
  .     ,  
        . 

        -
  ,       

,        -
  [17–19].         Tk-hefu2 -

 ,          
          -

.         -  -
   ,    - .  -

           
 ,   ,   -

 ,       Glu-6  Lys-18. 
      ,   

        ( . . 2)  . 
     5, 6, 7 .  ,  6  7 -
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No1 Число 

кластеров
Среднее СКО

Ионный мостик2

(0.521 нм)

Угол скрещивания 

-спиралей, град. (143°)

1 4 0.201 0.765±0.478 130±3, 152±10

1 2 0.207 1.249±0.139 161±7, –165±4

1 3 0.229 0.983±0.229 112±7, 149±9

1 3 0.234 1.167±0.269 –159±10

1 3 0.250 1.332±0.128 –160±9

1 3 0.205 1.305±0.176 162±7, –166±4

2 8 0.195 0.936±0.335 151±15

3 1 0.192 1.065±0.216 153±8

4 1 0.115 0.775±0.174 153±7

4 3 0.225 1.113±0.238 –164±8

4 4 0.217 0.765±0.286 159±7

5 3 0.199 1.066±0.372 153±10

5 1 0.135 0.547±0.236 139±9

5 6 0.213 0.845±0.457 137±7, 163±6

5 1 0.185 1.033±0.223 153±8

5 1 0.114 0.760±0.203 148±7

6 1 0.168 1.024±0.216 163±4, –166±4

6 1 0.177 1.188±0.164 172±5, –169±6

6 1 0.200 1.124±0.193 164±7

6 1 0.095 1.027±0.165 162±8

7 5 0.177 1.002±0.271 151.8±10, –160±7

7 1 0.198 1.172±0.214 168±7, –157±10

7 1 0.187 1.155±0.156 169.6±5, –166±9

7 1 0.096 0.822±0.178 153±7

Таблица 3. Результаты расчета параметров траекторий МД пептида Tk-AMP-X2.

В скобках указаны значения для ЯМР-структуры

1 Номер группы из табл. 2.
2 Среднее расстояние между центрами масс заряженных групп Lys-18(+) и Glu-6(–)

       ,    
    . ,    

      ,   Tk-AMP-X2,   
    7  . 2,    , -

   - .      
. 3.  
 
2.2.          Tk-
hefu2 

      .   – Tk-hefu2(Tk-
AMP-X2) –    Tk-hefu2,     

 Tk-AMP-X2.    – Tk-hefu2(Tk-hefu1) –   -
     Tk-hefu1. ,    -
          

     ,        
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Шаблон СКО1, нм 
3
 (9-21/5-25)2, град.

Число 

клас-

теров

Среднее 

расстояние 

Lys-22-Tyr-6, нм

Конформа-

ционный 

переход

Tk-AMP-X2 0.20±0.02 86.6±9 (95.0)/ 75.4±9 (101.1) 5 1.06±0.13 –

Tk-AMP-X2 0.27±0.06 99.0±10 (96.0)/ 80.1±8 (101.3) 8 0.98±0.16 –

Tk-AMP-X2 0.15±0.02 92.6±10 (96.9)/ 83.5±8 (100.0) 9 1.02±0.12 –

Tk-AMP-X2 0.22±0.04 80.1±12 (95.0)/ 84.8±10 (101.1) 11 0.90±0.17 –

Tk-AMP-X2 0.22±0.03 –73.7±9 (96.9)/ 90.4±10 (100.0) 8 1.03±0.12 –

Tk-AMP-X2 0.07±0.01 –82.6±9 (–93.8)/ –84.8±8 (–95.9) 2 0.52±0.01 +

Tk-AMP-X2 0.10±0.02 –86.5±8 (–89.0)/ 97.3±12 (101.3) 3 0.88±0.11 –

Tk-AMP-X2 0.11±0.01 –87.0±7 (–93.7)/ –83.5±8 (–92.5) 3 0.42±0.09 +

Tk-AMP-X2 0.09±0.02 –83.7±8 (–93.8)/ –82.3±10 (–95.9) 5 0.67±0.21 +

Tk-AMP-X2 0.13±0.02 –86.6±7 (–93.7)/ –82.6±8 (–92.5) 1 0.86±0.09 –

Tk-AMP-X2 0.07±0.02 –81.8±8 (–93.7)/ –84.7±7 (–92.5) 4 0.54±0.05 +

Tk-hefu1 0.07±0.01 –80.7±7 (–86.1)/ –76.4±8 (–80.2) 1 0.45±0.07 –

Tk-hefu1 0.06±0.01 –82.2±7 (–91.3)/ –82.4±7 (–74.4) 1 0.52±0.05 –

Tk-hefu1 0.07±0.01 –80.8±7 (–74.7)/ –77.2±8 (–78.3) 1 0.48±0.07 –

Tk-hefu1 0.08±0.02 –83.1±8 (–68.2)/ –83.4±9 (113.1) 2 0.50±0.07 –

Таблица 4. Результат расчета траекторий МД пептида Tk-hefu2, построенного по двум 

структурным шаблонам. Для траекторий, в которых наблюдали конформационный 

переход, показаны результаты расчета после перехода

1 СКО от стартового состояния.
2 Среднее значение угла 

3
 для двух дисульфидных связей Cys-9-Cys-21 и Cys-5-Cys-25. В скобках указаны значения 

углов для начального состояния.

.  ,     -
    . 
       ,    Tk-

hefu2(Tk-hefu1)    (  . 4),       
 Tk-hefu2(Tk-AMP-X2),       -

  ( . . « »),   - ,     
 .          -

 ,     Tk-hefu2(Tk-hefu1),  
,     Tk-hefu2(Tk-AMP-X2)    Tk-

hefu2(Tk-hefu1)       ( . 2),    
    Tk-hefu2(Tk-AMP-X2). -

          -
   Tyr-6-Lys-22,   - ,   

. ,    « » -    Tk-
hefu1    5-10,      Tyr-6-
Lys-22,       -  ( . 3),   -

  .  
 ,   -    Tk-hefu2. 

  ,     .  
   Tk-hefu2(Tk-AMP-X2),    -

 ,    ,     
 ,   ,     . 
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Рис. 2. Зависимость величины СКО от времени МД для четырех траекторий МД пептида Tk-
hefu2(Tk-AMP-X2) от наиболее часто встречающегося состояния в траекториях Tk-hefu2(Tk-hefu1). 
C течением времени величина СКО уменьшается, а, значит, эти четыре модели Tk-hefu2(Tk-
AMP-X2) в динамике начинают «приближаться» к моделям Tk-hefu2(Tk-hefu1).

Рис. 3. Конформационный переход, наблюдаемый в молекуле Tk-hefu2 в ходе МД в воде. Слева изо-
бражена молекула Tk-hefu2 до перестройки, справа — после приближения к структуре, близкой к 
Tk-hefu1. Голубым цветом выделены дисульфидные связи, которые меняют конфигурацию в момент 
перестройки. Обозначены остатки Lys-22 и Tyr-6, которые после перестройки заметно сближаются, 
за счет чего увеличивается число контактов белок-белок.

       Tk-hefu2(Tk-
AMP-X2)         Cys-9-Cys-21.   -

         ,  
          .  , 

      Tk-hefu2(Tk-AMP-X2)  
       .   

,   -  Tk-AMP-X2   ,   -
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      ,     -
 -        . -

,           
 ,    , , ,     -

       .      
  –     -  ( , -

,       )  -
    ,   ,    

  ,      . 
 
2.3.           Tk-hefu2  

   K+-  Kv1.3 
  ,         

  Tk-hefu2,        ( ) 
Tk-AMP-X2,   –     Kv1.3 Tk-hefu1. -

,         -
,           -

   «  »,       
    .      -

-         -
 Tk-hefu2 –  Kv1.3, –     

 Tk-hefu2—Kv1.3      -
     (Kv1.2-2.1) [20].   -

,     «  »  [21],  
« »      -

     . 
  (        ) 

,    Tk-hefu2,    -  
Tk-hefu1,    K+- ,   , 

         -
-    . 

 
3.  

        
      Tk-hefu2   
        ,   

- . ,         
  ,     -

- .     –     
 - ,    ,  -

         
  . 

 ,           -
  (    ) ,  - ,  - . 

     ,    -
  (    - ). 

   -      
  ,     .   

           
 (   ,       ).   
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           ( -
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  . ,      -

     ,     
     ,     -

      . 
,     Tk-hefu2  K+-  ,  

          
-    .    ,   -

           
  -   . 
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STRUCTURE AND DYNAMICS 
OF -HAIRPININ PEPTIDE Tk-hefu2 IN WATER: 

COMPUTER SIMULATIONS
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α-Hairpinin peptides is the novel family of defense peptides that adopt a common fold – two α-helices stabilised 
by two disulphide bonds – carrying out a variety of functions. Theoretically, universal α-hairpinin scaffold 
could be used for rational design and further construction of novel molecules with desired biological functions. 
In this research, we explored the dynamics of the model of bioengineered α-hairpinin peptide Tk-hefu2, which 
spatial structure is unsolved. Computer modelling reveals two major conformational states of Tk-hefu2 in wa-
ter. Structural and dynamic parameters are described. Further analysis identifi es one of the states as probably 
functionally active, exhibiting potassium channel blocking activity. This result provides basis for understanding 
the quantitative structure–function relationships of α-hairpinins and therefore for the rational design of novel 
blockers/modulators of voltage-gated potassium channels.



Спектральные кластеры планарной ловушки Пеннинга с резонансным нарушением..., 2016 , том 15, №2, 75–98 75

СПЕКТРАЛЬНЫЕ КЛАСТЕРЫ ПЛАНАРНОЙ 
ЛОВУШКИ ПЕННИНГА С РЕЗОНАНСНЫМ 

НАРУШЕНИЕМ АКСИАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ

Е.М. Новикова 

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

emnovikova@hse.ru  

Поступила 15.11.2015

Дано описание спектральных характеристик планарной ловушки Пеннинга с кольцевой конфигурацией 
электродов и магнитным полем, отклоненным от аксиальной оси. Найдены соотношения между физи-
ческими параметрами, при которых наступает комбинированный частотный резонанс в гармонической 
(квадратичной) части гамильтониана вблизи центра ловушки. Усредненная ангармоническая часть га-
мильтониана представлена обыкновенным дифференциальным оператором второго порядка с полино-
миальными коэффициентами, найдена асимптотика его собственных значений и собственных функций. 
Получена формула для асимптотики собственных состояний исходного гамильтониана ловушки в спек-
тральных кластерах вблизи собственных значений гармонической части.

УДК 517.955.8  



76 Е.М. Новикова

Ĥ0
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ρ2, u[3] = (z − z0)

[
(z − z0)2 − 3

2
ρ2
]
,

u[4] = (z − z0)4 − 3(z − z0)2ρ2 +
3

8
ρ4.

ω2
0 = 3

W

V0

δ4/3
(
1− 1

2
δ2/3 +O(δ4/3)

)
, β = −2

W

V0

δ5/3
(
1 +O(δ2/3)

)
,

γ =
5

2

W

V0

δ2
(
1 +O(δ2/3)

)
.

B ε

V0 =
e|B|2ρ21
mc2

m e c

ρ0 =
√

�c
e|B|

h = (ρ0/ρ1)
2

eV0

Ĥ = (p̂−A)2/2 + u.

A

(∇ × A) = B/|B| p̂ = −ih∇
∇ = (∇x,∇y,∇z) (x, y, z)

B/|B|
B/|B| = (sin ε, 0, cos ε)

x
ε B/|B| = b+ εb̃+O(ε3) b = (0, 0, ω)

b̃ = (1, 0, 1/4) ω = 1 − ε/4 − ε2/2
b

εb̃

ω (x, y)
u ω0

z ω >
√
2ω0
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ω =
3

2
ω0.

ω ω0

4

9

(
1− ε

4
− ε2

2

)2

= 3
W

V0

δ4/3
(
1− 1

2
δ2/3 +O(δ4/3)

)
.

δ1/3 = kε, k ∼ 1.

O(ε3)

W

V0

=
4

27δ4/3

(
1− 1

2
ε+

1

2

(
δ2/3 − 15

8
ε2
))

.

W
V0 ε

δ = ρ1/ρ2

u ε

ω0 =
2

3

(
1− ε

4
− ε2

2

)
, β = −8k

27
+O(ε), γ =

10k2

27
.

Ĥ = Ĥ0 + εĤ1 + ε2Ĥ2 +O(ε3),

Ĥ0 =
1

2

[
p̂2x + p̂2y + p̂2z −

3

2
ω0(xp̂y − yp̂x) + ω2

0(z − z0)2 +
1

16
ω2
0(x

2 + y2)
]
,

Ĥ1 =
1

8

[
yp̂x +

(
4(z − z0)− x

)
p̂y − 4yp̂z − 3ω0(z − z0)x+

3

4
ω0(x

2 + y2)
]

+ β(z − z0)
[
(z − z0)2 − 3

2
(x2 + y2)

]
,

Ĥ2 =
1

128

[
17y2 +

(
x− 4(z − z0)

)2]
+ γ

[
(z − z0)4 − 3(z − z0)2(x2 + y2) +

3

8
(x2 + y2)2

]
.
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x =

√
2

ω0

(x+ + x−), y =

√
2

ω0

(p̂+ − p̂−), z =
x0√
ω0

+ z0,

p̂x =
1

2

√
ω0

2
(p̂+ + p̂−), p̂y = −1

2

√
ω0

2
(x+ − x−), p̂z =

√
ω0p̂0

Ĥ0

Ĥ0 =
1

4
ω0

(
2(p̂2+ + x2

+)− (p̂2− + x2
−) + 2(p̂20 + x2

0)
)

2 : (−1) : 2

L2(R3)

(Ĥ0 + εĤ1 + ε2Ĥ2)Ψ = EΨ, Ψ ∈ L2(R3).

ε3

ξ̂j =
1√
2
(xj + ip̂j), j ∈ {+,−, 0},

L2(R3) ξ̂∗j

Ŝ± = ξ̂∗±ξ̂±, Ŝ3 = ξ̂∗0 ξ̂0, Ŝ0 = 2Ŝ+ − Ŝ− + 2Ŝ3,

h

Ĥ0 =
ω0

2

(
Ŝ0 +

3h

2

)
,

Spec(Ŝ0) = {hn | n ∈ Z} exp{−itŜ0/h}
ε � 1

U−1ĤU = Ĥ0 + εĤ10 + ε2Ĥ20 +O(ε3),
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Ĥ10 Ĥ20

[Ĥ0, Ĥ10] = [Ĥ0, Ĥ20] = 0.

U

U = exp{− iε

h
(Ĥ�

1 + εĤ�
2)},

Ĥ�
j =

1

2π

∫ 2π

0

(π − t) exp{− itŜ0

h
}Ĥj exp{itŜ0

h
} dt, j = 1, 2.

ε = O(h)

U = exp{− iε

h
Ĥ�

1}+O(ε).

{
Ĥ0Ψ̃ = hω0

2
(n+ 3

2
)Ψ̃,

(Ĥ10 + ε2Ĥ20)Ψ̃ = (E − hω0

2
(n+ 3

2
))Ψ̃

Ĥ0 Ĥ10 + εĤ20

U

Ψ = UΨ̃ +O(ε).

Ĥ10

Ĥ10 =
1

4

(
4Â+ − 2Â− + Â0 +

3h

2

)

h

Â0 = Ŝ−, Â+ =
1

3
[2Ŝ+ + Ŝ3 −

√
2(Âρ + Â∗ρ)],

Â− =
1

3
[Ŝ+ + 2Ŝ3 +

√
2(Âρ + Â∗ρ)].

Âρ = ξ̂∗+ξ̂0, Âσ = ξ̂∗+(ξ̂
∗
−)

2, Âθ = (ξ̂∗−)
2ξ̂∗0

Ĥ0
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4 : (−2) : 1
1 : 4

ε
Ĥ10 + εĤ20

n Ĥ0
hω0

2
(n + 3

2
)

Ĥ10

h

4
(6m− n+

3

2
), m ∈ Z+.

Ũ = exp{− iε

h
�Ĥ20},

�Ĥ20 =
1

2π

∫ 2π

0

(π − t) exp{−2it

3h
Ĥ10}Ĥ20 exp{2it

3h
Ĥ10} dt,

Ĥ10 + εĤ20

Ũ−1(Ĥ10 + εĤ20)Ũ = Ĥ10 + εĤ200 +O(ε2), [Ĥ10, Ĥ200] = 0.

⎧⎪⎨
⎪⎩
Ĥ0Φ = hω0

2
(n+ 3

2
)Φ,

Ĥ10Φ = h
4
(6m− n+ 3

2
)Φ,

Ĥ200Φ = λΦ

Ĥ200

Ĥ0 Ĥ10

E =
hω0

2
(n+

3

2
) +

εh

4
(6m− n+

3

2
) + ε2λ+O(ε3), Ψ = UŨΦ +O(ε).

λ = λ
(n,m)
k Φ = Φ

(n,m)
k n m

k

Ĥ200

Ĥ0 Ĥ10

Ĥ0 Ĥ10 Â0

Â+ Â−

B̂ =

√
2

3
(Âσ +

√
2Âθ), Ĉ = B̂∗.
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[Â0, Â±] = [Â+, Â−] = 0,

[Â0, B̂] = 2hB̂, [Â+, B̂] = 0, [Â−, B̂] = hB̂,

[Ĉ, B̂] = 2h(Â2
0 + 4Â0Â− + 3hÂ0 + 2hÂ− + 2h2),

D̂ = 2Â− − Â0, Ŝ1 = Â+, K̂ = B̂Ĉ − 2Â0(Â0 − h)Â−.

D̂ =
4

3ω0

Ĥ0 − 4

3
Ĥ10 − h

2
, Ŝ1 =

1

3ω0

Ĥ0 +
2

3
Ĥ10 − h

2
, K̂ = 0.

Ĥ200

Ĥ200 = s
(
aÂ2

0 + b̂Â0 + ĉ− 1

2
(B̂ + Ĉ)

)

s =
4
√
2β√

3ω
5/2
0

= −8

3
k, a =

298ω2
0γ − 881β2

48ω4
0s

	 1289

1152
k,

b̂ =
1

216ω4
0s
[1260(2ω2

0γ − 7β2)Ŝ1 + 9(10ω2
0γ − 17β2)Ŝ0 − 360ω3

0−
− 18ω2

0γ(13− 152h) + 9β2(85− 956h)] 	
	 1

576
[1820kŜ1 − 7kŜ0 + 540/k − 145k + 1896hk],

ĉ =
1

432ω4
0s
[36(26ω2

0γ − 85β2)Ŝ2
1 − 72(2ω2

0γ − 7β2)Ŝ1Ŝ0 + 9(10ω2
0γ − 17β2)Ŝ2

0−

− (684ω3
0 − 72ω2

0γ(26 + 45h) + 36β2(170 + 309h))Ŝ1+

+ (36ω3
0 − 36ω2

0γ(13− 8h) + 90β2(17− 4h))Ŝ0−
− 18h(36ω3

0 − 162hω2
0γ + 537hβ2)] 	

	 − 1

1152

[
− 580kŜ2

1 + 104kŜ1Ŝ0 + 7kŜ2
0 − (1026/k + 1160k + 2244hk)Ŝ1+

+ (54/k + 290k + 80hk)Ŝ0 − (972h/k + 1866h2k)
]
,

k
Ŝ0 Ŝ1

h Spec Ŝ0 = {hn | n ∈ Z} Spec Ŝ1 = {hm | m ∈ Z}
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L[n,m] ⊂ L2(R3)

aÂ2
0 + bÂ0 − 1

2
(B̂ + Ĉ)

a b

[Â0, Â−] = 0, [Â0, B̂] = 2hB̂, [Â−, B̂] = hB̂,

[Ĉ, B̂] = 2h(Â2
0 + 4Â0Â− + 3hÂ0 + 2hÂ− + 2h2)

Â∗0 = Â0, Â∗− = Â−, B̂∗ = Ĉ

D̂ = 2Â− − Â0 K̂ = B̂Ĉ − 2Â0(Â0 − h)Â−

L[n,m] ⊂ L2(R3) D̂ = Ŝ0−2Ŝ1

d = h(n− 2m) K̂ 0

R
6
(x,p) x = (x+, x−, x0) p = (p+, p−, p0)

S0 = 2|ξ+|2 − |ξ−|2 + 2|ξ0|2, S1 =
1

3

[
2|ξ+|2 + |ξ0|2 −

√
2(ξ̄+ξ0 + ξ+ξ̄0)

]
,

A0 = |ξ−|2, A− =
1

3

[|ξ+|2 + 2|ξ0|2 +
√
2(ξ̄+ξ0 + ξ+ξ̄0)

]
,

B =

√
2

3
(ξ̄−)2(ξ̄+ +

√
2ξ̄0), C = B̄,

ξj =
1√
2
(xj + ipj), j ∈ {+,−, 0}.

Ŝ0 = S0(
1

ξ̂,
2

ξ̂∗) Ŝ1 = S1(
1

ξ̂,
2

ξ̂∗)

Â0 = A0(
1

ξ̂,
2

ξ̂∗) Â− = A−(
1

ξ̂,
2

ξ̂∗) B̂ = B(
1

ξ̂,
2

ξ̂∗) Ĉ = B̂∗

Ŝ0 Ŝ1

{S0, S1} = 0,

{S0, A0} = {S0, A−} = {S0, B} = {S0, C} = 0,

{S1, A0} = {S1, A−} = {S1, B} = {S1, C} = 0,
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A0 A− B C S0 S1

h → 0

S0 S1

{A0, A−} = 0, {A0, B} = 2iB, {A−, B} = iB, {C,B} = 2iA0(A0 + 4A−).

Ω

D = 2A− − A0, K = BC − 2A2
0A−.

K = 0,

A0 > 0, A0 +D ≥ 0.

Ω̄ = {Y2
1 + Y2

2 = A2
0(A0 + d), 2A− = A0 + d, A0 > 0, A0 ≥ −d}.

B = Y1+iY2 C = Y1−iY2 d ∈ R

d < 0 Ω
d ≥ 0 Ω

(A0, A−, B, C) = (0,
d

2
, 0, 0).

A0 > 0

d < 0
Ω

z =
C

A0

.

A0|Ω A−|Ω B|Ω C|Ω z z̄

A0 = |z|2 − d, A− =
|z|2
2

, B = z̄(|z|2 − d), C = z(|z|2 − d).

Ω

ω0 =
i

2
dz̄ ∧ dz = ∂z̄θ0, θ0 =

i

2
z̄ dz.

F0 =
|z|2
2

.
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n m
m ≥ 0, 2m > n.

Δn,m
def
= m− [

n
2

]
Δn,m ≥ 1

n,m(r) =
Γ(Δn,m + 1

2
)

2Γ(Δn,m + 1
2
+ (−1)n

2
)
e−

r
2h

(
r

2h

)Δn,m− 1
2
+

(−1)n

2

Ψ
(
Δn,m−1

2
,Δn,m+

1 + (−1)n

2
;
r

2h

)
.

Ψ(a, c; x) =
1

Γ(a)

∫ ∞

0

e−xtta−1(1 + t)c−a−1 dt (Re a > 0)

xy′′(x)+(c−x)y′(x)−
ay = 0 Re x > 0 n,m(r)

2hr′′(r) +
[
h
(
3− (−1)n − 2Δn,m

)
+ r

]
′(r) +

(3
2
−Δn,m

)
(r) = 0,∫ ∞

0

(r) dr = h, (r) > 0.

n m r → 0

n,m(r) →

⎧⎪⎨
⎪⎩
const n Δn,m > 1,

const ln 1
r

n Δn,m = 1.

r → ∞
(r) → const r

(−1)n

2 e−
r
2h .

P[n,m]

ψ(z̄) =
∞∑
j=0

ψj z̄
j (z ∈ C)

〈ϕ, ψ〉n,m =

∫
C

ϕ(z̄)ψ(z̄) dμn,m(z, z̄), dμn,m(z, z̄) =
1

2πh
n,m(|z|2) dz dz̄.

P[n,m]

ρn,mk (z̄) = γn,m
k z̄k, γn,m

k =

√
(Δn,m + 1

2
)k

k!(Δn,m + 1+(−1)n
2

)k(2h)k
, k ∈ Z+.
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n m
P[n,m]

◦
A0 = h

(
2m− n+ 2z̄

d

dz̄

)
,

◦
A− = hz̄

d

dz̄
◦
B = 2hz̄

(
m−

[n
2

]
+

1

2
+ z̄

d

dz̄

)
,

◦
C = 4h2

(
m−

[n+ 1

2

]
+ 1 + z̄

d

dz̄

) d

dz̄

Ω = Ω[n,m]

d = h(n− 2m) < 0.

R
def
= (A0,A−,B,C)
H χn,m

0 ∈ H

Cχn,m
0 = 0, A0χ

n,m
0 = h(2m− n)χn,m

0 , A−χ
n,m
0 = 0.

H

Hn,m
z = Γ

(
m−

[n+ 1

2

])(√zB

2h

)[n+1
2

]−m
Im−[n+1

2
]

(√zB

h

)
χn,m
0 =

=
∞∑
k=0

Γ(m− [n+1
2
] + 1)

k!Γ(k +m− [n+1
2
] + 1)

( zB

4h2

)k

χn,m
0 ,

z ∈ C

Iν(y) =
∞∑
k=0

1

k!Γ(k + ν + 1)
(
y

2
)2k+ν

H[n,m] ⊂ H H

χn,m
0

Hn,m
z =

∞∑
k=0

ρn,mk (z̄)χn,m
k ,

{ρn,mk } P[n,m]

{χn,m
k } =

Γ(m− [n+1
2
] + 1)

k! γn,m
k Γ(k +m− [n+1

2
] + 1))

( B

4h2

)k

χn,m
0 , k ∈ Z+
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H[n,m] ⊂ H

{χn,m
k }

A0 A− A0 A−

A0χ
n,m
k = h(2m− n+ 2k)χn,m

k , A−χ
n,m
k = hkχn,m

k .

{Hn,m
z | z ∈ C} H[n,m]

Ψ ∈ H[n,m]

Ψ =

∫
C

(Ψ,Hn,m
z )HH

n,m
z dμn,m(z, z̄).

L2(R3)

R = R̂ = (Â0, Â−, B̂, Ĉ)
H = L2(R3) {χn,m

k }
χn,m
k (x+, x−, x0) = cn,mk (

√
2ξ̂∗+ − ξ̂∗0)

m(ξ̂∗+ +
√
2ξ̂∗0)

k(ξ̂∗−)
2m−n+2kχ0,0

0 (x+, x−, x0).

χ0,0
0 (x+, x−, x0) =

1

(πh)3/4
exp

{
− x2

+ + x2
− + x2

0

2h

}

ξ̂j =
1√
2
(xj + ip̂j)

ξ̂jχ
0,0
0 = 0, j ∈ {+,−, 0};

cn,mk

cn,mk =
1√

3m+kh3m+3k−n(2m− n+ 2k)!m!k!
.

L2(R3)

R
H

Kn,m(z′, z′′)
def
= (Hn,m

z′ ,Hn,m
z′′ )H.

Kn,m(z′, z′′) =
∞∑
k=0

ρn,mk (z′) ρn,mk (z′′) =
∞∑
k=0

γn,m
k (z′z′′)k =

= Φ
(
Δn,m +

1

2
,Δn,m +

1

2
+

(−1)n

2
;
z′z′′

2h

)
def
= kn,m(z′z′′).
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Φ(a, c; x) =
∑∞

k=0
(a)k
k!(c)k

xk

kn,m(r)

2hrk′′(r) +
[
2h

(
Δn,m +

1

2
+

(−1)n

2

)
− r

]
k′(r)− (Δn,m +

1

2
)k(r) = 0, k(0) = 1.

Kn,m(z′, z′′)
P[n,m]

∫
Kn,m(z′, z)Kn,m(z′, z′′) dμn,m(z, z̄) = Kn,m(z′, z′′),

dμn,m(z, z̄) Kn,m

P[n,m]

Hn,m
z

A0H
n,m
z =

◦
A0H

n,m
z , A−Hn,m

z =
◦
A−Hn,m

z ,

BHn,m
z =

◦
CHn,m

z , CHn,m
z =

◦
BHn,m

z .

◦
Aj

◦
B

◦
C

◦
Aj

◦
B

◦
C

z

H : P[n,m] → H[n,m]

H(ϕ)
def
=

∫
ϕ(z̄)Hn,m

z dμn,m(z, z̄), ϕ ∈ P[n,m].

H : P[n,m] → H[n,m]

(H−1Ψ)(z̄) = (Ψ,Hn,m
z )H ∀Ψ ∈ H[n,m].

w ∈ C H
kn,m(wz̄) Hn,m

w

R ◦ H = H ◦
◦
R, R = (A0,A−,B,C),

◦
R = (

◦
A0,

◦
A−,

◦
B,

◦
C),

H R

H
◦
R

P[n,m]
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Λ

Ω[n,m] d = h(n−2m) < 0
Λ

Λ = {z = z(α)},
z Ω[n,m] Λ

(
1

2πh

∫
Σ

ω0 − 1

4
m(Σ)

)
∈ Z

Σ ⊂ Ω[n,m] ∂Σ = Λ ω0

Ω[n,m] m(Σ)
Λ

hn,mα
der
=

√
z′(α) exp

{
i

h

∫ α

α0

θ0

}
Hn,m

z(α)(x+, x−, x0).

Hn,m
z(α)(x+, x−, x0)

L2(R3) θ0 ω0

Λ z′(α) ≡ dz(α)/dα
Λ

α ∈ Λ
Λ

aΛ(β|α) = (hn,mα , hn,mβ )L2(R3).

aΛ(β|α) =
√
z′(α)z′(β) exp

{
i

h

∫ α

α0

θ0 − i

h

∫ β

β0

θ̄0

}
kn,m(z(α), z(β)).

kn,m

Λ ⊂
Ω[n,m] aΛ φ, φ′ ∈ C∞(Λ)

(φ, φ′)Λ =

∫
Λ

dα

∫
Λ

dβ a(β|α)φ(α)φ′(β).

LΛ {φ|(φ, φ′)Λ = 0}
LΛ

LΛ aj ∈ C∞(Λ)

ak(α) =
√

z̄′(α) exp
{
− i

h

∫ α

α0

θ0

}
ρn,mk (z̄(α)),

ρn,mk
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LΛ Λ
{aj|j = 0, 1, . . . }

τΛ : LΛ → P[n,m]

τΛ(φ)(z̄)
def
=

∫
Λ

φ(α)
√
z′(α) exp

{
i

h

∫ α

α0

θ0

}
kn,m(z(α)z̄) dα

=
∞∑
k=0

ρn,mk (z̄)

∫
Λ

ak(α)φ(α) dα.

τΛ

P[n,m] LΛ Λ

n m
Λ ⊂ Ω[n,m]

Ǎ0 = |z|2 + h(2m− n− 1)− 2hD[z],

Ǎ− =
|z|2
2

− h

2
− hD[z],

B̌ =
2

z
(Ǎ− + h)

(
Ǎ0 +

h(3 + (−1)n)

2

)
= z̄

(
|z|2 + h

(
2m− 2

[n+ 1

1

]))
−

− 4hD
[
|z|2 + h

(
m−

[n+ 1

1

])]
+ 2h2(D[1]D[z] +D[z]D[1]),

Č = z
(
Ǎ0 − h(1 + (−1)n)

2

)
= z

(
|z|2 + h

(
2m− n− 1 + (−1)n

2

))
− 2hD[z2]

LΛ D[f ]
f(z, z̄)

Ω[n,m]

D[f ] =
f(z(α), z̄(α))

z′(α)
d

dα
+

1

2

d

dα

(
f(z(α), z̄(α))

z′(α)

)
.

Λ hα

LΛ

h : LΛ → L2(R3), h(φ)
def
=

∫
Λ

φ(α) hn,mα dα

Ř = (Ǎ0, Ǎ−, B̌, Č)
R̂ = (Â0, Â−, B̂, Ĉ) L2(R3)

R̂ ◦ h = h ◦ Ř.

h LΛ

L[n,m] L2(R3)
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Ω[n,m]
Λ ⊂ Ω[n,m]

L2(R3)
R = (A0,A−,B,C)

H

g(R)Φ = λΦ, Φ ∈ H,

g

Φ = H(ϕ) =

∫
C

ϕ(z̄)Hn,m
z dμn,m(z, z̄)

g(
◦
R)ϕ = λϕ, ϕ ∈ P[n,m].

◦
R

Ω[n,m]

ϕ(z̄) =
∞∑
j=0

ϕjρn,mj (z̄),

{ρn,mj } P[n,m]

Φ =
∞∑
j=0

ϕjχn,m
j ,

{χn,m
j } H[n,m] ⊂ H

Φ = h(φ) =

∫
Λ

φ(α)hn,mα dα,

Λ

g(Ř)φ = λφ, φ ∈ LΛ

Ř

ϕ = τΛ(φ),

τΛ

‖Φ‖H = ‖ϕ‖n,m = ‖φ‖Λ.
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L2(R3)

Ŝ0 H
n,m
z = hnHn,m

z , Ŝ1 H
n,m
z = hmHn,m

z ,

ϕ Φ = H(ϕ)

H = L2(R3) R = R̂

s
(
aÂ2

0 + b̂Â0 + ĉ− 1

2
(B̂ + Ĉ)

)
Φ = λΦ,

a b̂ ĉ
ϕ

s
(
a
◦
A

2

0 + b
◦
A0 + c− 1

2
(
◦
B +

◦
C)

)
ϕ(z̄) = λϕ(z̄),

z̄(2az̄ − 1)
d2ϕ

dz̄2
−

( z̄2

2h
−

(
2a(2m− n+ 1) +

b

h

)
z̄ +

(
m−

[n+ 1

2

]
+ 1

))dϕ
dz̄

−

−
( 1

2h

(
m−

[n
2

]
+

1

2

)
z̄ − a

2
(2m− n)2 − b

2h
(2m− n)− 1

2h2

(
c− λ

s

))
ϕ(z̄) = 0.

b c b̂ ĉ
Ŝ0 Ŝ1 hn hm

λn,m
k ϕn,m

k k ∈ Z+ λk ϕk ϕk

P[n,m]

ϕk(z̄) =
∞∑
j=0

ϕj
kρj(z̄).

Φk ∈ L[n,m]

Φk =
∞∑
j=0

ϕj
kχj.

ε � 1

E = En,m
k =

ω0h

2

(
n+

3

2

)
+

εh

4

(
6m− n+

3

2

)
+ ε2λk +O(ε3),

Ψ = Ψn,m
k =

∫
C

ϕk(z̄)UŨHn,m
z dμn,m(z, z̄) +O(ε) =

∞∑
j=0

ϕj
k UŨχn,m

k +O(ε).

λk ϕk(z̄)
U Ũ
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h
Λ ⊂ Ω[n,m]

h → 0

Ω[n,m] A0

A− B C z z̄
A0 A− B C

ad(A0) = −2iz
∂

∂z
+ 2iz̄

∂

∂z̄
, ad(A−) = −iz

∂

∂z
+ iz̄

∂

∂z̄
,

ad(B) = −2i(2|z|2 + h(2m− n))
∂

∂z
+ 2iz̄2

∂

∂z̄
,

ad(C) = −2iz2
∂

∂z
+ 2i(2|z|2 + h(2m− n))

∂

∂z̄
,

h → 0 Ǎ0, Ǎ−, B̌, Č

Ǎ0 = A0|Λ − h− ih
(
w̌A0 +

1

2
div w̌A0

)
+O(h2),

Ǎ− = A−|Λ − h

2
− ih

(
w̌A− +

1

2
div w̌A−

)
+O(h2),

B̌ = B|Λ − h(1− (−1)n)

2
z̄ − ih

(
w̌B +

1

2
div w̌B

)
+O(h2),

Č = C|Λ − h(1 + (−1)n)

2
z − ih

(
w̌C +

1

2
div w̌C

)
+O(h2).

A0, A−, B, C R
4 ⊃ Ω[n,m] w̌A0 , w̌A− , w̌B, w̌C

ad(A0), ad(A−), ad(B), ad(C) Λ ⊂ Ω[n,m]
∂/∂z̄ div w̌ w̌ Λ

dα

g(A0, B, C) = aA2
0 + bA0 + c− 1

2
(B + C)

g(Ǎ0, B̌, Č) = g(A0, B, C)|Λ − ih
(
w̌g(A0,B,C) +

1

2
div w̌g(A0,B,C)

)
+ hr(A0, B, C)|Λ +O(h2),

w̌g(A0,B,C) ad(g(A0, B, C)) Λ ∂/∂z̄ r

r(A0, B, C) = −2aA0 − b+
C +B

4A0

+
(−1)n(C − B)

4A0

.
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Λ ad(g(A0, B, C)) g(A0, B, C)|Λ =
const α Λ t

g(Ǎ0, B̌, Č) = const− ih
d

dt
+ hr(A0, B, C)|Λ +O(h2).

Λ

Λ

H200 = s
(
aA2

0 + bA0 + c− 1

2
(B + C)

)
= s g(A0, B, C)

Ω[n,m] a, b, c
Ŝ0 = hn Ŝ1 = hm

Λ(μ) = {H200 = s μ} = {g(A0, B, C) = μ}

y3 + Py +Q = 0,

P = 2ab− 4a2d− 3

4
, Q = ab− 1

4
, d = h(n− 2m).

D =
(P
3

)3

+
(Q
3

)2

y1 =
3

√
−Q

2
+
√
D +

3

√
−Q

2
−

√
D,

y1 > −1/2

μ∗ =
1

16a3

(
y1+

1

2

)4

− 1

8a3

(
y1+

1

2

)3

+
( b

4a2
− d

2a

)(
y1+

1

2

)2

+
d

2a
(y1+

1

2
)+ ad2− bd+ c.

μ < μ∗ Ω[n,m]
{g(A0, B, C) = μ} μ = μ∗ Ω[n,m]

μ > μ∗

D > 0, μ > μ∗.

Ω[n,m]
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Λ(μ)

1

2πh

∫
ΣΛ(μ)

ω0 = k +
1

2
, k ∈ Z.

ω0 Ω[n,m] ΣΛ

Ω[n,m] Λ
S(μ) =

∫
ΣΛ(μ)

ω0

μ μ

μ = μk
def
= S−1

(
(2k + 1)πh

)
.

Λ Λk = Λ(μk) Λ
Tk

Ȟ200 Λk

Ȟ200 = s
(
μk − ih

d

dt
+ hr(A0, B, C)|Λk

+O(h2)
)
,

r s

φk(t) = exp
{ i

Tk

∫ Tk

0

r(A0, B, C)|Λk
dt− i

∫ t

0

r(A0, B, C)|Λk
dt
}

(modO(h)),

λk = s
(
μk +

h

Tk

∫ Tk

0

r(A0, B, C)|Λk
dt+O(h2)

)
.

ε = O(h) h � 1

E = En,m
k =

ω0h

2

(
n+

3

2

)
+
εh

4

(
6m−n+

3

2

)
+ε2

(
sμk+

hs

Tk

∫ Tk

0

r(A0, B, C)|Λk
dt
)
+O(h2),

μk

Ψ = Ψn,m
k =

1

Tk

∫ Tk

0

φk(t)U Ũ hn,mt dt+O(h).

hn,mt Λ φk Tk

U Ũ

15− 01− 08751− a
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SPECTRAL CLASTERS IN PLANAR PENNING 
TRAP WITH RESONANCE BREAKING 

OF AXIAL SYMMETRY

E.M. Novikova

National Research University Higher School of Economics

emnovikova@hse.ru

Received 15.11.2015

The spectral characteristics of a planar Penning trap with ring electrode and magnetic fi eld deviated from the 
axial direction are described.  The relations between physical parameters are found under which there arises a 
combined frequency resonance in the harmonic (quadratic) part of the Hamiltonian near the trap center.  The av-
eraged anharmonic part of the Hamiltonian is represented as a second order  ordinary differential operator with 
polynomial coeffi cients. The asymptotics of its eigenvalues and eigenfunctions is obtained. The formula for the 
asymptotics of eigenstates of the original trap Hamiltonian is found in spectral clasters near th eigenvalues of 
its harmonic part.
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Информация и правила для авторов   

Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:
НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -
трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель
из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -
ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -
же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим
проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -
лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -
ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние
по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -
де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -
ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть
крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных
на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во
Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это
увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -
ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -
те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -
лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные
со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -
ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -
т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -
ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как
правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -
ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны
ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -
лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -
ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей
на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.
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По ря док пред став ле ния ста тей
l В ре дак цию из на чаль но пред став ля ют ся:

ll файл статьи, файлы с иллюстрациями;
ll со про во ди тель ное пись мо, мож но в элек трон ной фор ме, со дер жа щее све де ния об

объ еме ста тьи и обо всех ав то рах (фа ми лии, име на, от че с т ва, пол ные на зва ния
мест ра бо ты, поч то вый ад рес с ин дек сом, но мер кон такт но го те ле фо на с ко дом
го ро да, элек трон ный ад рес ав то ра, от вет ствен но го за пе ре пи с ку с ре дак ци ей);
пред поч ти тель но, что бы это пись мо бы ло вы пол не но на блан ке уч реж де ния, в ко -
то ром ра бо та ет кто-то из ав то ров, бы ло за ве рен ное пе ча тью и со дер жа ло ут вер -
жде ние о воз мож но с ти от кры то го опуб ли ко ва ния ста тьи;

ll файл с пе ре во дом на ан г лий ский язык на зва ния ста тьи, фа ми лий и ини ци а лов ав -
то ров, аннотации, ключевых слов.

l Ав тор ские фай лы мо гут быть при сла ны на элек трон ный ад рес: papers@nano-journal.ru;
(резервный адрес в случаях затруднений с пересылкой: nano@miem.edu.ru) или пе ре -
да ны в ре дак цию на лю бом элек трон ном но си те ле. Ав то ры по лу ча ют из ре дак ции
под твер жде ние о по лу че нии их ма те ри а лов. 

l Те ле фон (факс) ре дак ции: +7 (495) 916-8876. Ад рес ре дак ции: Мос к ва 109028,
Б. Трех свя ти тель ский пер., 3/12, Мо с ков ский ин сти тут элек тро ни ки и ма те ма ти ки
(МИ ЭМ), комн. 449.

Об щие тре бо ва ния к пред став ля е мым фай лам 
l До пу с ка ет ся ис поль зо ва ние тек с то вых ре дак то ров WORD  и  LATEX.

К  рабочим фай лам  долж на быть при ло же на их pdf-ко пия.  В на зва нии фай лов ис поль -
зу ет ся ла тин ский ал фа вит, про бе лы за ме ня ют ся зна ком _. Шап ка ста тьи со дер жит на -
зва ние, ини ци а лы и фа ми лии ав то ров, ме с то ра бо ты, элек трон ный ад рес, крат кую ан -
но та цию, клю че вые сло ва. В ан но та ции не сле ду ет ис поль зо вать фор му лы и ссыл ки на
текст ра бо ты или спи сок ли те ра ту ры; в кон це она долж на со дер жать ин декс УДК 
(к ан г лий ской вер сии ан но та ции мож но до ба вить ин дек сы за ру беж ных ру б ри ка то ров).

l Объ ем крат ких со об ще ний 4-8 стра ниц, ис сле до ва тель ских ста тей, как пра ви ло, до
20 стра ниц, а об зо ров – более 20 стра ниц. Верх няя гра ни ца со гла су ет ся с ред кол ле -
ги ей. При под сче те объ ема нуж но ори ен ти ро вать ся на стра ни цы фор ма та А4, шрифт
12, зна ков в стро ке 80, ин тер ва лов меж ду стро ка ми 1.

l Ав то ры не долж ны зло упо т реб лять со кра ще ни я ми, со став лен ны ми из за глав ных на -
чаль ных букв тер ми нов. Пред поч ти тель ней каж дый раз ис поль зо вать пол ное на име -
но ва ние объ ек та. Воз мож но ис поль зо ва ние толь ко ус то яв ших ся аб бре ви а тур. 

Тре бо ва ния к фай лам Word
l Ре ко мен ду е мый шрифт – Times New Roman. 
l Стро ки в пре де лах аб за ца не долж ны раз де лять ся сим во лом воз вра та ка рет ки (Enter). 
l Нель зя ис поль зо вать ав то ма ти че с кое со зда ние сно сок, ав то ма ти че с кий пе ре нос или

ав то ма ти че с кий за прет пе ре но сов, со зда ние спи с ков, ав то ма ти че с кий от ступ и т.п. 
l Ссыл ки на спи сок ли те ра ту ры да ют ся ци ф ра ми в ква д рат ных скоб ках: [1], [5,6,7], 

[1-9].
l Все без ис клю че ния фор му лы и обоз на че ния раз мер но с ти, да же со сто я щие из од ной

ла тин ской бу к вы, и в тек с те и вы не сен ные в от дель ную стро ку, все г да на би ра ют ся
в фор муль ном ре дак то ре и ни ко г да – в обыч ном тек с то вом ре дак то ре.
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l При со зда нии таб ли цы ре ко мен ду ет ся ис поль зо вать воз мож но с ти Word или MS
Excel. Таб ли цы, на бран ные вруч ную (с по мо щью боль шо го чис ла про бе лов), не при -
ни ма ют ся. 

Тре бо ва ния к ил лю с т ра ци ям 
l Иллюстрации представляются в отдельных файлах, черно-белыми. Они должны

иметь разрешение не менее 600 dpi.
l Фор ма ты фай лов – TIFF, EPS, PSD, JPEG. 

Тре бо ва ния к спи с ку ли те ра ту ры 
l Ф.И.О. ав то ров или ре дак тров вы де ля ют ся кур си вом.  
l Для ста тей при во дит ся на зва ние. На зва ния от де ля ют ся от вы ход ных дан ных зна ком

//. Рас по ло же ние вы ход ных дан ных ука за но на об раз це ни же. Но мер то ма вы де ля ет -
ся жир ным шриф том, но мер вы пу с ка да ет ся в скоб ках. Ука зы ва ют ся но ме ра пер вой
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