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В работе исследуются условия существования двухпалубной структуры пограничного слоя в типовых 
задачах обтекания несжимаемой вязкой жидкостью поверхностей с малыми неровностями (периоди-
ческими или локализованными) при больших значениях числа Рейнольдса. Определены характерные 
масштабы (степени малого параметра, входящие в решение), приводящие к двухпалубной структуре, 
и получено формальное асимптотическое решение задачи о течении в аксиально-симметричной трубе 
и двумерном канале с малыми периодическими неровностями на стенке. Доказано существование ква-
зистационарного решения и его устойчивость для уравнения типа Рэлея, описывающего осцилляции 
течения на верхней палубе пограничного слоя двухпалубной структуры (т.е. в области классического 
пограничного слоя Прандтля) для задачи обтекания полубесконечной пластины с периодическими не-
ровностями. Для задачи обтекания пластины с локализованной неровностью типа горбика, ступеньки 
или излома в виде угла получено формальное асимптотическое решение, имеющее также двухпалубную 
структуру. Для всех полученных уравнений построены алгоритмы численного решения и приведены 
результаты их применения.

УДК 517.95

1. Введение

1.1. Общая постановка задачи

Данная работа является обобщением работ [3; 6; 10—12; 62—66]. В работе иссле-
дуется задача обтекания вязкой несжимаемой жидкостью различных поверхностей с
малыми неровностями при больших числах Рейнольдса Re. В качестве обтекаемых
поверхностей рассматриваются:
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1. полубесконечная пластина с малыми периодическими неровностями на ней;

2. полубесконечная пластина с малой локализованной неровностью типа горбика,
ступеньки или излома в виде угла;

3. аксиально-симметричная труба и двумерный канал с малыми периодическими
неровностями на стенках.

Неровности на обтекаемой поверхности S для всех рассмотренных случаев имеют
следующий вид:

ys = εαμ(x, x/εβ), (1.1)

где ε = Re−1/2 — малый параметр, степени малого параметра α и β различны для
случаев пластины и канала/трубы (конкретные значения α и β приведены далее, см.
начало разделов 2–4), а функция μ(x, ξ) является либо периодической по аргументу ξ,
либо стабилизирующейся.

Исследуемые задачи описываются уравнениями Навье–Стокса и неразрывности
(см., например, [72]): {〈

U,∇〉U = −∇p+ ε2�U,〈∇,U
〉
= 0,

(1.2)

где U — двумерный или трехмерный вектор скорости, p — давление. Система урав-
нений (1.2) дополняется граничными условиями прилипания к поверхности S:

U
∣∣
S
= 0, (1.3)

а для задач обтекания пластины ставятся дополнительные граничные условия —
условия согласования с внешним потоком, см. (2.6).

Особенностью рассмотренных задач является то, что они имеют одну и ту же
структуру решения, а именно — двухпалубную структуру пограничного слоя, со-
стоящую из тонкого пристеночного пограничного слоя и классического погранслоя
Прандтля. Основной целью данной работы является исследование условий существо-
вания двухпалубной структуры пограничного слоя в перечисленных выше типовых
задачах обтекания.

Одним из основных результатов этой работы является определение условий суще-
ствования квазистационарного решения и исследование устойчивости этого решения
для уравнения типа Рэлея, возникающего в области классического пограничного слоя
Прандтля (на «верхней палубе» пограничного слоя c двухпалубной структурой) в за-
даче обтекания пластины с периодическими неровностями. Не менее важным полу-
ченным результатом является определение геометрических параметров неровностей
на поверхности, приводящих к двухпалубной структуре пограничного слоя в задачах
о течении в трубах и каналах, а также построение формального асимптотического
решения (имеющего двухпалубную структуру) для задачи обтекания пластины с
малой локализованной неровностью и для задач о течении жидкости в аксиально-
симметричной трубе и двумерном канале с малыми периодическими неровностями
на стенке.
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1.2. Основные типы решений уравнений Навье–Стокса в задачах
обтекания полубесконечных поверхностей

Исследование задач обтекания жидкостью различных поверхностей является од-
ной из наиболее интересных математических задач гидродинамики. При движении
вдоль поверхности вязкая жидкость не скользит по ней, а прилипает. Переход от
нулевой скорости на поверхности к скорости внешнего течения происходит в очень
тонком слое, который называется пограничным слоем. Вне этого слоя вязкость не
играет существенной роли.

Теория пограничного слоя была сформулирована Л. Прандтлем более 110 лет на-
зад. Впервые понятие пограничного слоя появилось в его работе [29]. Он исследовал
задачу обтекания вязкой несжимаемой жидкостью полубесконечной пластинки при
больших значениях числа Рейнольдса и получил, что вязкость оказывает влияние
только в тонком слое вблизи поверхности пластины, который он назвал погранич-
ным слоем, см. рис. 1.1. Исходные уравнения Навье–Стокса (1.2) (U = (uB, vB)) в
области пограничного слоя упрощаются:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uB
∂uB

∂x
+ vB

∂uB

∂τ
= −∂p

∂x
+

∂2uB

∂τ 2
,

∂p

∂τ
= 0,

∂uB

∂x
+

∂vB
∂τ

= 0,

(1.4)

где τ = y/ε, см. также [71; 74; 75; 97]. Эта система уравнений носит название системы
уравнений пограничного слоя Прандтля. Заметим, что уравнения (1.4), в отличии от
уравнений Навье–Стокса (1.2) (содержащих малый параметр при старших производ-
ных), не содержат вязкость (параметра при старших производных), т.е. не зависят
от числа Рейнольдса Re = LV/ν (L — характерная длина, V — характерная ско-
рость, ν = η/ρ — кинематическая вязкость жидкости, η — динамическая вязкость
жидкости, ρ — плотность жидкости), которое входит в уравнения (1.4) только как
параметр масштаба по вертикальной, т.е. нормальной к поверхности, переменной τ).

Решение системы уравнений (1.4) с граничным условием (1.3) для случая обтека-
ния полубесконечной плоской пластины было найдено Г. Блазиусом, см. [1]. Он свел
систему уравнений (1.4) к краевой задачи для обыкновенного дифференциального
уравнения на функцию тока f(γ):

2f ′′′ + f · f ′′ = 0, f(0) = f ′(0) = 0, f
∣∣
γ→∞ → 1. (1.5)

Рис. 1.1. Обтекание полубесконечной пластины: I — погранинчый слой Прандтля, II —
внешний поток
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Решение исходной системы (1.4), если принять что внешний поток u0 = 1, см. рис. 1.1
(а это всегда можно сделать с помощью обезрамеривания), выражается через функ-
цию f(γ), которая называется функцией Блазиуса, следующим образом:

uB = f ′(γ), vB =
1

2
√
x

(
γf ′(γ)− f(γ)

)
, (1.6)

где γ =
y

ε
√
x
, более подробно см. в [72; 74; 97].

Теория пограничного слоя Прандтля была большим шагом в исследовании задач
обтекания различных тел и внесла огромный вклад в развитие аэродинамики, а так-
же оказалась чрезвычайно полезным и практическим инструментом в инженерных
приложениях. Математически эта теория была строго формализована значительно
позже с помощью метода сращивания (или согласования) асимптотических разло-
жений, см. [58; 70], который был развит и строго обоснован позднее М.А. Ильиным,
см. [69].

Вопросы существования, единственности и устойчивости решений системы урав-
нений пограничного слоя Прандтля были рассмотрены в работах Г. Вейля [50],
Н.С. Пискунова [84], О.А. Олейник [79; 80] и др. Позже все полученные результа-
ты были обобщены в монографии О.А. Олейник и В.Н. Самохина [81], в которой
наряду с вопросами существования, единственности и устойчивости решений также
представлены их качественные свойства и асимптотическое поведение.

Отметим, что пограничный слой возникает не только в задачах обтекания поверх-
ности, но и в других задачах течения жидкости, например, в задаче о стационарном
истечении осесимметричной струи вязкой несжимаемой жидкости из трубы круглого
сечения в свободное пространство, см. работу В.В. Пухначева и В.С. Белоносова [85].

После появления теории пограничного слоя было предпринято много попыток
решения различных задач обтекания, однако не все они увенчались успехом. Труд-
ность заключалось в том, что при неблагоприятном градиенте давления величина
трения жидкости о стенку уменьшалась и становилась равной нулю, и в этой точке
нулевого трения xs решение имеет особенность. С. Гольдштейн показал (см. [13]),
что, если в точке xs производная скорости на стенке равна нулю, то решение уравне-
ний пограничного слоя Прандтля имеет неустранимую особенность и не может быть
непрерывно продолжено на область ниже по потоку от точки xs. Л.Д. Ландау устано-
вил, что при приближении к точке нулевого трения нормальная составляющая век-
тора скорости (т.е. компонента v в наших обозначениях) неограниченно возрастает,
а производная тангенциальной составляющей вектора скорости (т.е. компоненты u в
наших обозначениях) ∂u/∂y на поверхности обтекаемого тела в точке xs равна нулю,
см. [72]. В точке нулевого трения наблюдается отрыв ламинарного пограничного слоя
от поверхности обтекаемой пластины, а за ней образуется турбулентная (вихревая)
область возвратного течения, см. рис. 1.2 и [72].

Однако, при отрыве пограничного слоя происходит его вытеснение в область
внешнего потока, и возникает задача о взаимодействии пограничного слоя с внешним
потоком. Эта задача исследуется в работах Дж. Лайтхилла, см. [16; 17]. Он изучал
эффекты, оказывающие влияние на внешнее течение и эффект отрыва погранич-
ного слоя в задачах обтекания тел сверхзвуковым потоком. Задача заключается в
исследовании влияния малых возмущений на пограничный слой, когда внешний по-
ток является сверхзвуковым. Он рассматривал взаимодействие (с математической
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Рис. 1.2. Схематичное изображение отрыва пограничного слоя, xs — точка нулевого
трения

точки зрения) с помощью малых возмущений плоскопараллельного потока и линеа-
ризации уравнений Навье–Стокса вокруг него. В результате своих исследований он
пришел к гипотезе о том, что область, в которой происходит взаимодействие, раз-
деляется на 3 части: область невязкого течения, лежащая вне пограничного слоя,
в которой возмущения описываются линеаризованными уравнения невязкого сверх-
звукового течения; область соответствующая классическому пограничному слою; и
область около поверхности обтекаемого тела, в которой проявляются эффекты вяз-
кости. Важным результатом в работе [17] является найденный там масштаб ширины
области в которой происходит взаимодействие: она порядка O(ε3/4).

Работа Дж. Лайтхилла [17] была основой для появившейся позже в работе К. Стю-
артсона и П.Г. Вилльямса [47] и работе В.Я. Нейланда [78] трехпалубной теории по-
граничного слоя. В работе [47] рассмотрена задача обтекания полубесконечной пла-
стины сверхзвуковым потоком и, используя метод сращивания асимптотик (см. [58]),
построено асимптотическое решение уравнений Навье–Стокса (1.2) при Re → ∞.
В этих работах обнаружено, что пограничный слой имеет трехпалубную структуру,
состоящую из: «нижней палубы» — области пристеночного течения, «средней палу-
бы» — области классического пограничного слоя Прандтля и «верхней палубы» —
области вытеснения, находящейся во внешнем потоке (область взаимодействия те-
чения пограничного слоя с внешним потоком), см. рис. 1.3. В рамках этой теории
результаты Лайтхилла [17] являются ее линеаризацией. Взаимодействие устроено
следующим образом. Возмущение вязкого течения в нижней палубе, проходя через
среднюю палубу приводит к возмущению давления в верхней палубе, которое инду-
цирует градиент давления в нижней палубе. В пристеночной области (т.е. в нижней
палубе) течение описывается уравнениями Прандтля, но с индуцированным давле-
нием, т.е. градиент давления в них не является заранее заданной величиной, как
в теории Л. Прандтя [29], а определяется в процессе решения задачи во всей об-
ласти. В средней палубе компоненты скорости потока выражаются через скорость
Блазиуса (1.6). Более подробно это будет описано ниже. Теория трехпалубного по-
граничного слоя нашла отражение во множестве работ Ф.Т. Смита [33; 36–41; 43;
44], К. Стюартсона [45–47], О.С. Рыжова [31; 90—94], А.И. Рубана [87; 88], В.В. Сы-
чева [54; 89], В.Я. Нейланда [57; 76—78] и многих других [23–26].

Одной из первых работ по изучению задач обтекания тел с малыми неровностями
на поверхности является работа Ф.Т. Смита [36]. Он рассматривал задачу обтекания
полубесконечной плоской пластины с локализованной неровностью на ней — малым
горбиком цилиндрической формы, находящимся на некотором расстоянии L от ее
края, см. рис. 1.3, имеющий следующий вид (в обозначениях, которые используются
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в данной работе, ε = Re−1/2):

ys = ε5/4μ
(
x/ε3/4

)
, (1.7)

где μ(ξ) — функция солитонного типа: μ
∣∣
ξ→−∞ = μ

∣∣
ξ→∞ = 0. До этой работы такую

задачу рассматривал Дж. Хант [14], однако полученная им модель верна только для
горбиков очень малой высоты и ширины, а сами эти результаты являются частным
случаем решения, полученного в [36], имеющего трехпалубную структуру, подоб-
ную [47]: пограничный слой разделяется на 3 области: «нижняя палуба», «среднюю
палуба» и «верхняя палуба», см. рис. 1.3.

Полученное в [36] асимптотическое решение описанной выше задачи имеет следу-
ющий вид (ниже используются следующее обозначение: верхний индекс над функци-
ей обозначает номер палубы согласно рис. 1.3, в которой эта функция определена).
• На верхней палубе (III):

u = 1 + ε1/2uIII
1 (ξ, ρ) + . . . , v = ε1/2vIII1 (ξ, ρ) + . . . , p = ε1/2pIII1 (ξ, ρ) + . . . , (1.8)

где ξ = x/ε3/4, ρ = y/ε3/4, а функции uIII
1 , vIII1 , pIII1 являются решением следующей

системы уравнений:

∂uIII
1

∂ξ
+

∂vIII1

∂ρ
= 0,

∂uIII
1

∂ξ
+

∂pIII1

∂ξ
= 0,

∂vIII1

∂ξ
+

∂pIII1

∂ρ
= 0. (1.9)

• В средней палубе (II):

u = uB(τ) + ε1/4uII
1 (ξ, τ) + . . . , v = ε1/2vII1 (ξ, τ) + . . . , p = ε1/2pII1 (ξ, τ) + . . . , (1.10)

где ξ = x/ε3/4, τ = y/ε, uB — профиль течения Блазиуса (см. (1.6)), а функции uII
1 ,

vII1 , pII1 являются решением следующей системы уравнений:

∂uII
1

∂ξ
+

∂vII1
∂τ

= 0, uB
∂uII

1

∂ξ
+ vII1

∂uB

∂τ
= 0,

∂pII1
∂τ

= 0. (1.11)

• На нижней палубе (I):

u = ε1/4uI
1(ξ, θ) + . . . , v = ε3/4vI1(ξ, θ) + . . . , p = ε1/2pI1(ξ, θ) + . . . ,

Рис. 1.3. Трехпалубная структура в задаче обтекании локализованного горбика:
I — нижняя палуба (пристеночный слой); II — средняя палуба; III — верхняя палуба;
IV — область внешнего потока; u0 = 1, uB — профиль течения Блазиуса, см. (1.6)
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где ξ = x/ε3/4, θ = y/ε5/4, а функции uI
1, vI1, pI1 являются решением системы уравнений

Прандтля с индуцированным давлением:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uI
1

∂ξ
+

∂vI1
∂θ

= 0,

uI
1

∂uI
1

∂ξ
+ vI1

∂uI
1

∂θ
= −∂pI1

∂ξ
+

∂2uI
1

∂θ2
,

∂pI1
∂θ

= 0.

(1.12)

Система уравнений на функции, описывающие течение в средней палубе (1.11)
легко разрешима:

uII
1 = A(ξ)u′B(τ), vII1 = −A′(ξ)uB(τ), (1.13)

где функция A(ξ) (т.н. функция вытеснения) — константа интегрирования, которая
должна удовлетворять условию A

∣∣
ξ→−∞ → 0. Все уравнения дополняются условиями

согласования (λ = u′B(0)):

lim
θ→∞
(
uI
1 − λθ

)
= λA, (1.14)

vIII1 (ξ, 0) = lim
τ→∞

vII1 = −A′(ξ), (1.15)

pII1 (ξ, 0) = lim
θ→∞

pI1, pIII1 (ξ, 0) = lim
τ→∞

pII1 . (1.16)

Из последних уравнений систем (1.11), (1.12) и условий согласования (1.16) сле-
дует, что

pIII1 (ξ, 0) = pII1 (ξ) = pI1(ξ). (1.17)

Решение системы уравнений на верхней палубе (1.9) имеет вид (см. [20])

uII
1 (ξ, τ) =

1

π

∞∫
−∞

vII1 (q, 0)(ξ − q)

(ξ − q)2 + τ 2
dq, vII1 (ξ, τ) =

1

π

∞∫
−∞

vII1 (q, 0)τ

(ξ − q)2 + τ 2
dq, (1.18)

где τ �= 0, а

uII
1 (ξ, 0) = −pII1 (ξ, 0) =

1

π

∞∫
−∞

vII1 (q, 0)

ξ − q
dq, vII1 (ξ, 0) =

1

π

∞∫
−∞

pII1 (q, 0)

ξ − q
dq. (1.19)

Индуцированное давление выражается следующим образом:

pI1(ξ) =
1

π

∞∫
−∞

A′(ξ)
ξ − q

dq. (1.20)

Система уравнений на нижней палубе (1.12) дополняется условиями прилипания
к обтекаемой поверхности (1.7):

uI
1

∣∣
θ=μ

= vI1
∣∣
θ=μ

= 0.

Отметим, что трехпалубная структура пограничного слоя является сильно свя-
занной системой. Течение на верхней палубе зависит от течения в нижней палубе
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через функцию вытеснения A(ξ), а течения на нижней и средней палубах зависят
от течения на верхней палубе через давление. Роль средней палубы заключается
лишь в посредничестве переноса давления и эффекта вытеснения между нижней и
верхней палубы. Данная задача может быть решена только во всей совокупности,
т.е. невозможно найти решение, например, только в нижней палубе, не находя реше-
ний в остальных областях. Более подробно трехпалубная структура представлена в
работах [20; 26; 45].

Трехпалубная структура была также обнаружена при исследовании задачи об-
текания пластины с малыми периодическими неровностями при больших значениях
числа Рейнольдса в работе В.Г. Данилова и К.Ю. Россинского [68]. В этой работе
рассматривалось обтекание вязкой несжимаемой жидкостью полубесконечной пла-
стины с периодической неровностью, параметры которой точно такие же, как и в
работе Ф.Т. Смита [36]:

ys = ε5/4μ(x, ξ), ξ = x/ε3/4,

но функция μ(x, ξ) отличается от [36]: она является 2π-периодической по аргумен-

ту ξ и имеет нулевое среднее, т.е.
2π∫
0

μ(x, ξ) dξ = 0, в то время, как уже было на-

писано выше, в работе [36] функция μ(x, ξ) была солитонного типа. Отметим, что
периодичность функции μ приводит к необходимости применения помимо метода
погранслойного раззложения еще и метода осреднения, см. ниже.

В работах Ж. Мосса [18; 19] исследовались масштабы, приводящие к возникно-
вению трехпалубной структуры. Важным результатом, полученным в [19] является
тот факт, что наряду с трехпалубной структурой пограничного слоя возможна и
двухпалубная, но при других масштабах неровности.

Независимо от работы Ж. Мосса [19] и раньше нее, в работе В.Г. Данилова и
М.В. Макаровой [6] (см. также [7]) изучалась задача обтекания вязкой несжимаемой
жидкостью пластины с малыми периодическими неровностями при больших значе-
ниях числа Рейнольдса. Неровности имели следующий вид:

ys = ε4/3μ(x, x/ε), (1.21)

где μ(x, ξ) — 2π-периодическая функция с нулевым средним. Как уже было написано
выше, одна из особенностей решения такой задачи заключается в применение, поми-
мо метода погранслойного разложения, еще и метода осреднения, более подробно см.
в разделе 2.

Как видно из уравнения (1.21), параметры неровности (масштаб) отличен от па-
раметров из работ, в которых получена трехпалубная структура [36; 68] и совпадает
с параметрами из работы [19]. Эти параметры выбраны не случайным образом: дли-
на волны неровности (ξ = x/ε) совпадает с масштабом классического пограничного
слоя (τ = y/ε). В работе [6] получена структура пограничного слоя, отличная от
классической трехпалубной структуры — двухпалубная структура, см. рис. 1.4. Вза-
имодействие устроено схожим образом: возмущение течения в нижней палубе (воз-
никающее из-за неровностей на поверхности) приводит к возмущению давления в
средней палубе, которое индуцирует градиент давления в нижней палубе. Однако,
основное отличие заключается в том, что возмущения, возникшие в нижней палубе,
затухают в классическом пограничном слое (средней палубе), не оказывая влияния
на внешний поток. Тем самым, исчезает задача о взаимодействии пограничного слоя
с основным потоком.
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Рис. 1.4. Двухпалубная структура в задаче обтекания пластины с периодическими
неровностями: I — нижняя палуба (пристеночный пограничный слой); II — средняя
палуба (классический пограничный слой); III — область внешнего течения; u0 = 1

Приведем кратко результаты, полученные в работе [6], с целью сравнения с при-
веденными выше (и ниже) результатами из других работ. Далее используются сле-
дующие обозначения: для любой функции g(x, ξ) через ḡ(x) обозначается ее среднее

(т.е. ḡ(x) = 1
2π

2π∫
0

g(x, ξ) dξ), а через g̃(x, ξ) = g(x, ξ) − ḡ(x) — осциллирующая часть,

подробнее см. определение 2.1. Верхние индексы над функциями обозначают номер
области (согласно рис. 1.4), в которых они определены (согласно определению 2.3).

В работе [6] получена следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть x � δ > 0. Тогда формальное асимптотическое решение име-
ет следующий вид:

u(x, y) = uB(x, τ) + ε1/3
(
uI
1(x, ξ, θ) + uII

1 (x, ξ, τ)
)
+O(ε2/3),

v(x, y) = ε2/3
(
vI2(x, ξ, θ) + ṽII2 (x, ξ, τ)

)
+O(ε),

p(x, y) = p0 + ε2/3p̃II2 (x, ξ, τ) +O(ε),

(1.22)

где θ = −μ+ y/ε4/3, τ = y/ε, ξ = x/ε, а uB — профиль течения Блазиуса (см. (1.6)).
Функции uI

1 и vI2 определяются следующими соотношениями:

uI
1 = u∗1 − uII

1

∣∣
τ=0

− θ
∂uB

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, vI2 = v∗2 − ṽII2
∣∣
τ=0

,

где функции u∗1 и v∗2 являются решением краевой задачи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u∗1

∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

− u∗1
∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ

+
∂v∗2
∂θ

= 0,

(1.23)

u∗1
∣∣
θ=0

= v∗2
∣∣
θ=0

= 0, lim
θ→∞

v∗2 = 0, u∗1
∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

lim
θ→∞

(
∂u∗1
∂θ

− ∂uB

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

)
= 0, lim

θ→∞

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂uB

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

)
= 0.

Система уравнений (1.23) есть не что иное, как система уравнений Прандтля с ин-
дуцированным давлением (слагаемые с множителями ∂μ/∂ξ обусловлены заменой
переменных, в которых поверхность пластины будет плоской, см. [6]).
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Функция ṽII2 удовлетворяет задаче

u0

(
∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

)
− ṽII2

∂2uB

∂τ 2
= 0, (1.24)

ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2, lim
τ→∞

ṽII2 = 0, ṽII2
∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

.

Функция ũII
1 имеет вид ũII

1 = μ
∂uB

∂τ
. Функция uII

1 является решением следующей
задачи (линеаризованных уравнений Прандтля)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

uB
∂uII

1

∂x
+ uII

1

∂uB

∂x
+ v∗3

∂uII
1

∂τ
+ v∗4

∂uB

∂τ
− ∂2uII

1

∂τ 2
= 0,

∂uII
1

∂x
+

∂v∗4
∂τ

= 0

с некоторыми естественными граничными условиями, однако она не играет роли,
при исследовании характера течения в пограничном слое. Давление определяется
соотношением

∂p̃II2
∂ξ

= uB
∂ṽII2
∂τ

− ṽII2
∂uB

∂τ
, p0 = const. (1.25)

Уравнение (1.24) называется уравнением типа Рэлея (см. [53]) и ранее не было
исследовано в литературе. В разделе 2 доказывается существование и единственность
его решения, а также его устойчивость для нестационарного случая.

Также отметим, что построение асимптотического решения в работе [6] явля-
ется строгим, в отличие от вывода решения в работе [36], ввиду того что в рабо-
те [6] асимптотическое решение строится во всей области (см. (1.22)), а в работе [36]
(см. также [20]) асимптотические разложения выводятся отдельно в каждой области
(см. (1.8), (1.10), (1.12)), тем самым при их подстановке в уравнения Навье–Стокса
не учитываются произведения вида f I

i g
II
j и подобные им.

Помимо асимптотических решений, имеющих многопалубные структуры погра-
ничных слоев, в литературе известны другие погранслойные структуры, например,
теория асимптотических решений с внутренними пограничными слоями, развивае-
мая А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузовым, Н.Н. Нефедовым и др., см. [27; 59; 60].

В работах [22; 32; 42; 51; 52] рассматривалась задача о течении струи вдоль пла-
стины («затопленная струя»), поверхность на поверхности которой имелись малые
неровности, подобные рассматриваемым нами (локализованный горбик, ступенька,
угол), но с другими параметрами: ys = ε9/7μ(ξ), ξ = (x−x0)/ε

6/7, ε = Re−1/2. Асимп-
тотическое решение задачи, рассматриваемой в работе [42] имеет вид

u = uII
0 (τ) + ε2/7

(
uII
1 (ξ, τ) + uI

1(ξ, θ)
)
+O(ε8/7),

v = ε3/7vII1 (ξ, τ) + ε5/7vI1(ξ, θ) +O(ε8/7), (1.26)

p = ε4/7
(
pII1 (ξ, τ) + pI1(ξ)

)
+O(ε8/7),

где τ = y/ε, θ = y/ε9/7, а функция uII
0 обладает следующими свойствами:

uII
0 → 0.5kτ, y → 0, uII

0 → 0, y →∞.



Асимптотики решений задач обтекания несжимаемой жидкостью поверхностей с малыми неровностями... 15

Полученное решение имеет двухпалубную структуру пограничного слоя, однако она
имеет ряд серьезных отличий от структуры, полученной в данной работе.

В классическом пограничном слое (II) в работе [42] получаются уравнения, от-
личные от полученного в [6] уравнения типа Рэлея (1.24):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uII
0

∂uII
1

∂ξ
+ vII1

∂uII
0

∂τ
= 0,

∂uII
1

∂ξ
+

∂vII1
∂τ

= 0,

uII
0

∂vII1
∂ξ

= −∂pII1
∂τ

(1.27)

Эта система легко разрешается:

vII1 = −A′(ξ)uII
0 (τ), uII

1 = A(ξ)
∂uII

0

∂τ
, pII1 = A′′(ξ)

τ∫
0

(
uII
0

)2
dτ ′ + pI1(ξ),

где A(ξ) и pI1(ξ)— константы интегрирования. Для A(ξ) ставится условие A(−∞) = 0,
а pI1(ξ) определяется из условия pII1

∣∣
τ→∞ → 0:

pI1(ξ) = −A′′(ξ)
∞∫
0

(
uII
0

)2
dτ ′,

откуда следует, что

pII1 = −A′′(ξ)
∞∫
τ

(
uII
0

)2
dτ ′. (1.28)

Однако, это решение не годиться для задачи обтекания пластины, где основное те-
чение есть течение Блазиуса, т.е. в случае когда uII

0 = uB. В этом случае интеграл

в (1.28) расходится
( ∞∫

τ

(
uB

)2
dτ ′ =∞

)
.

В тонком пограничном слое (I) уравнения, полученные в [42] (см. также [51; 52]):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
uI
1

∂uI
1

∂ξ
+ vI1

∂U I
1

∂θ
= −∂pI1

∂ξ
+

∂2uI
1

∂θ2
,

∂uI
1

∂ξ
+

∂vI1
∂θ

= 0,

uI
1

∣∣
θ=0

= vI1
∣∣
θ=0

= 0, uI
1

∣∣
θ→∞ → 0.5k(θ + A(ξ)), uI

1

∣∣
ξ→−∞ → 0.5kθ,

vI1
∣∣
ξ→−∞ → 0, pI1

∣∣
ξ→−∞ → 0

аналогичны полученным в работе [6] уравнениям (1.23). Роль функции A(ξ) в на-
шем случае играет слагаемое ṽII1

∣∣
θ→∞, похожим образом формирующее давление в

пристеночной области, см. (1.25).
Двухпалубная структура, аналогичная [42], была также обнаружена в работе [9],

где изучалось течение слоя жидкости вдоль поверхности, имеющей форму выпук-
лого угла при больших значениях числа Рейнольдса. Им также были получены ли-
неаризованные решения для малых углов. В работе [22] рассмотрено течение вдоль
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вертикальной поверхности с малыми неровностями типа горбика и ступеньки. В ре-
зультате получено, что решение имеет двухпалубную структуру, аналогичную [32;
42]. Для совсем малых неровностей (высота которых � 1) получены аналитические
и численные решения.

В разделе 3 получено асимптотическое решение такой задачи для случая обтека-
ния пластины течением Блазиуса, имеющее двухпалубную структуру, похожую на
полученную в задаче обтекания пластины с периодическими неровностями в [6].

Задача о течении вязкой несжимаемой жидкости при больших значениях числа
Рейнольдса в каналах изучается в разных ситуациях разными авторами. Например,
течение жидкости с нелинейной вязкостью исследовано в работах А.М. Блохина и
др., см. [2; 56], а течение в двумерном канале (а также в симметричной трубе) с
малыми локализованными неровностями на стенках было рассмотрено в работах
Ф.Т. Смита [34; 35] и работах Ж. Мосса [5; 21]. Структура течения, полученная
в [34] приведена на рис. 1.5.

В данной работе рассматривается аналогичная задача, но для случая периодиче-
ских неровностях на стенках. Ввиду нелинейности задачи, периодические неровности
не могут рассматриваться как суперпозиция уединенных (локализованных) неровно-
стей. Более того, в работе [34] решение устроено так, что каждая из неровностей на
стенке вносит свой вклад в основное течение («core flow»), т.е. возмущение в погра-
ничном слое от неровности на одной стенке передается через основной поток в по-
граничный слой у другой стенки канала, что требует изменения граничного условия,
и это изменение достигает другой стенки и т.д. Очевидно, что в случае периодиче-
ских неровностей на стенках канала, такая структура течения приводит к задаче о
бесконечных отражениях.

Отметим, что возмущения течения могут быть вызваны не только неровностями
на стенке, но и, например, инжекцией жидкости через проницаемую стенку, см. [15].
В этом случае наблюдается похожая структура течения, но с другим аналитическим
описанием.

Задача о течении в канале была также рассмотрена в [48]. Однако, полученное
в [48] решение найдено в виде линейной аппроксимации при условии что течение
ламинарное. Также задача о течении в канале с волнообразными стенками, но с уче-
том конвективного теплопереноса, была рассмотрена в [8], где авторы, в отличие от
представленного в работе подхода, построили математическую модель исследуемой
задачи не используя напрямую систему уравнений Навье–Стокса, а используя неко-
торую модификацию модели k − ε турбулентного течения. Для численного решения
они использовали метод конечных элементов на неортогональной разностной сетке.

Рис. 1.5. Структура пограничного слоя в двумерном канале с неровностями из [34]:
I,III — пристеночнные слои, II — основное течение
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В разделе 4 получено асимптотическое решение, имеющее двухпалубную струк-
туру (см. рис. 1.6), в которой возмущение от неровности на стенке, возникающее в
пристеночном пограничном слое, не вносит вклад в основной поток (который есть
течение Пуазейля), а затухает в толстом пограничном слое, т.е. пограничный слой у
одной стенке не взаимодействует с пограничным слоем у другой стенки.

Полученное в разделе 4 решение похоже на решение, полученное для задачи обте-
кания пластинки с периодическими неровностями в работе [6]: уравнения, описыва-
ющее течение в тонком пристеночном слое совпадают (с точностью до коэффициен-
тов), а отличие заключается лишь в уравнениях, описывающих течение в толстом по-
граничном слое: для случая канала получено хорошо известное уравнение Лапласа,
а для случая пластинки, как уже было сказано ранее, — уравнение типа Рэлея (1.24),
исследование которого проводится в разделе 2. Однако, параметры (масштаб), опи-
сывающие неровность, и приводящие к двухпалубной структуре решения различны
для случаев канала и пластинки.

Это позволяет сделать вывод о том, что двухпалубная структура является свой-
ством модели Навье–Стокса, так же как и трехпалубная структура.

Перечисленные результаты были обсуждены и суммированы в диссертационной
работе [61], тексту которой мы ниже в значительной степени следуем.

2. Задача обтекания пластины с малыми периодическими
неровностями

2.1. Постановка задачи

Будем рассматривать нестационарное двумерное течение несжимаемой вязкой
жидкости вдоль зафиксированной в начале координат полубесконечной пластины
с малыми периодическими неровностями на поверхности при больших значениях
числа Рейнольдса Re, см. рис. 2.1. Будем считать, что набегающий поток плоскопа-
раллельный со скоростью U0 = (1, 0).

Рис. 2.1

Рис. 1.6. Двухпалубная структура пограничного слоя в двумерном канале с
периодическими неровностями I, I�— нижние палубы, II, II�— верхние палубы,

III — основное невозмущенное течение
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Как уже было сказано в разделе 1, эта задача описывается системой уравнений
Навье–Стокса и неразрывности, которая в нестационарном случае имеет следующий
вид: ⎧⎨⎩ε−2/3

∂U

∂t
+
〈
U,∇〉U = −∇p+ ε2�U,〈∇,U

〉
= 0,

(2.1)

где U = (u, v) — это вектор скорости, p — давление и ε = Re−1/2 — малый параметр.
Наличие коэффициента ε−2/3 перед производной по времени в (2.1) связано с тем,
что течение в окрестности поверхности имеет двухслойную структуру (см. рис. 2.2),
которая порождает специальную иерархию времен. Масштаб времени для флуктуа-
ций скорости в тонком пограничном слое существенно меньше, чем масштаб времени
для флуктуаций в пограничном слое Прандтля, см. ниже Теорему 2.1.

Мы считаем, что поверхность пластины описывается следующим уравнением:

ys = ε4/3μ
(
x, x/ε

)
, (2.2)

где функция μ(x, ξ) является 2π-периодической по аргументу ξ, имеет нулевое сред-
нее (в смысле Определения 2.1 ниже):

2π∫
0

μ(x, ξ) dξ = 0, (2.3)

и удовлетворяет следующему свойству:

∂kμ

∂xk
(x, ξ)

∣∣∣∣
x=0

= 0, k � 2. (2.4)

Система уравнений (2.1) дополняется граничным условием прилипания к поверх-
ности (2.2), которое имеет следующий вид:

U

∣∣∣∣ y=ys
x>0

=

(
0
0

)
, (2.5)

и условиями согласования с внешним потоком:

∂u

∂y

∣∣∣∣ y=0
x<0

= 0, v

∣∣∣∣ y=0
x<0

= 0, U

∣∣∣∣
y→±∞

→
(
1
0

)
, U

∣∣∣∣
x→−∞

→
(
1
0

)
. (2.6)

Задача (2.1), (2.5), (2.6) в стационарном случае была подробно изучена в [6] (см.
также [7]), и в разделе 1.2 были подробно приведены результаты из этой работы, см.
Теорему 1.1.

В этой задаче мы имеем дело с двумя типами быстрых переменных: периоди-
ческой переменной и переменной типа пограничного слоя. Хорошо известно, что в
случае периодической быстрой переменной необходимо разделять осциллирующую
часть и среднее значение. Это необходимо ввиду того, что граничные условия для
средней и осциллирующей частей компонент скорости являются различными для
величин одного порядка. Например, в тонком пограничном слое (см. (2.25) ниже)
граничное условие для осциллирующей части функции v∗2 отсутствует, но присут-
ствует граничное условие для средней. Эта особенность, в частности, приводит к
особенностям построения алгоритма решения задачи в пристеночной области. Вве-
дем следующие определения.
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Определение 2.1. Для любой 2π-периодической гладкой функции g(x, ξ), опреде-
ленной на R× [0, 2π], определим

(i) среднее значение формулой

g(x)
def
=

1

2π

2π∫
0

g(x, ξ) dξ, (2.7)

(ii) и осциллирующую часть формулой

g̃(x, ξ)
def
= g(x, ξ)− g(x). (2.8)

Справедливы следующие очевидные утверждения:

1. g̃ = 0; 2. g̃ = 0; 3.
∂g

∂ξ
= 0⇔ g̃ = 0; 4. g̃

∂g̃

∂ξ
= 0. (2.9)

Первое и второе соотношения из (2.9) позволяют нам разделить среднее значение и
осциллирующую часть.

Доказательство утверждений (2.9) очевидно:

1. g̃ =
1

2π

2π∫
0

g̃ dξ =
1

2π

2π∫
0

g(x, ξ) dξ − 1

2π

2π∫
0

g(x) dξ = g − 1

2π
g 2π = 0;

2. g̃ = g − g = g − 1

2π

2π∫
0

g(x) dξ = g − 1

2π
g 2π = 0;

3. «⇒»: ∂g
∂ξ

= 0⇒ g = g(x)⇒ g(x) =
1

2π

2π∫
0

g(x) dξ =
1

2π
g(x)2π = g(x)⇒ g̃ = 0;

«⇐»: g̃ = 0⇒ g = g(x)⇒ ∂g

∂ξ
= 0;

4. g̃
∂g̃

∂ξ
=

1

2π

2π∫
0

g̃
∂g̃

∂ξ
dξ =

1

2π

2π∫
0

g̃ d g̃ =
1

2π

g̃ 2

2

∣∣∣∣2π
0

=
1

4π

(
g̃ 2(x, 2π)− g̃ 2(x, 0)

)
=

=
1

4π

(
g̃(x, 2π)− g̃(x, 0)

)(
g̃(x, 2π) + g̃(x, 0)

)
= 0, т.к. в силу периодичности

функции g: g̃(x, 2π) = g(x, 2π)− g(x) = g(x, 0)− g(x) = g̃(x, 0).

Определение 2.2. Для любой 2π-периодической гладкой функции g(x, ξ), опреде-
ленной на R× [0, 2π], и такой, что g(x) = 0, определим функцию

G(x, ξ)
def
=

ξ∫
g̃(x, ξ) dξ (2.10)

такую, что G(x) = 0.
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Теперь перейдем к построению решения задачи (2.1), (2.5), (2.6). Введем погранс-
лойные переменные (характерный масштаб):

θ = y
/
ε4/3, τ = y

/
ε, ξ = x

/
ε. (2.11)

Будем искать решение задачи (2.1), (2.5), (2.6) в виде

u(t, x, y) = uII
0 (t, x, τ) + uIII

0 (t, x, y)+

+
∑
i�1

εi/3(uI
i(t, x, ξ, θ) + uII

i (t, x, ξ, τ) + uIII
i (t, x, ξ, y)),

v(t, x, y) =
∑
i�2

εi/3(vIi(t, x, ξ, θ) + vIIi (t, x, ξ, τ) + vIIIi (t, x, ξ, y)), (2.12)

p(t, x, y) = pIII0 (t, x, y)+

+
∑
i�1

εi/3(pIi(t, x, ξ, θ) + pIIi (t, x, ξ, τ) + pIIIi (t, x, ξ, y)).

Мы предполагаем, что начальные условия для (2.1) имеют вид

u
∣∣
t=0

= f ′
(
τ/
√
x
)
+ ε1/3

(
U I
1(x, ξ, θ) + U

II

1 (x, ξ, τ)
)
+O(ε2/3),

v
∣∣
t=0

= ε2/3
(
V I
2 (x, ξ, θ) + Ṽ II

2 (x, ξ, τ)
)
+O(ε),

p
∣∣
t=0

= P0 + ε2/3P̃ II
2 (x, ξ, τ) +O(ε),

(2.13)

где функции U I
1, U

II

1 , V I
2 , Ṽ II

2 , P̃ II
2 являются функциями пограничного слоя (в смысле

Определения 2.3 ниже) и P0 = const.
В соответствии с результатами из [6], решение имеет двухпалубную структуру

(cм. рис. 2.2). Верхний индекс у функций означает номер палубы, в которой она опре-
делена (в смысле определения 2.3 ниже): I — тонкий пограничный слой («нижняя
палуба»), II — классический пограничный слой («верхняя палуба»), и III — область
внешнего (невозмущенного) течения.

Определение 2.3. Пусть N ∈ Z+ достаточно большое. Тогда

(i) пограничной функцией в тонком пограничном слое I называется 2π-периоди-
ческая гладкая функция, убывающая как |θ−N | при θ →∞;

(ii) пограничной функцией в классическом пограничном слое I называется 2π-пе-
риодическая гладкая функция, убывающая как |τ−N | при τ →∞.

Рис. 2.2. Двухпалубная структура пограничного слоя
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Справедлива следующая теорема (нестационарный аналог Теоремы 1.1 (см. раз-
дел 1.2) из работы [6]).

Теорема 2.1. Пусть x � δ > 0. Тогда формальное асимптотическое решение зада-
чи (2.1), (2.5), (2.6) имеет вид

u(t, x, y) = 1 + uII
0 (t, x, τ) + ε1/3

(
uI
1(t, x, ξ, θ) + uII

1 (t, x, τ)
)
+O(ε2/3),

v(t, x, y) = ε2/3
(
ṽI2(t, x, ξ, θ) + ṽII2 (t, x, ξ, τ)

)
+O(ε),

p(t, x, y) = pIII0 (t) + ε2/3p̃II2 (t, x, ξ, τ) +O(ε),

(2.14)

где θ = y/ε4/3, τ = y/ε, ξ = x/ε. Функции uI
1 и ṽI2 определяются следующими соот-

ношениями:

uI
1 = u∗1 − uII

1

∣∣
τ=0

− θ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, ṽI2 = v∗2 − ṽII2
∣∣
τ=0

, (2.15)

где функции u∗1 и v∗2 являются решением следующей системы (системы уравнений
Прандтля с индуцированным давлением):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂v∗2
∂θ

+
∂u∗1
∂ξ

= 0,

(2.16)

u∗1
∣∣
θ=μ

= μ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, v∗2
∣∣
θ=μ

= 0, u∗1
∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

,

v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,
∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ ∂uII
0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0. (2.17)

Функция ṽII2 является решением задачи
(
Δξ,τ =

∂2

∂τ 2
+

∂2

∂ξ2

)

ε1/3
∂

∂t
Δξ,τ

ξ∫
ṽII2 dξ + u†0Δξ,τ ṽ

II
2 − ṽII2

∂2u†0
∂τ 2

= 0, (2.18)

ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2, lim
τ→∞

ṽII2 = 0, ṽII2
∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

. (2.19)

Функция uII
0 = u†0 − 1, где функция u†0 является решением системы уравнений по-

граничного слоя Прандтля⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ε−2/3

∂u†0
∂t

+ u†0
∂u†0
∂x

+ v†3
∂u†0
∂τ

− ∂2u†0
∂τ 2

= 0,

∂u†0
∂x

+
∂v†3
∂τ

= 0,

(2.20)

с граничными условиями u†0
∣∣
τ=0

= 0, v†3
∣∣
τ=0

= 0, u†0
∣∣
τ→∞ → 1 и начальным условием

u†0
∣∣
t=0

= f ′
(
τ/
√
x
)
. Решение такой системы выражается в виде функции Блази-

уса f(γ) (см. (1.6)), а именно:

u†0 = f ′
(
τ/
√
x
)
, v†3 =

1

2
√
x

(
τ√
x
f ′
(
τ/
√
x
)− f

(
τ/
√
x
))

. (2.21)
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Функция uII
1 является решением следующей задачи (системы линеаризованных урав-

нений Прандтля)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ε−2/3

∂uII
1

∂t
+ u†0

∂uII
1

∂x
+ uII

1

∂u†0
∂x

+ v†3
∂uII

1

∂τ
+ v†4

∂u†0
∂τ
− ∂2u1

∂τ 2
=0,

∂uII
1

∂x
+

∂v†4
∂τ

= 0

(2.22)

с некоторыми естественными граничными условиями*. Давление определяется ра-
венством

∂p̃II2
∂ξ

= u†0
∂ṽII2
∂τ

− ṽII2
∂u†0
∂τ

. (2.23)

Замечание 2.1. Теорема 2.1, как и приведенные далее в разделах 3 и 4 Теоремы 3.1,
3.2, 4.1–4.3 носят чисто методический характер. В них приводится общий вид фор-
мальных асимптотических решений (определение нецелых степеней малого парамет-
ра ε, по которым строятся разложения — нетривиальная задача, т.к. они не входят
в исходное уравнение), который позволяет получить (по аналогии с приводимыми
доказательствами) уравнения на следующие члены асимптотик, до любого порядка
малости.

Замечание 2.2. Если сделать замену вертикальной переменной, выравнивающую гра-
ницу: z = y − ys, то асимптотическое решение (2.14) примет следующий вид:

u(t, x, z) = 1 + uII
0 (t, x, τ

′)+

+ ε1/3
(
uI
1(t, x, ξ, θ

′) + uII
1 (t, x, τ

′) + ũ1(t, x, ξ, τ
′)
)
+O(ε2/3),

v(t, x, z) = ε2/3
(
vI2(t, x, ξ, θ

′) + ṽII2 (t, x, ξ, τ
′)
)
+O(ε),

p(t, x, z) = pIII0 (t) + ε2/3p̃II2 (t, x, ξ, τ
′) +O(ε),

где θ′ = z/ε4/3, τ ′ = z/ε, uII
0 = f ′

(
τ ′/
√
x
)
, краевая задача (2.16), (2.17) примет следу-

ющий вид ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u∗1
∂t

+ u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′

)
+ v∗2

∂u∗1
∂θ′

= −∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ ′=0

+
∂2u∗1
∂θ′2

,

∂v∗2
∂θ′

+
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′

= 0,

(2.24)

u∗1
∣∣
θ′=0

= v∗2
∣∣
θ′=0

= 0, u∗1
∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

v∗2
∣∣
θ′→∞ → 0,

∂u∗1
∂θ′

∣∣∣∣
θ′→∞

→ ∂uII
0

∂τ ′

∣∣∣∣
τ ′=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ′→∞

→ ∂μ

∂ξ

∂uII
0

∂τ ′

∣∣∣∣
τ ′=0

.
(2.25)

где функции u∗1 и v∗2 определяются следующими равенствами

uI
1 = u∗1 − uII

1

∣∣
τ=′0 − ũII

1

∣∣
τ ′=0

− θ′
∂uII

0

∂τ ′

∣∣∣∣
τ ′=0

, vI2 = v∗2 − ṽII2
∣∣
τ ′=0

,

*Решение этой системы уравнений (т.е. функции uII
1 и v†4) не играет значимой роли при изучении

свойств течения около пластины.
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функция

ũII
1 = μ

∂uII
0

∂τ ′
, (2.26)

а уравнения на остальные функции, приведенные в Теореме 2.1 останутся неизмен-
ными (нужно лишь заменить τ на τ ′ и θ на θ′).

Для построения доказательства Теоремы 2.1 нам потребуются следующие леммы
(их доказательство очевидно).

Лемма 2.1. Пусть f I(θ) и gII(τ) — погранслойные функции в смысле Определе-
ния 2.3. Тогда:

f I(θ)gII(τ) = f I(θ)gII(τ)
∣∣
τ=0

+ ε1/3
∂gII

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

θf I(θ) + ε2/3
∂2gII

∂τ 2

∣∣∣∣
τ=0

θ2

2
f I(θ) +O(ε).

Лемма 2.2. Пусть gII(τ) — погранслойная функция в смысле Определения 2.3. То-
гда:

gII(τ)hIII(y) = gII(τ)hIII(y)
∣∣
y=0

+ τε
∂hIII

∂y

∣∣∣∣
y=0

+O(ε2).

Лемма 2.3. Пусть f I(θ) — погранслойная функция в смысле Определения 2.3. Тогда:

f I(θ)hIII(y) = f I(θ)hIII(y)
∣∣
y=0

+ θε4/3
∂hIII

∂y

∣∣∣∣
y=0

+O(ε8/3).

Доказательство Теоремы 2.1. Подставим разложения (2.12) в уравнения (2.1), собе-
рем коэффициенты при одинаковых степенях параметра ε и приравняем их к нулю.

1. Функции, описывающие течение вне погранслоев. Пусть τ → ∞ и θ → ∞. То-
гда в силу Определения 2.3 все функции с верхними индексами I и II устремятся
к нулю, и мы получим уравнения на функции в области вне пограничных слоев (в
области III, см. рис. 2.2).

При ε−2/3 получаем следующую систему уравнений:

uIII
0

∂ũIII
1

∂ξ
+

∂pIII1

∂ξ
= 0,

∂uIII
1

∂ξ
= 0. (2.27)

Из второго уравнения системы (2.27) получаем, что ũIII
1 = 0, см. п. 3 из (2.9), следо-

вательно, из первого уравнения имеем p̃III1 = 0.
При ε−1/3 имеем следующую систему уравнений:

uIII
0

∂uIII
2

∂ξ
+

∂pIII2

∂ξ
= 0, uIII

0

∂vIII2

∂ξ
= 0,

∂uIII
2

∂ξ
= 0. (2.28)

Аналогично, из третьего уравнения системы (2.28) мы получаем ũIII
2 = 0, из второго

(учитывая что uIII
0 �= 0) — ṽIII2 = 0, и из первого уравнения — p̃III2 = 0.

При ε0 мы получили систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε−2/3
∂uIII

0

∂t
+ uIII

0

(
∂uIII

0

∂x
+

∂uIII
3

∂ξ

)
+

∂pIII0

∂x
+

∂pIII3

∂ξ
= 0,

uIII
0

∂vIII3

∂ξ
+

∂pIII0

∂y
= 0,

∂uIII
0

∂x
+

∂uIII
3

∂ξ
= 0.

(2.29)
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Осредняя третье уравнение системы (2.29) получаем, что ũIII
3 = 0 и uIII

0 = uIII
0 (t, y),

и учитывая граничное условие (2.6) при x → −∞ (uIII
0

∣∣
x→−∞ → 1, т.к., как будет

показано ниже в пункте 2 доказательства, функция uII
0 определена в области x > 0,

ее можно продолжить на область x � 0 нулем), получаем

uIII
0 ≡ 1. (2.30)

Осреднение второго и первого уравнений дает ṽIII3 = 0 и p̃III3 = 0.
Следовательно, система (2.29) примет следующий вид:

∂pIII0

∂x
= 0,

∂pIII0

∂y
= 0, (2.31)

откуда получаем, что pIII0 = pIII0 (t).
При ε1/3 имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε−2/3
∂uIII

1

∂t
+

∂pIII4

∂ξ
+

∂uIII
4

∂ξ
+

∂pIII1

∂x
+

∂uIII
1

∂x
= 0,

∂pIII1

∂y
+

∂vIII4

∂ξ
= 0,

∂uIII
4

∂ξ
+

∂uIII
1

∂x
= 0.

(2.32)

Аналогично, из осреднения третьего уравнения системы (2.32) мы получаем ũIII
4 = 0

и uIII
1 = uIII

1 (y), но очевидно, что функция uIII
1 не должна оказывать влияние на

набегающий поток, т.е. uIII
1

∣∣
x→−∞ → 0, следовательно uIII

1 ≡ 0. А осреднение второго
и первого уравнений дает ṽIII4 = 0 и p̃III4 = 0. В итоге, система (2.32) примет вид

∂pIII1

∂x
= 0,

∂pIII1

∂y
= 0, (2.33)

откуда получаем, что pIII1 = pIII1 (t), и без ограничения общности можно положить
pIII1 = 0. При ε2/3 имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε−2/3
∂uIII

2

∂t
+

∂pIII5

∂ξ
+

∂uIII
5

∂ξ
+

∂pIII2

∂x
+

∂uIII
2

∂x
= 0,

ε−2/3
∂vIII2

∂t
+

∂pIII2

∂y
+

∂vIII5

∂ξ
+

∂vIII2

∂x
= 0,

∂uIII
5

∂ξ
+

∂uIII
2

∂x
+

∂vIII2

∂y
= 0.

(2.34)

Осредняя (2.34) получаем ũIII
5 = 0, p̃III5 = 0, ṽIII5 = 0. Следовательно, имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε−2/3
∂uIII

2

∂t
+

∂uIII
2

∂x
+

∂pIII2

∂x
= 0,

ε−2/3
∂vIII2

∂t
+

∂pIII2

∂y
+

∂vIII2

∂x
= 0,

∂uIII
2

∂x
+

∂vIII2

∂y
= 0.

(2.35)
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Продифференцируем первое уравнение системы (2.35) по переменной y, а вто-
рое — по x, и используя третье уравнение, получаем:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ε−2/3
∂2uIII

2

∂t∂y
− ∂2vIII2

∂y2
+

∂2pIII2

∂x∂y
= 0,

ε−2/3
∂2vIII2

∂t∂x
+

∂2pIII2

∂y∂x
+

∂2vIII2

∂x2
= 0.

(2.36)

Вычтя из второго уравнения системы (2.36) первое, получаем следующее уравнение:

ε−2/3
∂

∂t

(
∂vIII2

∂x
− ∂uIII

2

∂y

)
+Δx,yv

III
2 = 0, (2.37)

где

Δx,y =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Уравнение (2.37) вместе с третьим уравнением системы (2.35) образуют систему,
которая дополняется следующими граничными условиями (см. п.4. данного доказа-
тельства)

vIII2

∣∣
x→−∞ → 0, vIII2

∣∣
y=0

→ 0, vIII2

∣∣
y→∞ → 0, uIII

2

∣∣
y→∞ → 0.

Отметим, что эта задача возникает не из-за наличия неровностей на поверхности
пластины, а является отдельной задачей. Функции, которые в нее входят, являются
поправками в области невозмущенного потока. Очевидно, что такая задача имеет
лишь тривиальное решение (т.к. это линейное уравнение, рассматриваемое на ма-
лых временах) vIII2 ≡ 0. Несмотря на то, что уравнение (2.37) содержат производные
по времени, мы не рассматриваем общую постановку задачи Коши, считая что на-
чальные условия согласованы со структурой решения (как это обычно делается при
рассмотрении автомодельных решений).

Из (2.35) получаем, что uIII
2 = uIII

2 (t, y), откуда получаем, что uIII
2 ≡ 0 (т.к. должно

выполняться условие uIII
2

∣∣
x→−∞ → 0).

Тогда из системы (2.34) получаем, что pIII2 = pIII2 (t), и без ограничения общности
можно положить pIII2 = 0.

2.Функции, описывающие течение в классическом погранслое.
Пусть θ →∞. Тогда в силу определения 2.3 функции с верхним индексом I в раз-
ложении (2.12) устремятся к нулю, и подставляя его в систему уравнений (2.1), ис-
пользуя Лемму 2.2, мы получим уравнения на функции, описывающие течение в
классическом пограничном слое (в области II, см. рис. 2.2).

При ε−2/3 мы получаем следующую систему:

(
uII
0 + 1

)∂uII
1

∂ξ
+

∂p̃1
∂ξ

= 0,
∂pII1
∂τ

= 0,
∂uII

1

∂ξ
= 0. (2.38)

Из третьего уравнения системы (2.38) мы получаем ũII
1 = 0, а из второго — pII1 ≡ 0*.

*В силу того, что по Определению 2.3 любая функция g с верхним индексом II при τ → ∞
должна стремиться к нулю: gII

∣∣
τ→∞ → 0.
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При ε−1/3 имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε1/3
∂uII

2

∂t
+
(
uII
0 + 1

)∂uII
2

∂ξ
+ vII2

∂uII
0

∂τ
+

∂pII2
∂ξ

= 0,

ε1/3
∂vII2
∂t

+
(
uII
0 + 1

)∂vII2
∂ξ

+
∂pII2
∂τ

= 0,

∂uII
2

∂ξ
+

∂vII2
∂τ

= 0.

(2.39)

Осредняя третье уравнение системы (2.39) (учитывая (2.9)), получаем, что
∂vII2
∂τ

= 0,

следовательно в силу Определения 2.3, vII2 ≡ 0. Тогда осредняя второе уравнение

системы (2.39), получаем
∂pII2
∂τ

= 0, следовательно в силу Определения 2.3, pII2 ≡ 0, а

осреднение первого уравнения системы (2.39) дает ε1/3
∂uII

2

∂t
= 0.

Тогда система (2.39) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε1/3
∂ũII

2

∂t
− u†0

∂ṽII2
∂τ

+ ṽII2
∂u†0
∂τ

+
∂p̃II2
∂ξ

= 0,

ε1/3
∂ṽII2
∂t

+ u†0
∂ṽII2
∂ξ

+
∂p̃II2
∂τ

= 0,

∂ũII
2

∂ξ
+

∂ṽII2
∂τ

= 0.

(2.40)

где
u†0 = uII

0 + 1. (2.41)

Продифференцируем первое уравнение системы (2.40) по τ , а второе — по ξ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ε1/3

∂2ũII
2

∂t∂τ
− u†0

∂2ṽII2
∂τ 2

+ ṽII2
∂2u†0
∂τ 2

+
∂2p̃II2
∂ξτ

= 0,

ε1/3
∂2ṽII2
∂t∂ξ

+ u†0
∂2ṽII2
∂ξ2

+
∂2p̃II2
∂τ∂ξ

= 0.

(2.42)

Тогда вычитая из второго уравнения (2.42) первое, получим

ε1/3
(
∂2ṽII2
∂t∂ξ

− ∂2ũII
2

∂t∂τ

)
+ u†0

(
∂2ṽII2
∂ξ2

+
∂2ṽII2
∂τ 2

)
− ṽII2

∂2u†0
∂τ 2

= 0. (2.43)

Из третьего уравнения системы (2.40) получаем

ũII
2 = −

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ,

и, следовательно,

∂2ũII
2

∂t∂τ
= −

ξ∫
∂3ṽII2
∂τ 2∂t

dξ. (2.44)
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Тогда, учитывая, что

∂2ṽII2
∂t∂ξ

=

ξ∫
∂3ṽII2
∂t∂ξ2

dξ,

уравнение (2.43) можно переписать в следующем виде

ε1/3
∂

∂t

ξ∫
Δξ,τ ṽ

II
2 dξ + u†0Δξ,τ ṽ

II
2 − ṽII2

∂2u†0
∂τ 2

= 0, (2.45)

где

Δξ,τ =
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂τ 2
.

Уравнение (2.45) называется нестационарным уравнением типа Рэлея (см. [53]).
Из первого уравнения системы (2.40) получаем выражение для давления:

∂p̃II2
∂ξ

= ε1/3
∂

∂t

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ + u†0
∂ṽII2
∂τ

− ṽII2
∂u†0
∂τ

. (2.46)

При ε0 осредненная система имеет следующий вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε−2/3
∂u†0
∂t

+ vII3
∂u†0
∂τ

− ∂2u†0
∂τ 2

+ u†0
∂u†0
∂x

= 0,

∂pII3
∂τ

= 0,

∂u†0
∂x

+
∂vII3
∂τ

= 0.

(2.47)

Из граничных условий (2.5), (2.6) и Определения 2.3 очевидным образом получаются
следующие граничные условия для системы (2.47): u†0

∣∣
τ→∞ → 1, u†0

∣∣
τ=0

= 0, v†3
∣∣
τ=0

= 0,
см. подробнее п.4 данного доказательства. Система (2.47) дополняется начальным
условием u†0

∣∣
t=0

= f ′(τ/
√
x), см. (2.13). Уравнение (2.47) рассматривается на «малых»

временах. В силу выбора начального условия, решение такой системы выражается в
виде функции Блазиуса (см. (1.6)):

u†0 = f ′
(
τ/
√
x
)
, vII3 =

1

2
√
x

(
τ√
x
f ′
(
τ/
√
x
)− f

(
τ/
√
x
))

. (2.48)

При ε1/3 осредненная система имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ε−2/3

∂uII
1

∂t
+ v†4

∂u†0
∂τ

+ v†3
∂uII

1

∂τ
− ∂2uII

1

∂τ 2
+ uII

1

∂u†0
∂x

+ u†0
∂uII

1

∂x
= 0,

∂u†1
∂x

+
∂v†4
∂τ

= 0,

где v†3 = vII3 + vIII3

∣∣
y=0
, v†4 = vII4 + vIII4

∣∣
y=0
.
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3. Функции, описывающие течение в тонком погранслое.
Теперь мы получим уравнения на функции, описывающие течение в тонком погра-
ничном слое (в области I, см. рис. 2.2). Здесь мы будем применять Леммы 2.1 и
2.3.

При ε−1 получаем
∂pI1
∂θ

= 0, следовательно в силу Определения 2.3 получаем, что

pI1 ≡ 0*.
При ε−2/3 получаем следующую систему:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂pI2
∂θ

= 0,

∂uI
1

∂ξ
+

∂vI2
∂θ

= 0.

(2.49)

Из первого уравнения в силу Определения 2.3 следует, что pI2 ≡ 0, а осреднение

второго дает
∂vI2
∂θ

= 0, следовательно аналогично в силу Определения 2.3, vI2 = 0.

При ε−1/3 имеем:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uI
1

∂t
+ θ

∂uII
0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

∂uI
1

∂ξ
+ ṽI2

∂uII
0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

+

+
(
uI
1 + uII

1

∣∣
τ=0

)∂uI
1

∂ξ
+
(
ṽI2 + ṽII2

∣∣
τ=0

)∂uI
1

∂θ
− ∂2uI

1

∂θ2
= 0,

∂pI3
∂θ

= 0,

∂uI
2

∂ξ
+

∂vI3
∂θ

= 0.

(2.50)

Из второго уравнения системы (2.50) в силу Определения 2.3 следует, что pI3 ≡ 0, а
из третьего — vI3 ≡ 0.

Введем новые функции:

u∗1 = uI
1 + uII

1

∣∣
τ=0

+ θ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, v∗2 = ṽI2 + ṽII2
∣∣
τ=0

. (2.51)

Тогда первое уравнение системы (2.50) примет вид:

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

− ∂2u∗1
∂θ2

− ṽII2
∣∣
τ=0

∂uII
0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= 0. (2.52)

Учитывая равенство (2.46), уравнение (2.52) примет вид

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

− ∂2u∗1
∂θ2

+
∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

= 0. (2.53)

*В силу того, что по Определению 2.3 любая функция g с верхним индексом I при θ →∞ должна
стремиться к нулю: gI

∣∣
θ→∞ → 0.
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В итоге, добавив к (2.53) последнее уравнение из (2.49), получим следующую
систему уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

+
∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

− ∂2u∗1
∂θ2

= 0,

∂u∗1
∂ξ

+
∂v∗2
∂θ

= 0.

(2.54)

4. Граничные условия.
Из граничных условий (2.5), (2.6) имеем:

u†0
∣∣
τ=0

= uII
0

∣∣
τ=0

+ 1 = 0, ṽI3
∣∣
θ=μ

+ vII3
∣∣
τ=0

+ vII3
∣∣
y=0

= 0.

Осредняя последнее равенство, получаем

v†3
∣∣
τ=0

= vII3
∣∣
τ=0

+ vII3
∣∣
y=0

= 0.

Из Определения 2.3 uII
0

∣∣
τ→∞ → 0, следовательно

u†0
∣∣
τ→∞ = uII

0

∣∣
τ→∞ + 1 = 1.

Также из граничных условий (2.5), (2.6) имеем:

uI
1

∣∣
θ=μ

+ uII
1

∣∣
τ=0

= 0, ṽI2
∣∣
θ=μ

+ ṽII2
∣∣
τ=0

+ vIII2

∣∣
y=0

= 0. (2.55)

Осредняя второе равенство из (2.55), получаем vIII2

∣∣
y=0

= 0.
Тогда из (2.55) имеем:

u∗1
∣∣
θ=μ

= uI
1

∣∣
θ=μ

+ uII
1

∣∣
τ=0

+ μ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= μ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

,

v∗2
∣∣
θ=μ

= ṽI2
∣∣
θ=μ

+ ṽII2
∣∣
τ=0

= 0.

В силу Определения погранслойной функции 2.3 имеем

∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

=
∂uI

1

∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

+
f ′′(0)√

x
=

f ′′(0)√
x

,

∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

=
∂uI

1

∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

= 0,

v∗2
∣∣
θ→∞ = ṽI2

∣∣
θ→∞ + ṽII2

∣∣
τ=0

= ṽII2
∣∣
τ=0

,

откуда получаем
ṽII2
∣∣
τ=0

= v∗2
∣∣
θ→∞.

Также для функций u∗1, v∗2 и ṽII2 должно выполняться условие 2π-периодичности по ξ.

Таким образом, для моделирования течения в пристеночной области нам необхо-
димо решить две задачи. Во-первых, мы должны построить решение краевой зада-
чи (2.16), (2.17) при конечных t. Во-вторых, мы должны построить решение краевой
задачи (2.18), (2.19) для осцилляций при t′ = ε−1/3t.
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2.2. Существование, единственность и устойчивость решения уравнения
типа Рэлея в области позади передней кромки

В данном разделе мы будем исследовать уравнение типа Рэлея (2.18). Для удоб-
ства, напомним здесь постановку краевой задачи для уравнения типа Рэлея (2.18),
(2.19):

ε1/3
∂

∂t
Δ

ξ∫
ṽII2 dξ + f ′

(
τ/
√
x
)
ΔṽII2 − ṽII2

f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
= 0, (2.56)

ṽII2
∣∣
τ=0

= Ṽγ(t, ξ), lim
τ→∞

ṽII2 = 0, ṽII2
∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

, (2.57)

ṽII2
∣∣
t=0

= Ṽ0(ξ, τ). (2.58)

где Δ =
∂2

∂τ 2
+

∂2

∂ξ2
, Ṽγ(t, ξ) = lim

θ→∞
ṽ∗2, а Ṽ0(ξ, τ) — некоторое начальное условие.

Мы говорим, что уравнение (2.56) называется нестационарным уравнением типа
Рэлея для осцилляций в классическом пограничном слое, ввиду того, что соответ-
ствующее стационарное уравнение в терминах функций тока эквивалентно уравне-
нию Рэлея для равномерного двумерного течения.

В силу линейности, общую задачу Коши для уравнения типа Рэлея (2.56)–(2.58)
можно разбить на две:

• задача с начальным условием и с нулевым краевым условием (т.е. без возбуж-
дения осцилляций), решение которой зависит от «большого» времени ε−1/3t,

• задача с граничным условием и нулевым начальным условием, решение кото-
рой описывает генерацию осцилляций (начальное условие для этого решения
задается через граничное условие, зависящее от времени t).

Решение второй части, которое мы будем далее обозначать ṽst, не зависит от
«большого» времени ε−1/3t, но параметрически зависит от времени t через гранич-
ное условие Ṽγ: ṽst = ṽst(x, ξ, τ, t). Мы будем называть решение этой части квази-
стационарным, ввиду того, что это есть решение уравнения типа Рэлея (2.56) без
производной по времени:

f ′
(
τ/
√
x
)
Δṽst − ṽst

f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
= 0. (2.59)

Отметим, что устойчивость невозмущенного плоскопараллельного течения (т.е.
течения вдоль пластины без неровностей) определяется теоремой Рэлея (см., на-
пример, [53; 73; 97]) — это один из классических результатов гидродинамической
устойчивости. Согласно теореме Рэлея, плоскопараллельный поток идеальной жид-
кости без точек перегиба является устойчивым, а течение Прандтля–Блазиуса этим
свойством обладает.

Приведенная ниже Теорема 2.2, в которой доказывается устойчивость решения
второй части задачи Коши для уравнения типа Рэлея, по сути, является аналогом
теоремы Рэлея для возмущенного течения в рамках двухпалубной структуры погра-
ничного слоя. Оценка для первой части задачи Коши для уравнения типа Рэлея, в
силу линейности, получается в точности также, как и оценка, доказывающая устой-
чивость второй части.
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Теорема 2.2. Квазистационарное решение ṽst уравнения типа Рэлея (2.59) суще-
ствует и устойчиво ∀x > M , т.е. для малых возмущений δṽst квазистационарного
решения ṽst (2.56) следует, что

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 + ∣∣∣∣x1− f ′
(
τ/
√
x
)

f ′′′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτ �

�
∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 + ∣∣∣∣x1− f ′
(
τ/
√
x
)

f ′′′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣∣∣ΔṼδ

∣∣2)∣∣∣∣
t=0

dξdτ+

+

t∫
0

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 + ∣∣∣∣x1− f ′
(
τ/
√
x
)

f ′′′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτdt+

+

t∫
0

∞∫
0

2π∫
0

(
1 +

∣∣∣∣x1− f ′
(
τ/
√
x
)

f ′′′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣)∣∣∣∣ ∂∂tΔṼst

∣∣∣∣2 dξdτdt, (2.60)

где M = max
γ∈[0,∞)

∣∣∣∣f ′′′(γ)f ′(γ)

∣∣∣∣, Ṽst =

ξ∫
ṽst dξ, Ṽδ =

ξ∫
δṽst dξ.

Очевидно (см. [53]), что уравнение (2.56) может быть записано как безразмерная
система Гамильтона. По аналогии с n-размерным (n < ∞) случаем, квазистацио-
нарное решение уравнения (2.56) вероятно, не устойчиво, но может быть устойчиво
в смысле орбитальной устойчивость (см. работу [28]). На самом деле, оценка (2.60)
означает, что квазистационарное решение (2.56) устойчиво в этом смысле.

Хорошо известно, что из априорной оценки (2.60) следует (в силу линейности)
существование и единственность решения уравнения типа Рэлея (2.56) при x > M .

Как будет показано в разделе 2.4.1 (см. также [6; 7]), для течения в нижней палу-
бе (тонком пристеночном слое) существует несколько характерных типов, а именно
существует критическое значение амплитуды неровности A∗, такое, что если ампли-
туда неровности A = max |μ| < A∗, то течение ламинарное, а если A > A∗, то течение
вихревое.

Таким образом, существует правая часть в оценке (2.60), которая определяется
соотношением между критической амплитудой неровности A∗ и μ. Как было упо-
мянуто выше, для max |μ| < A∗ правая сторона становится достаточно малой (т.е.
возмущение стационарного решения течения в тонком пограничном слое убывает за
малое время). Для max |μ| > A∗ течение в тонком пограничном слое становится пе-
риодичным во времени (это явление было изучено в [6; 7], см. также раздел 2.4.1). В
этом случае вихри появляются и исчезают, и правая часть оценки (2.60) не является
малой (т.е. вихри в тонком пограничном слое у поверхности пластины поддерживают
осцилляции течения в классическом пограничном слое). Это справедливо в предпо-
ложении, что μ ≡ 0 для x � M . В противном случае (когда μ �= 0 для x ∈ [0,M ]),
вихри могут быть неограничены при ε→ 0 даже если ∂ṽst/∂t ≡ 0.

Таким образом, в окрестности точки M , существует пограничный слой, который
согласуется с классическим течением, полученным в задаче о течении вдоль плоской
пластины (см. раздел 1.2) и двухпалубной структурой в полуплоскости над неровно-
стями (см. Теорему 2.1).



32 Р.К. Гайдуков, В.Г. Данилов

Доказательство теоремы 2.2. Сначала докажем, что существует решение стацио-
нарного уравнения типа Рэлея (2.59), которое для удобства перепишем здесь еще
раз

f ′
(
τ/
√
x
)
Δṽst − ṽst

f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
= 0, (2.61)

и покажем, что это квазистационарное решение единственно для x > M , где M —
расстояние от кромки пластины, которое определено в условии Теоремы 2.2.

Запишем функцию ṽst в виде ряда Фурье по периодической переменной ξ:

ṽst =
∑
k �=0

Vk(x, τ, t)e
ikξ. (2.62)

Поскольку функция ṽst не имеет среднего значения, то Vk(x, τ) = 0 при k = 0. Как
будет показано ниже, это ключевое условие для доказательства существования ква-
зистационарного решения.

Подставляя ряд (2.62) в уравнение (2.61), получаем, что коэффициенты разложе-
ния Vk должны удовлетворять следующей задаче:⎧⎨⎩−

∂2Vk

∂τ 2
+
(
k2 − ∣∣U0

∣∣)Vk = 0, k �= 0,

Vk

∣∣
τ=0

= Vγ,k, Vk

∣∣
τ→∞ → 0,

(2.63)

где Vγ,k — это коэффициенты разложения Фурье, отвечающие граничному условию
из (2.57), т.е. разложение функции Ṽγ, и

U0 =
f ′′′
(
τ/
√
x
)

x

/
f ′
(
τ/
√
x
)

Обозначим через L̂k следующий дифференциальный оператор:

L̂k
def
= − ∂2

∂τ 2
+
(
k2 − ∣∣U0

∣∣). (2.64)

Мы рассмотрим самосопряженное продолжение оператора L̂k на пространство
L2

(
[0,∞)

)
для функций с нулевыми граничными условиями при τ = 0 и τ →∞. Для

этого, нам нужно преобразовать задачу (2.63) с ненулевыми граничными условиями
в задачу с нулевыми граничными условиями и правой частью.

Для этого представим функцию Vk в следующем виде:

Vk = Wk + gkVγ,k, (2.65)

где gk ∈ C∞
(
[0,∞)

)
— заданная функция, такая, что

gk
∣∣
τ=0

= 1, gk
∣∣
τ→∞ = O(τ−N), ∀N ∈ Z+. (2.66)

Например, в качестве функции gk можно выбрать функцию, изображенную на
рис. 2.3. Тогда задача (2.63) сводится к следующей:{

L̂kWk = −Vγ,kL̂kgk, k �= 0,

Wk

∣∣
τ=0

= 0, Wk

∣∣
τ→∞ → 0.

(2.67)
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Рис. 2.3

Если существует k такое, что Ker L̂k = ∅, то задача (2.67) имеет решение, и Wk

определяются однозначно. Если существует k такое что Ker L̂k �= ∅, то задача (2.67)
имеет решение тогда и только тогда, когда

∞∫
0

(
L̂kgk
)
Yk dτ = 0, Yk ∈ Ker L̂k.

Поскольку оператор L̂k самосопряженный, последнее соотношение верно. Следова-
тельно, задача (2.67) имеет решение, но в последнем случае функцииWk определены
с точностью до функций с ядром L̂k. Подставляя явный вид функции U0, можно лег-
ко получить, что

k2 − 1

x

∣∣∣∣∣f ′′′
(
τ/
√
x
)

f ′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣∣> 0, ∀k �= 0, ∀x > M, ∀τ ∈ [0,∞), (2.68)

где

M = max
γ∈[0,∞)

∣∣∣∣f ′′′(γ)f ′(γ)

∣∣∣∣ ≈ 0.1442, (2.69)

см. рис. 2.6. Таким образом, существует единственное квазистационарное решение
уравнения (2.56) при x > M .

Справедлива следующая лемма.

Лемма 2.4.
Wk

∣∣
τ→∞ = ce−|k|τ

(
1 + o(1)

)
, ∀k �= 0, c = const. (2.70)

Доказательство Леммы 2.4. Мы рассмотрим задачу (2.63). Пусть

α(x, τ)
def
=

1

x

∣∣∣∣∣f ′′′
(
τ/
√
x
)

f ′
(
τ/
√
x
) ∣∣∣∣∣,

см. рис. 2.4. Легко доказать, что для τ > τ0 функция α(x, τ) (см. рис. 2.4) является

гладкой и для x > M интеграл
∞∫

τ0

α(x, τ) dτ <∞.

Следовательно, для (2.63) существует система фундаментальных решений φ1, φ2,
такая, что

φ1 = ekτ
(
1 + o(1)

)
, φ2 = e−kτ

(
1 + o(1)

)
, τ →∞.

Используя граничные условия для Wk, мы получим (2.70).
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Рис. 2.4. График функции α(x, τ) при некоторых значениях x

Теперь продолжим доказательство Теоремы 2.2 и докажем, что решение уравне-
ния (2.56) устойчиво (в смысле орбитальной устойчивости).

Пусть ṽst — квазистационарное решение уравнения типа Рэлея (2.56). Мы уже
знаем, что оно существует. Пусть δṽst — малое возмущение, такое, что

δṽst
∣∣
τ=0

= 0, δṽst
∣∣
τ→∞ = 0, (2.71)

и
δṽst
∣∣
t=0

= Ṽ0 − ṽst
∣∣
t=0

.

Далее, пусть

Ṽst =

ξ∫
ṽst dξ, Ṽδ =

ξ∫
δṽst dξ. (2.72)

Подставляя функцию ṽII2 = ṽst + δṽst в (2.56) и используя (2.72), мы приходим к

ε1/3
∂

∂t
ΔṼδ + u0Δ

∂Ṽδ

∂ξ
− ∂2u0

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
= −ε1/3 ∂

∂t
ΔṼst, (2.73)

где
u0

def
= f ′
(
τ/
√
x
)
. (2.74)

Заметим, что правая сторона (2.73) отлична от нуля, несмотря на то, что Ṽst

приходит из квазистационарного решения уравнения (2.56). Причина этого состоит
в том, что граничное условие ṽst

∣∣
τ=0

приходит из тонкого пограничного слоя и оно
зависит от времени, но в масштабе, отличном от (2.73). А именно, здесь мы име-
ем следующие два масштаба времени: одно t в тонком пограничном слое и второе
t1 = ε−1/3t в (2.73). Соответственно, как ранее уже было неоднократно упомянуто,
квазистационарное решение ṽst зависит от времени t (через граничное условие), и
не зависит от времени t1. Отметим, что мы не используем различные обозначения
для этих различных времен, но следует иметь ввиду, что правая часть (2.73) имеет
порядок ε1/3, а первое слагаемое в левой части (2.73) имеет порядок 1.



Асимптотики решений задач обтекания несжимаемой жидкостью поверхностей с малыми неровностями... 35

Мы начнем доказательство оценки (2.60) с некоторых вспомогательных резуль-
татов.

Лемма 2.5. Пусть φ(τ) ∈ W 1
2

(
[0,∞]

)
. Тогда

1

2
ε1/3

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

φ(τ)
(
ΔṼδ

)2
dξdτ +

∞∫
0

2π∫
0

∂

∂τ

(
φ(τ)

∂2u0

∂τ 2

)
∂Ṽδ

∂ξ

∂Ṽδ

∂τ
dξdτ =

= −ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

φ(τ)ΔṼδ
∂

∂t
ΔṼst dξdτ. (2.75)

Доказательство Леммы 2.5. Умножая обе стороны формулы (2.73) на φΔṼδ, полу-
чим:

ε1/3φΔṼδ(τ)
∂

∂t
ΔṼδ + u0φΔṼδ

∂

∂ξ
ΔṼδ − φΔṼδ

∂2u0

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
= −ε1/3φΔṼδ

∂

∂t
ΔṼst. (2.76)

Перепишем равенство (2.76) в следующем виде:

ε1/3
1

2
φ
∂

∂t

(
ΔṼδ

)2
+ u0φ

1

2

∂

∂ξ

(
ΔṼδ

)2 − φ
∂2u0

∂τ 2

(
1

2

∂

∂ξ

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

+
∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ

)
=

= −ε1/3φΔṼδ
∂

∂t
ΔṼst. (2.77)

Проинтегрируем равенство (2.77) по [0,∞)× [0, 2π]:

ε1/3
1

2

∞∫
0

2π∫
0

φ
∂

∂t

(
ΔṼδ

)2
dξdτ +

∞∫
0

2π∫
0

u0φ
1

2

∂

∂ξ

(
ΔṼδ

)2
dξdτ−

−
∞∫
0

2π∫
0

φ
∂2u0

∂τ 2

(
1

2

∂

∂ξ

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

+
∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ

)
dξdτ = −ε1/3

∞∫
0

2π∫
0

φΔṼδ
∂

∂t
ΔṼst dξdτ. (2.78)

Учитывая, что в силу периодичности

2π∫
0

∂

∂ξ

(
ΔṼδ

)2
dξ = 0,

2π∫
0

∂

∂ξ

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

dξ = 0,

из (2.78) мы получаем

ε1/3
1

2

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

φ(τ)
(
ΔṼδ

)2
dξdτ −

∞∫
0

φ(τ)
∂2u0

∂τ 2

2π∫
0

∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
dξdτ =

= −ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

φ(τ)ΔṼδ
∂

∂t
ΔṼst dξdτ. (2.79)
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Заметим, интеграл во втором слагаемом (2.79) можно преобразовать

2π∫
0

∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
dξ =

2π∫
0

∂

∂τ

(
∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ

)
dξ −

2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂

∂τ

(
∂Ṽδ

∂ξ

)
dξ =

=

2π∫
0

∂

∂τ

(
∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ

)
dξ −

2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂

∂ξ

(
∂Ṽδ

∂τ

)
dξ,

где последний интеграл равен нулю в силу периодичности (см. п. 4 из (2.9)), т.е.

2π∫
0

∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
dξ =

∂

∂τ

2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ (2.80)

Подставим (2.80) во второе слагаемое стороны (2.79) и проинтегрируем его по частям:

∞∫
0

φ(τ)
∂2u0

∂τ 2

2π∫
0

∂2Ṽδ

∂τ 2
∂Ṽδ

∂ξ
dξdτ=

∞∫
0

φ(τ)
∂2u0

∂τ 2
∂

∂τ

( 2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ

)
dτ =

= φ(τ)
∂2u0

∂τ 2

2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ

∣∣∣∣∣
∞

0

−
∞∫
0

∂

∂τ

(
φ(τ)

∂2u0

∂τ 2

) 2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ dτ =

= −
∞∫
0

2π∫
0

∂

∂τ

(
φ(τ)

∂2u0

∂τ 2

)
∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ dτ, (2.81)

т.к. в силу того, что (см. (2.21) и (1.5))

∂2u0

∂τ 2

∣∣∣∣
τ=0

=
f ′′′(0)
x

= 0,
∂2u0

∂τ 2

∣∣∣∣
τ→∞

=
f ′′′(τ/

√
x)

x

∣∣∣∣
τ→∞

→ 0,

и граничных условий (2.71), первое слагаемое во второй стоке (2.81) равно нулю.
Подставляя (2.81) в (2.79) получаем искомое равенство (2.75).

Лемма 2.6.

− 1

2
ε1/3

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

∣∣∇Ṽδ

∣∣2 dξdτ +

∞∫
0

2π∫
0

∂u0

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ

∂Ṽδ

∂τ
dξdτ =

= −ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

Ṽδ
∂

∂t
ΔṼst dξdτ. (2.82)

Доказательство Леммы 2.6. Основная идея в доказательстве этой леммы такая же
как и в доказательстве Леммы 2.5. Умножая обе стороны (2.73) на Ṽδ, мы имеем

ε1/3Ṽδ
∂

∂t
ΔṼδ + u0ṼδΔ

∂Ṽδ

∂ξ
− Ṽδ

∂Ṽδ

∂ξ

∂2u0

∂τ 2
= −ε1/3Ṽδ

∂

∂t
ΔṼst. (2.83)
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Тогда, интегрируя выражение (2.83) по [0,∞) × [0, 2π] и учитывая, что (см. утвер-

ждение 4 из (2.9))
2π∫
0

Ṽδ
∂Ṽδ

∂ξ
dξ = 0, мы получаем

ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

Ṽδ
∂

∂t
ΔṼδ dξdτ︸ ︷︷ ︸

I1

+

∞∫
0

u0

2π∫
0

ṼδΔ
∂Ṽδ

∂ξ
dξdτ

︸ ︷︷ ︸
I2

= −ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

Ṽδ
∂

∂t
ΔṼst dξdτ. (2.84)

Сделаем некоторые преобразования. Рассмотрим первое слагаемое из левой ча-
сти (2.84):

I1=

∞∫
0

2π∫
0

∂

∂t

(
ṼδΔṼδ

)
dξdτ −

∞∫
0

2π∫
0

∂Ṽδ

∂t
ΔṼδ dξdτ =

∞∫
0

2π∫
0

∂

∂t

(
Ṽδ

∂2Ṽδ

∂ξ2

)
dξdτ

︸ ︷︷ ︸
J1

−

−
∞∫
0

2π∫
0

∂Ṽδ

∂t

∂2Ṽδ

∂ξ2
dξdτ

︸ ︷︷ ︸
J2

+

2π∫
0

∞∫
0

∂

∂t

(
Ṽδ

∂2Ṽδ

∂τ 2

)
dτdξ

︸ ︷︷ ︸
J3

−
2π∫
0

∞∫
0

∂Ṽδ

∂t

∂2Ṽδ

∂τ 2
dτdξ

︸ ︷︷ ︸
J4

. (2.85)

В J1–J4 возьмем по частям внутренние интегралы (учитывая периодичность, отсут-
ствие среднего и граничные условия (2.80)):

J1 =
∂

∂t

∞∫
0

[
Ṽδ

∂Ṽδ

∂ξ

∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

dξ

]
dτ = − ∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

dξdτ,

J2 =

∞∫
0

(
∂Ṽδ

∂t

∂Ṽδ

∂ξ

∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ

∂2Ṽδ

∂ξ∂t
dξ

)
dτ = −1

2

∞∫
0

2π∫
0

∂

∂t

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

dξdτ,

J3 =
∂

∂t

2π∫
0

[
Ṽδ

∂Ṽδ

∂τ

∣∣∣∣∞
0

−
∞∫
0

(
∂Ṽδ

∂τ

)2

dτ

]
dξ = − ∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

(
∂Ṽδ

∂τ

)2

dξdτ,

J4 =

2π∫
0

(
∂Ṽδ

∂t

∂Ṽδ

∂τ

∣∣∣∣∞
0

−
∞∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂2Ṽδ

∂τ∂t
dτ

)
dξ = −1

2

∞∫
0

2π∫
0

∂

∂t

(
∂Ṽδ

∂τ

)2

dξdτ.

Подставляя найденные значения интегралов J1–J4 в (2.85), получаем

I1=

∞∫
0

2π∫
0

Ṽδ
∂

∂t

(
ΔṼδ

)
dξdτ= −1

2

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

[(
∂Ṽδ

∂ξ

)2

+

(
∂Ṽδ

∂τ

)2]
dξdτ=

= −1

2

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

∣∣∇Ṽδ

∣∣2 dξdτ (2.86)
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Рассмотрим второе слагаемое из левой части (2.84) (I2) и проинтегрируем внут-
ренний интеграл по частям (учитывая периодичность и отсутствие среднего):

2π∫
0

ṼδΔ
∂Ṽδ

∂ξ
dξ =

2π∫
0

Ṽδ
∂

∂ξ

(
ΔṼδ

)
dξ = ṼδΔṼδ

∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ
ΔṼδ dξ =

= −
2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ

∂2Ṽδ

∂ξ2
dξ

︸ ︷︷ ︸
J5

−
2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ

∂2Ṽδ

∂τ 2
dξ

︸ ︷︷ ︸
J6

(2.87)

Проинтегрируем по частям J5:

2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ

∂2Ṽδ

∂ξ2
dξ =

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2 ∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

∂2Ṽδ

∂ξ2
∂Ṽδ

∂ξ
dξ

Следовательно, получаем, что

2π∫
0

∂Ṽδ

∂ξ

∂2Ṽδ

∂ξ2
dξ =

1

2

(
∂Ṽδ

∂ξ

)2 ∣∣∣∣2π
0

= 0,

т.е. J5 = 0. Интеграл J6 был уже ранее посчитан, см. (2.80). Подставляя выражения
для J5, J6 в (2.87), получаем

2π∫
0

ṼδΔ
∂Ṽδ

∂ξ
dξ = − ∂

∂τ

2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ. (2.88)

Теперь проинтегрируем второе слагаемое из левой части (2.84) (I2) по частям, учи-
тывая (2.88), граничные условия для функции u0 (см. (2.21)) и граничные усло-
вия (2.71):

I2 = −
∞∫
0

u0
∂

∂τ

( 2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ

)
dτ = −u0

( 2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ

)∣∣∣∣∣
∞

0

+

+

∞∫
0

∂u0

∂τ

( 2π∫
0

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξ

)
dτ =

∞∫
0

2π∫
0

∂u0

∂τ

∂Ṽδ

∂τ

∂Ṽδ

∂ξ
dξdτ. (2.89)

Подставляя в (2.84) выражения (2.86) и (2.89), получаем (2.82).

Лемма 2.7.
∞∫
0

2π∫
0

∣∣Ṽδ

∣∣2 dξdτ �
∞∫
0

2π∫
0

∣∣∇Ṽδ

∣∣2 dξdτ. (2.90)
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Доказательство Леммы 2.7. Учитывая граничное условие для функции Ṽδ (2.71),
продолжим ее влево: Ṽδ ≡ 0, τ < 0. Запишем ряд Фурье функции Ṽδ:

Ṽδ =
∑
k �=0

Vδ,k(t, x, τ)e
ikξ.

Пусть Ṽ †δ,k(t, x, ζ) = Fτ→ζ

[
Vδ,k(t, x, τ)

]
— это преобразование Фурье коэффициен-

тов Vδ,k. Тогда из равенства Парсеваля следует, что

∞∫
0

2π∫
0

∣∣∇Ṽδ

∣∣2 dξdτ =

∞∫
−∞

∑
k �=0

(
ζ2 + k2

)∣∣Ṽ †δ,k∣∣2 dζ, (2.91)

∞∫
0

2π∫
0

∣∣Ṽδ

∣∣2 dξdτ =

∞∫
−∞

∑
k �=0

∣∣Ṽ †δ,k∣∣2 dζ. (2.92)

Очевидно, что
∞∫

−∞

∑
k �=0

∣∣Ṽ †δ,k∣∣2 dζ �
∞∫

−∞

∑
k �=0

(
ζ2 + k2

)∣∣Ṽ †δ,k∣∣2 dζ,
т.к. ζ2 + k2 � 1, в силу того, что k �= 0 и k ∈ Z. Отсюда, учитывая (2.91), (2.92),
получаем искомое неравенство.

Вернемся к доказательствуТеоремы2.2. Складывая (2.75) и (2.82), получим

1

2
ε1/3

∂

∂t

∞∫
0

2π∫
0

(
φ(τ)
∣∣ΔṼδ

∣∣2 − ∣∣∇Ṽδ
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0

2π∫
0

(
∂

∂τ

(
φ(τ)
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∂Ṽδ
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∂Ṽδ

∂τ
dξdτ =

= −ε1/3
∞∫
0

2π∫
0

(
Ṽδ + φ(τ)ΔṼδ

) ∂
∂t

ΔṼst dξdτ. (2.93)

Нам нужно выбрать функцию φ(τ). Выберем ее так, чтобы она удовлетворяла
тождеству

∂

∂τ

(
φ(τ)

∂2u0

∂τ 2
+ u0

)
≡ 0. (2.94)

Это означает, что

φ(τ)
∂2u0

∂τ 2
+ u0 = C = const.

Пусть C = 1. Тогда

φ(τ) = (1− u0)

(
∂2u0

∂τ 2

)−1
,
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и учитывая, что u0 = f ′
(
τ/
√
x
)
, см. (2.74), получаем

φ(τ) = x
1− f ′

(
τ/
√
x
)

f ′′′
(
τ/
√
x
) . (2.95)

Очевидно, что

φ(τ) � 0, (2.96)

т.к. 0 � f ′
(
τ/
√
x
)
< 1, а −M1 � f ′′′

(
τ/
√
x
)
� 0, где M1 = max

γ∈[0,∞)

∣∣f ′′′(γ)∣∣ = const > 0,

см. рис. 2.5.

Таким образом, подставляя (2.94) в (2.93), домножив обе части равенства на −1
и проинтегрировав по t, получим

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 − φ(τ)
∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτ =

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 − φ(τ)
∣∣ΔṼδ

∣∣2)∣∣∣∣
t=0

dξdτ+

+ 2

t∫
0

∞∫
0

2π∫
0

(
Ṽδ + φ(τ)ΔṼδ

) ∂
∂t

ΔṼst dξdτdt. (2.97)

Рассмотрим левую часть равенства (2.97):

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 − φ(τ)
∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτ =

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 + |φ(τ)|∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτ, (2.98)

т.к. φ � 0, см. (2.96).

Рис. 2.5. Графики функций f ′(γ) и f ′′′(γ)
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Оценим второе слагаемое правой части равенства (2.97):
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∞∫
0

2π∫
0

(√
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∣∣∣∣)dξdτdt �
�
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0

∞∫
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2π∫
0

(
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∣∣∣∣2 dξdτdt︸ ︷︷ ︸
K1

+

+

t∫
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∞∫
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2π∫
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(∣∣Ṽδ
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︸ ︷︷ ︸

K2

. (2.99)

Интеграл K2 из (2.99) оценим с помощью Леммы 2.7:

K2 �
t∫

0

∞∫
0

2π∫
0

(∣∣∇Ṽδ

∣∣2 + |φ(τ)|∣∣ΔṼδ

∣∣2) dξdτdt. (2.100)

Рассмотрим интеграл K1 из (2.99):

K1 =

t∫
0

∞∫
0

2π∫
0

F (t, x, τ, ξ) dξdτdt, (2.101)

где

F (t, x, τ, ξ) = (|φ|+ 1)

∣∣∣∣ ∂∂tΔṼst

∣∣∣∣2.
Ранее мы доказали, что квазистационарное решение уравнения (2.56) (т.е. функция
Ṽst) существует при x > M (см. (2.68)). Для функции ΔṼst справедливо следующее
представление (оно очевидно следует из (2.65) и (2.62)):

ΔṼst =
∑
k �=0

(
∂2Wk

∂τ 2
− k2 + g′′k(τ)Vγ,k(t)

)
eikξ, (2.102)

Рассмотрим подынтегральную функцию F при τ = 0. Для функций f ′(ζ) и f ′′′(ζ),
где ζ = τ/

√
x, при τ = 0 и x > 0 справедливо следующее представление (см. [1; 4]):

f ′(ζ) = A1ζ + A2ζ
4 + . . . , ζ → 0

f ′′′(ζ) = Â2ζ
2 + . . . , ζ → 0.
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Следовательно, для функции φ(τ) при τ = 0 справедливо следующее представление:

φ = x
1

Â2

(
τ/
√
x
)2 + . . . , τ → 0.

В силу граничного условия Wk

∣∣
τ=0

= 0 (см. (2.67)) и в силу выбора функции gk (см.
рис. 2.3), получаем, что

∂

∂t
ΔṼst

∣∣∣∣
τ=0

≡ 0.

Следовательно, F
∣∣
τ=0

= 0.
Рассмотрим подынтегральную функцию F при τ →∞. В силу Леммы 2.4 функ-

ции Wk ∼ e−|k|τ , τ →∞. Для функций gk (в силу их выбора, см. (2.66)) справедливо
асимптотическое представление gk ∼ e−|k|τ , τ →∞.

Следовательно,
Δvst
∣∣
τ→∞ → 0.

Рассмотрим функцию φ(τ) при τ →∞. Воспользуемся асимптотическими представ-
лениями для функции Блазиуса (см. [4]) при τ →∞:

f ′(ζ) ∼ 1 + B1e
−Aζ2 , ζ →∞,

f ′′′(ζ) ∼ B2e
−Aζ2 , ζ →∞,

где ζ = τ/
√
x, A = const, B1 = const, B2 = const. Следовательно, для φ(τ) справед-

ливо следующее представление при τ →∞:
φ(τ) = x

B1

B2

,

т.е. функция φ(τ) — константа при τ →∞ для ∀ x > 0 (x — параметр). Следователь-
но, F

∣∣
τ→∞ → 0. Очевидно, что интеграл K1 (2.101) сходится при ∀ x > M .

Объединяя (2.100), (2.99) и (2.98), получаем искомую оценку (2.60):

∞∫
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∣∣2 + |φ(τ)|∣∣ΔṼδ
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+
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0
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∣∣∣∣2 dξdτdt,
где φ(τ) определено в (2.95).

Замечание 2.3. Очевидно, что оценку (2.60) можно преобразовать к виду
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. (2.103)
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2.3. Исследование уравнения типа Рэлея в области передней кромки
пластины

В этом разделе мы будем исследовать существование решения стационарного
уравнения типа Рэлея (2.59), краевую задачу для которого перепишем здесь для
удобства еще раз:

f ′
(
τ/
√
x
)
Δṽst − ṽst

f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
= 0, (2.104)

ṽst
∣∣
τ=0

= Ṽγ(t, ξ), lim
τ→∞

ṽst = 0, ṽst
∣∣
ξ
= ṽst

∣∣
ξ+2π

, (2.105)

при x � δ, где 0 < δ � M , а M = max
η∈[0,+∞)

∣∣∣∣f ′′′(η)f ′(η)

∣∣∣∣ (см. (2.69)), см. также рис. 2.6.
Как мы увидим ниже, x играет роль спектрального параметра в одномерном уравне-
нии Шредингера, определяющем свойства осциллирующего течения в классическом
погранслое Прандтля.

Вернемся к краевой задаче на коэффициенты разложения в ряд Фурье функ-
ции ṽst с нулевыми граничными условиями (2.67). В классических погранслойных
координатах

η =
τ√
x
=

y

ε
√
x

(2.106)

задача (2.67) примет следующий вид{
Ĥkφk = −Vγ,kĤkqk, k �= 0,

φk

∣∣
η=0

= 0, φk

∣∣
η
→ 0,

(2.107)

где

Ĥk
def
= − d2

dη2
+ U(η) + xk2,

U(η)
def
=

f ′′′(η)
f ′(η)

, (2.108)

qk = gk
∣∣
(2.106), gk ∈ C∞

(
[0,∞)

)
— заданная функция, удоветворяющая приведенным

в предыдущем разделе условиям (2.66), и φk = Wk

∣∣
(2.106).

Потенциал U(η) представляет собой ямку глубины M (см. (2.69)) и обладает
следующими свойствами: U(0) = 0, U

∣∣
η→∞ = O(|η|−N), где N — любое число, см.

рис. 2.6.
В предыдущем разделе (см. Теорему 2.2 и ее доказательство) было показано что

если x � δ > M , то решение задачи (2.107) существует и единственно. Теперь мы
рассмотрим случай δ ∈ (0,M ]. В этом случае возможно, что Ker Ĥk �= ∅. Найдем
Ker Ĥk. Для этого рассмотрим следующую задачу:{

Ĥkψk = 0,

ψ(0) = 0, ψ
∣∣
η→∞ → 0.

(2.109)

Преобразуем ее к виду {
Ĥψk = λkψk,

ψ(0) = 0, ψ
∣∣
η→∞ → 0,

(2.110)
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Рис. 2.6. График потенциала U(η), M ≈ 0.1442

где λk = −xk2 и Ĥ = − d2

dη2
+ U(η).

Обозначим через H самосопряженный оператор в L2(0,+∞) c дифференциаль-
ным выражением Ĥ и условием Дирихле при η = 0. Область определения этого
оператора D(H) = {u ∈ W 2

2 (0,+∞) : u(0) = 0}.
Очевидно, что задача (2.110) представляет собой ни что иное, как задачу на отыс-

кание собственных значений и собственных функций оператора типа Шредингера H
с потенциалом U(η) (2.108), изображенном на рис. 2.6. Ясно, что если существуют
собственные числа λk, то ядро оператора Ĥk не пусто. Соответственно, задача (2.107)
имеет единственное решение ∀x � δ, δ ∈ (0,M ] и таких, что xk2 �= λk.

Хорошо известно [55], что если собственные значения задачи (2.110) существу-
ют, то они отрицательные (λk < 0), а также справедлива следующая оценка для
количества собственных чисел дискретного спектра Nλ:

Nλ �
∞∫
0

η|U(η)| dη.

С помощью численных методов легко получить значение интеграла, стоящего в пра-
вой части неравенства. Для потенциала нашего U (см. (2.108)) оно равно примерно
1.23. Следовательно, Nλ � 1. Это означает, что в нашей потенциальной яме возможно
существования лишь одного собственного значения.

Справедлива следующая лемма (подробнее см. работу Д.И. Борисова и Р.К. Гай-
дукова [3]).

Лемма 2.8. Дискретный спектр оператора H пуст.

Доказательство Леммы 2.8 (из [3]). Будем действовать от противного. Предполо-
жим, что у оператора H существуют собственное значение λ0 (выше было показано,
что оно единственное) и связанная с ним собственная функция ψ0, нормированная в
L2(0,+∞). Согласно принципу минимакса (см. [86]) имеем:

λ0 = inf
u∈W1

2 (0,+∞),

u(0)=0, u�≡0

‖u′‖2L2(0,+∞) + (Uu, u)L2(0,+∞)

‖u‖2L2(0,+∞)

= ‖ψ′0‖2L2(0,+∞) + (Uψ0, ψ0)L2(0,+∞).

(2.111)
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Функция |ψ0| также минимизирует приведенный выше инфинум, т.е. она является
собственной функцией, отвечающей собственному значению λ0. Таким образом, мож-
но считать, что функция ψ0 неотрицательна. Отметим также, что λ0 < 0, а функция
ψ0 экспоненциально убывает на бесконечности:

ψ0(η) = O
(
e−
√
|λ0|η), η → +∞.

Рассмотрим функцию ψ1 = f ′(η). Из свойств функции Блазиуса (см. [4]) получа-
ем, что ψ1 ∈ C2[0,+∞), ψ1(0) = 0, ψ1(η) > 0, η > 0 и ψ1(η) → 1 при η → +∞ (см.
рис. 2.5). Несложно проверить, что функция ψ1 удовлетворяет уравнению

−ψ′′1 + Uψ1 = 0, η > 0.

Умножим это уравнение на ψ0 и проинтегрируем на (0, R), где R = const > 0, учи-
тывая, что −ψ′′0 + Uψ0 = λ0ψ0:

0 =

R∫
0

ψ0(−ψ′′1 + Uψ1)dη = −
R∫

0

ψ0ψ
′′
1 dη + λ0

R∫
0

ψ0ψ1 dη +

R∫
0

ψ′′0ψ1 dη. (2.112)

Проинтегрировав по частям первый и последний интегралы в правой части (2.112),
учитывая, что ψ0(0) = 0 и ψ1(0) = 0, получаем

0 = λ0

R∫
0

ψ0ψ1dη − ψ0(R)ψ′1(R) + ψ′0(R)ψ1(R). (2.113)

Перейдя к пределу при R → +∞ в (2.113) и используя приведенное выше описание
поведения функции ψ0, ψ1 на бесконечности, получим:

+∞∫
0

ψ0ψ1dη = 0. (2.114)

Но обе функции ψ0, ψ1 неотрицательны, следовательно тождество (2.114) невозмож-
но. Это означает, что наше предположение неверно, и, следовательно, дискретный
спектр оператора H пуст.

Приведенные выше рассуждения доказывают следующую теорему.

Теорема 2.3. Квазистационарное решение уравнения типа Рэлея (2.104), (2.105)

существует и единственно для ∀ x � δ, где δ ∈ (0,M ], а M = max
η∈[0,+∞)

∣∣∣∣f ′′′(η)f ′(η)

∣∣∣∣
(см. (2.69)).

2.4. Алгоритм численного решения и результаты его использования

Алгоритм нахождения решения задачи (2.1), (2.5), (2.6) следующий.

1. Найти функции u∗1, v∗2, описывающее течение в тонком пограничном слое, решив
задачу (2.16), (2.17) (см. подраздел 2.4.1).

2. Найти lim
θ→∞

ṽ∗2, являющийся граничным условием для задачи (2.18), (2.19).

3. Найти функцию ṽII2 , описывающую осцилляции в классическом пограничном
слое, решив задачу (2.18), (2.19) (см. подраздел 2.4.2).
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2.4.1 Алгоритм численного решения системы уравнений тонкого погра-
ничного слоя

Мы будем численно решать задачу (2.16), (2.17) в переменных (ξ, θ′), в которых
граница плоская (см. Замечание 2.2 к Теореме 2.1), т.е. мы будем решать систе-
му (2.24), (2.25), но на рисунках будем использовать переменные (ξ, θ) (в которых
граница криволинейная). Для удобства, перепишем систему уравнений (2.24), (2.25),
подставляя явный вид для uII

0 (см. (2.21)):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u∗1
∂t

+ u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′

)
+ v∗2

∂u∗1
∂θ′

=−∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ ′=0

+
∂2u∗1
∂θ′2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′

+
∂v∗2
∂θ′

= 0,

(2.115)

u∗1
∣∣
θ′=0

= v∗2
∣∣
θ′=0

= 0, u∗1
∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

v∗2
∣∣
θ′→∞ → 0,

∂u∗1
∂θ′

∣∣∣∣
θ′→∞

→ f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ′→∞

→ ∂μ

∂ξ

f ′′(0)√
x

.
(2.116)

Из второго уравнения системы (2.115) выразим v∗2:

v∗2 =

θ′∫
0

(
− ∂u∗1

∂ξ
+

∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′′

)
dθ′′. (2.117)

Из выражения для давления (2.23) получаем:

∂p̃II2
∂ξ

∣∣∣∣
τ ′=0

= −f ′′(0)√
x

v∗2
∣∣
θ′→∞. (2.118)

Подставляя (2.117) и (2.118) в первое уравнение из (2.115), получаем

∂u∗1
∂t

+ u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′

)
+

∂u∗1
∂θ′

θ′∫
0

(
− ∂u∗1

∂ξ
+

∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′′

)
dθ′′ =

=
f ′′(0)√

x

∞∫
0

(
− ∂u∗1

∂ξ
+

∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ′′

)
dθ′′ +

∂2u∗1
∂θ′2

. (2.119)

Нужно заметить, что при решении задачи (2.119), (2.116), (2.117) возникают две
проблемы.

1. Область, в которой ищется решение задачи, не ограничена, т.е. θ′ ∈ [0,∞).

2. Искомая функция u∗1 не является ограниченной при θ′ →∞.

Для решения первой проблемы можно сделать замену координат σ =
θ′

(1 + θ′)
,

переводящую полуось [0,∞) в луч [0, 1). Однако, эту замену можно не делать, т.к. до-
статочно хорошая точность вычислений может быть получена простым путем огра-
ничения области в которой ищется решение, например можно взять θ′ ∈ [0, 100],
см. [30].
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Для решения второй проблемы нужно сделать замену

H
def
= u∗1 − (θ′ + μ)

f ′′(0)√
x

. (2.120)

Тогда уравнение (2.119) примет следующий вид:

∂H

∂t
+

∂H

∂ξ

(
H +

f ′′(0)√
x

(θ′ + μ)

)
+

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ

(
H − lim

θ′→∞
H
)−

− f ′′(0)√
x

(
D − lim

θ′→∞
D
)− ∂H

∂θ′

(
D +

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ
θ′
)

=
∂2H

∂θ′2
, (2.121)

где

D
def
=

θ′∫
0

∂H

∂ξ
dθ′′. (2.122)

Применим технику осреднения. Считая граничное условие H
∣∣
θ′→∞ неизвестным, мы

выберем функцию H̃ так, чтобы lim
θ′→∞

H̃ = 0.

Тогда осредняя уравнение (2.121), учитывая что D ≡ 0, мы получим уравнение
на H:

∂H

∂t
−W =

∂2H

∂θ′2
(2.123)

с граничными условиями

H
∣∣
θ′=0

= 0,
∂H

∂θ′

∣∣∣∣
θ′→∞

→ 0, (2.124)

где

W
def
=

∂H̃

∂θ′

(
D +

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ
θ′
)

=
1

2π

2π∫
0

∂H̃

∂θ′

(
D +

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ
θ′
)
dξ. (2.125)

Тогда уравнение на осциллирующую часть H̃ будет иметь вид

∂H̃

∂t
+

∂H̃

∂ξ

(
H̃ +H +

f ′′(0)√
x

(θ′ + μ)

)
+

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ

(
H̃ +H − lim

θ′→∞
H
)−

− f ′′(0)√
x

(
D − lim

θ′→∞
D
)− ∂H

∂θ′

(
D +

f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ
θ′
)

=
∂2H̃

∂θ′2
, (2.126)

а граничные условия на функцию H̃ будут иметь вид:

H̃
∣∣
θ′=0

= −μf
′′(0)√
x

, H̃
∣∣
θ′→∞ → 0, H̃

∣∣
ξ
= H̃
∣∣
ξ+2π

. (2.127)

Начальное условие мы выбрали в следующем виде:

H̃
∣∣
t=0

=

⎧⎨⎩−
f ′′(0)√

x
μ(ξ)(1− 0.2θ′), θ′ � 5,

0, θ′ > 5,
H
∣∣
t=0

= 0. (2.128)
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Отметим, что для задачи (2.123)–(2.128) в [7] была построена неявная схема, но
на практике удобнее использовать явные схемы (см. [95]), ввиду легкости ее распа-
раллеливания (см. [67]) для вычислений на современных многопроцессорных ЭВМ (а
также для вычислений с использованием графических ускорителей, например, тех-
нологии CUDA, см. [82; 83]). Построим для задачи (2.123)–(2.128) явную разностную
схему.

Введем сетку ω с шагами hξ, hθ′ , ht на области

Ω = [0, 2π]× [0, θ′max]× [0, Tmax],

в которой мы будем искать решение:

ω =
{
(i, j, k) : ξi = ihξ, θ′j = jhθ′ , tk = kht,

i = 0, . . . , N ; j = 0, . . . ,M ; k = 0, . . . , K;

N = 2π/hξ, M = θ′max/hθ′ , K = Tmax/ht

}
.

Введем сеточные функции: H̃k
i,j = H̃

(
tk, ξi, θ

′
j

)
, Hk

j = H
(
tk, θ′j

)
, W k

j = W
(
tk, θ′j

)
,

Dk
i,j = D

(
tk, ξi, θ

′
j

)
, uk

i,j = u∗
(
tk, ξi, θ

′
j

)
, μi = μ(ξi), vki,j = v∗

(
tk, ξi, θ

′
j

)
, где функции D

и W были определены ранее, см. (2.122) и (2.125) соответственно.
Введем следующие обозначения:

μ̂i
def
=

μi+1 − μi−1
2hξ

, F
def
=

f ′′(0)√
x

, αk
i,j

def
= H̃k

i,j +H
k

j + F (θ′j + μi),

βk
i,j

def
= Dk

i,j + Fθ′jμ̂i, χk
i,j

def
= βk

i,j

H̃k
i,j+1 − H̃k

i,j

2

и для любой сеточной функции fk
i,j:

(
fk
i,j

)+ def
=

fk
i,j +

∣∣fk
i,j

∣∣
2

,
(
fk
i,j

)− def
=

fk
i,j −

∣∣fk
i,j

∣∣
2

,

где интеграл Dk
i,j вычисляется методом трапеций (см. [96]):

Dk
i,j = hθ′

(
dki,0 + dki,j

2
+

j−1∑
j′=1

dki,j′

)
,

где

dki,j =
H̃k

i+1,j − H̃k
i,j

hξ

Тогда явная разностная схема для задачи (2.126), (2.127), (2.128) будет иметь вид

H̃k+1
i,j = H̃k

i,j−ht

((
αk
i,j

)+ H̃k
i,j − H̃k

i−1,j
hξ

+
(
αk
i,j

)− H̃k
i+1,j − H̃k

i,j

hξ

+Fμ̂i

(
H̃k

i,j+H
k

j −H
k

M

)−
−F(Dk

i,j−Dk
i,M

)−(βk
i,j

)+ H
k

j −H
k

j−1
hθ′

+
(
βk
i,j

)− H
k

j+1 −H
k

j

hθ′

)
+ht

H̃k
i,j+1 − 2H̃k

i,j + H̃k
i,j−1

h2
θ′

,
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H̃k
i,0 = −μiF, H̃k

i,M = 0, H̃k
0,j = H̃k

N,j,

H̃0
i,j =

{
−Fμi(1− 0.2θ′j), θ′j � 5,

0, θ′j > 5.

для задачи (2.123), (2.124), (2.128) будет иметь вид

H
k+1

j = H
k

j + htW
k
j + ht

H
k

j+1 −H
k

j +H
k

j−1
h2
θ′

,

H
k

0 = 0, H
k

M = Hk
M−1, H

0

j = 0,

где интеграл W k
j вычисляется методом трапеций (см. [96]):

W k
j =

hξ

2π

(
χk
0,j + χk

N,j

2
+

N−1∑
i=1

χk
i,j

)
.

Легко показать, что построенная разностная схема удовлетворяет принципу мак-
симума (см. [95]), и, следовательно, устойчива.

Искомая функция uk
i,j находится по следующей формуле:

uk
i,j = H̃k

i,j +H
k

j + F (θ′j + μi),

а функция vki,j находится из интеграла (3.53) с помощью численного интегрирования
методом трапеций:

vi,j = hθ′

(
ζki,0 + ζki,M

2
+

M−1∑
j=1

ζki,j

)
,

где

ζki,j = −
uk
i+1,j − uk

i,j

hξ

+ μ̂i

uk
i,j+1 − uk

i,j

hθ′
.

Отметим, что результаты моделирования, полученные по построенной явной раз-
ностной схеме, совпадают с результатами, приведенными в работе [7]. В силу этого,
не претендуя на оригинальность, приведем их здесь. Заметим, что построенная раз-
ностная схема будет использоваться при моделировании задачи о течении в трубе
с малыми периодическими неровностями на стенке, которая будет исследоваться в
разделе 4.

Также введем функцию eps(t) — критерий стационарности:

eps(tk+1, tk) = max
{‖uk+1

i,j − uk
i,j‖, ‖vk+1

i,j − vki,j‖
}
,

где норма ‖gki,j‖ = max
(i,j)∈ω

|gki,j| Соответственно, если с некоторого момента времени t∗

eps(t) = 0 ∀ t > t∗, то наше решение вышло на стационар.
Будем считать, что неровность задается функцией вида

μ(ξ) = A cos(ξ), A = const,

и зафиксируем x = 1 (x — параметр — расстояние от кромки пластины). Из резуль-
татов [7] видно, что зависимость течения от амплитуды неровностей имеет несколько
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характерных типов. При A � 1 течение ламинарное (см. рис. 2.7, 2.8), а при A = 1.8
в течении возникает периодический вихревой процесс — на левой стенке «ямки» воз-
никает вихрь (см. рис. 2.10–2.13), который двигаясь по потоку разрушается у правой
стенки «ямки», и затем на левой стенке возникает новый вихрь и т.д. Из этого сле-
дует, что существует некоторая критическая амплитуда A∗, такая, что при A < A∗

течение ламинарное, а при A > A∗ течение становится вихревым.

Рис. 2.7. Поле скоростей при μ = 0.8 cos ξ, t = 0

Рис. 2.8. Поле скоростей при μ = 0.8 cos ξ, t = 10

Рис. 2.9. График функции eps(t) при μ = 0.8 cos ξ
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Рис. 2.10. Поле скоростей при μ = 1.8 cos ξ, t = 2

Рис. 2.11. Поле скоростей при μ = 1.8 cos ξ, t = 3
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Рис. 2.12. Поле скоростей при μ = 1.8 cos ξ, t = 5

Рис. 2.13. Поле скоростей при μ = 1.8 cos ξ, t = 9

Рис. 2.14. График функции eps(t) при μ = 1.8 cos ξ
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а) t = 2.25

б) t = 6.7

Рис. 2.15. Поле скоростей при μ = 2.3 cos ξ

Полученные нами результаты подтверждают результаты из [7] и уточняют их:
существуют две критические амплитуды A∗1 и A∗2 > A∗1, такие, что при A < A∗1 те-
чение ламинарное и с некоторого момента времени — стационарное (например, при
A = 0.8 см. рис. 2.7–2.9), при A∗1 < A < A∗2 в течении образуется вихри, но начиная с
некоторого момента времени течение становится ламинарным и стационарным (на-
пример, при A = 1.8 см. рис. 2.10–2.14), а при A > A∗2 в потоке также наблюдается
периодический процесс образования вихрей, но начиная с некоторого (большого) вре-
мени течение становится стационарным, но не ламинарным, т.е. в «ямке» возникает
стационарный вихрь (например, при A = 2.3 см. рис. 2.15).

Отметим, что использование явной схемы вкупе с использованием многопроцес-
сорных ЭВМ позволяет моделировать задачу на промежутках времени, существенно
больших, чем при использовании неявной схемы, даже не смотря на необходимость
использования очень маленьких шагов по времени.

Заметим, что на приведенных рисунках 2.10–2.15 отчетливо видно явление отрыва
пограничного слоя и его повторного прилипания к обтекаемой поверхности.
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2.4.2 Алгоритм численного решения уравнения типа Рэлея

Теперь мы построим алгоритм численного решения задачи (2.18), (2.19). Для
удобства перепишем эту задачу здесь еще раз, подставив явный вид u†0 (см. (2.21)):

ε1/3
∂

∂t
Δ

ξ∫
ṽII2 dξ + f ′

(
τ/
√
x
)
ΔṽII2 − ṽII2

f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
= 0, (2.129)

ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2, lim
τ→∞

ṽII2 = 0, ṽII2
∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

. (2.130)

В качестве начального условия возьмем

ṽII2
∣∣
t=0

= v∞e−τ
2/10, (2.131)

где
v∞(t, x, ξ)

def
= lim

θ′→∞
ṽ∗2. (2.132)

Отметим, что интеграл
∫ ξ

f̃ dξ можно вычислить по следующей формуле

ξ∫
f̃ dξ =

ξ∫
0

f̃(ξ′) dξ′ − 1

2π

2π∫
0

[ ξ′∫
0

f̃(ξ′′) dξ′′
]
dξ′. (2.133)

Сделаем замены:

g
def
=

ξ∫
ṽII2 dξ, G

def
= Δg. (2.134)

С учетом замен (2.134) уравнение (2.129) примет вид

∂G

∂t
+ ε−1/3f ′

(
τ/
√
x
)∂G
∂ξ

= ε−1/3ṽII2
f ′′′
(
τ/
√
x
)

x
. (2.135)

Тогда алгоритм нахождения ṽII2 следующий.

1. Найти функцию G из уравнения (2.135) c условиями периодичности:

G
∣∣
ξ
= G
∣∣
ξ+2π

.

2. Найти функцию g из уравнения

Δg = G. (2.136)

3. Найти функцию ṽII2 по формуле

ṽII2 =
∂g

∂ξ
. (2.137)
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Как и в предыдущем разделе, ограничим область, в которой ищется решение до
τmax = 100. Введем сетку ω2 с шагами hξ, hτ , ht на области

Ω2 = [0, 2π]× [0, τmax]× [0, Tmax],

в которой мы будем искать решение:

ω2 =
{
(i, j, k) : ξi = ihξ, τj = jhτ , tk = kht,

i = 0, . . . , N ; j = 0, . . . ,M ; k = 0, . . . , K;

N = 2π/hξ, M = τmax/hτ , K = Tmax/ht

}
.

Введем сеточные функции: vki,j = ṽII2
(
tk, ξi, τj

)
, Gk

i,j = G
(
tk, ξi, τj

)
.

Сначала найдем численно (например, с помощью метода Рунге–Кутта, см. [96])
функцию Блазиуса (см. (1.5)):

2f ′′′ + f · f ′′ = 0, f(0) = f ′(0) = 0, f(∞) = 1.

Введем обозначения:

f
(1)
j

def
= f ′
(
τj/
√
x
)
, f

(3)
j

def
=

f ′′′
(
τj/
√
x
)

x
.

Теперь перейдем к приведенному алгоритму. Уравнение (2.135) будем решать чис-
ленно с помощью разностной схемы (см. [95]), которая довольно тривиальна:

Gk+1
i,j = Gk

i,j − ε−1/3htf
(1)
j

Gk
i,j −Gk

i−1,j
hξ

+ ε−1/3htf
(3)
j vki,j.

Пункты 2 и 3 приведенного выше алгоритма удобно решать, разложив функции
в ряды Фурье по переменной ξ:

g =
∑
k �=0

ĝk(t, τ)e
ikξ, G =

∑
k �=0

Ĝk(t, τ)e
ikξ, ṽII2 =

∑
k �=0

v̂k(t, τ)e
ikξ

Тогда уравнение (2.136) примет следующий вид:

∂2ĝk
∂τ 2

− k2ĝk = Ĝk, k �= 0,

а из граничных условий (2.130) легко получить

ĝk
∣∣
τ=0

=
v̂∞,k

ik
, ĝk

∣∣
τ→∞ → 0,

где v̂∞,k — коэффициенты разложения в ряд Фурье функции v∞, k �= 0. Эту задачу
мы будем решать с помощью неявной разностной схемы методом прогонки (см. [95]).

Коэффициенты v̂k будем находить по формуле (2.137), которая примет следую-
щий вид:

v̂k = ikĝk.
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Мы не будем приводить численную реализацию данного алгоритма в силу его три-
виальности.

Перейдем к результатам численного решения. В качестве функции, описывающую
неровность мы взяли

μ(ξ) = 2.3 cos(ξ).

Как было показано в предыдущем разделе, при таком выборе функции в тонком слое
возникают вихри, см. рис. 2.15.

Заметим, что в переменных (x, y) при малых ε классический пограничный слой
Прандтля сосредоточен в малой окрестности оси x, см. рис. 2.16. Поэтому мы приво-
дим картину течения в переменных (τ, ξ), см. рис. 2.17, и, для наглядности, в пере-
менных (τ, x), см. рис. 2.18. В последнем случае мы растягиваем период по перемен-
ной ξ в окрестности выбранных точек на оси x (напомним, что в «главном» скорости
потока зависят от x как от параметра).

На рис. 2.18, 2.17 мы изображаем главные слагаемые построенного нами решения,
которое имеет вид

u(τ, ξ) = f ′
(
τ/
√
x
)
+ ε1/3ũII

1 +O(ε2/3),
v(τ, ξ) = ε2/3ṽII2 +O(ε),

где функция ũII
1 определяется формулой (см. (2.26))

ũII
1 = μ

f ′′
(
τ/
√
x
)

√
x

На рис. 2.16 изображено решение невозмущенной задачи, т.е. решение задачи
обтекания плоской пластины без неровностей. Как известно [97] (см. также (1.6)), ее
решение имеет вид

U(x, y) = f ′
(

y

ε
√
x

)
,

V (x, y) =
ε

2
√
x

[
y

ε
√
x
f ′
(

y

ε
√
x

)
− f

(
y

ε
√
x

)]
.

(2.138)

Из сравнения рис. 2.18 и 2.16 видно, что малые неровности на поверхности пла-
стины вносят возмущения в течение в пограничном слое. Также отметим, что из
сравнения этих рисунков (см. также рис. 2.17) может показаться что в исследуемой
нами задаче стоит условие проницаемости на нижней границе, что не верно, т.к.
как уже было сказано ранее, пограничный слой в нашей задаче имеет двухпалубную
структуру (см. рис. 2.2), и под классическим пограничным слоем, изображенным на
рис. 2.18 находится тонкий пограничный слой, см. рис. 2.15 в предыдущем разделе.
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a)

б)

Рис. 2.16. Поле скоростей течения вдоль ровной пластины, описываемое
формулами (2.138): a) при ε = 1; b) при ε = 0.1
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Рис. 2.17. Поле скоростей течения вдоль пластины c неровностями при x = 1, ε = 0.1,
t = 0.8 (увеличенный погранслой)

Рис. 2.18. Поле скоростей течения вдоль пластины c неровностями при x = 1 и x = 5,
параметре ε = 0.1, t = 0.8
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3. Задача обтекания малой локализованной неровности
на пластине

3.1. Постановка задачи

Мы рассматриваем течение вязкой несжимаемой жидкости вдоль неподвижной
полубесконечной пластины при больших значениях числа Рейнольдса Re. Набега-
ющий поток предполагается плоскопараллельным и имеющим скорость U0 = (1, 0),
см. рис. 3.1. Пластина расположена вдоль положительной части оси Ox, а на ее по-
верхности S в точке x0 имеется локализованная (уединенная) малая неровность типа
горбика, скачка или излома в виде угла.

Поверхность S задается следующим равенством:

ys = ε4/3μ(ξ), (3.1)

где ξ =
x− x0

ε
, а ε =

1√
Re

— малый параметр.

Как было написано выше, мы рассматриваем случаи, когда поверхность пластины
(т.е. функция μ(ξ)) имеет одну из следующих форм:

1. в точке x0 поверхность пластины имеет излом типа малого сглаженного угла,
см. рис. 3.1 а), например,

μ(ξ) = tan (α) ξ
−eξ
1− eξ

; (3.2)

2. в точке x0 функция μ имеет вид сглаженной ступеньки, см. рис. 3.1 б), напри-
мер,

μ(ξ) = A
eξ

1 + eξ
, (3.3)

где A — величина скачка;

3. в точке x0 на поверхности пластины присутствует горб, см. рис. 3.1 в), напри-
мер,

μ(ξ) = A exp
(− ξ2

)
, (3.4)

где A — высота горба.

Поставленная задача описывается системой уравнений Навье–Стокса и неразрыв-
ности: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
,

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0,

(3.5)

где U = (u, v) — вектор скорости, а p — давление.
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Система уравнений (3.5) дополняется граничными условия прилипания к поверх-
ности S:

U

∣∣∣∣ y=ys
x>0

=

(
0
0

)
, (3.6)

и граничными условиями согласования с внешним потоком

∂u

∂y

∣∣∣∣ y=0
x<0

= 0, v

∣∣∣∣ y=0
x<0

= 0, U

∣∣∣∣
y→±∞

→
(
1
0

)
, U

∣∣∣∣
x→−∞

→
(
1
0

)
. (3.7)

Похожая задача была рассмотрена в работах [14; 36; 42; 51] для других масштабов
и других типов внешних течений, подробнее см. в разделе 1.2.

3.2. Формальное асимптотическое решение

Введем погранслойные переменные (характерный масштаб):

θ =
y

ε4/3
, τ =

y

ε
, ξ =

x− x0

ε
. (3.8)

а) угол: μ
∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂μ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→+∞

→ const;

б) ступенька: μ
∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂μ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→+∞

→ 0, μ
∣∣
ξ→+∞ → const;

в) горб: μ
∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂μ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→+∞

→ 0, μ
∣∣
ξ→+∞ → 0;

Рис. 3.1. Типы рассматриваемых неровностей, U0 = (1, 0), x0 > 0
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Будем искать решение задачи (3.5), (3.6), (3.7) в следующем виде:

u(x, y) = f ′
(
τ/
√
x
)
+
∑
i�1

ε
i
3

(
uI
i(x, ξ, θ) + uII

i (x, ξ, τ) + uIII
i (x, ξ, y)

)
,

v(x, y) =
∑
i�2

ε
i
3

(
vIi(x, ξ, θ) + vIIi (x, ξ, τ) + vIIIi (x, ξ, y)

)
,

p(x, y) = p0 +
∑
i�1

ε
i
3

(
pIi(x, ξ, θ) + pIIi (x, ξ, τ) + pIIIi (x, ξ, y)

)
,

(3.9)

где f
(
τ/
√
x
)
— функция Блазиуса, см. (1.5).

Как будет показано ниже, формальное асимптотическое решение рассматривае-
мой задачи (3.5), (3.6), (3.7) имеет двухпалубную структуру, подобную структуре, по-
лученной в задаче обтекания пластины с периодическими неровностями, см. раздел 2.
Как обычно, верхние индексы у функций в разложении (3.9) означают номер погра-
ничного слоя, в котором они определены: I — тонкий пограничный слой («нижняя
палуба»), II — классический пограничный слой («верхняя палуба») и III — область
внешнего невозмущенного течения, см. рис. 3.2. Теперь нам надо ввести следующее
определение (аналогичное Определению 2.3 из раздела 2.1).

Определение 3.1. Пусть N ∈ Z+ достаточно большое. Тогда

(i) пограничной функцией в тонком пограничном слое I называется гладкая функ-
ция, убывающая как |θ−N | при θ →∞;

(ii) пограничной функцией в классическом пограничном слое II называется гладкая
функция, убывающая как |τ−N | при τ →∞.

Для построения формального асимптотического решения нам потребуются Лем-
мы 2.1–2.3 из раздела 2.1. Основным результатом данного раздела является следую-
щая теорема.

Рис. 3.2. Двухпалубная структура пограничного слоя на примере задачи обтекания
поверхности в форме угла
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Теорема 3.1*. Пусть x � δ > 0. Тогда формальное асимптотическое решение
задачи (3.5), (3.6), (3.7) имеет вид

u(x, y) = f ′(τ/
√
x) + ε1/3

(
uI
1(x, ξ, θ) + uII

1 (x, τ)
)
+O(ε2/3),

v(x, y) = ε2/3
(
vI2(x, ξ, θ) + vII2 (x, ξ, τ)

)
+O(ε),

p(x, y) = p0 + ε2/3pII2 (x, ξ, τ) +O(ε),

(3.10)

где θ = y/ε4/3, τ = y/ε, ξ = (x− x0)/ε, а f(τ/
√
x) — функция Блазиуса (см. (1.5)).

Функции

u∗1 = uI
1 + θ

f ′′(0)√
x

, v∗2 = vI2 + vII2

∣∣∣
τ=0

, (3.11)

описывающие течение в тонком погранслое, являются решением системы уравне-
ний пограничного слоя Прандтля с индуцированным давлением:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

+
∂v∗2
∂θ

= 0,
(3.12)

u∗1
∣∣
θ=μ

= μ
f ′′(0)√

x
, v∗2

∣∣
θ=μ

= 0,
∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ f ′′(0)√
x

,

∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0, u∗1
∣∣
ξ→−∞ → θ

f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0.

(3.13)

Функция vII2 , описывающая течение в классическом погранслое, является решением
уравнения типа Рэлея

f ′(τ/
√
x)

(
∂2vII2
∂ξ2

+
∂2vII2
∂τ 2

)
− vII2

f ′′′(τ/
√
x)

x
= 0, (3.14)

vII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

v∗2, vII2
∣∣
τ→∞ → 0, vII2

∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂vII2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0. (3.15)

Давление pII2 определяется из следующего выражения:

∂pII2
∂ξ

= f ′
(
τ/
√
x
)∂vII2
∂τ

− vII2
f ′′
(
τ/
√
x
)

√
x

. (3.16)

Замечание 3.1. Если сделать замену вертикальной переменной, выравнивающую гра-
ницу ŷ = y−ys = y−ε4/3μ(ξ), то асимптотическое решение (3.10) примет следующий
вид:

u = f ′
(
τ̂ /
√
x
)
+ ε1/3

(
uI
1(x, ξ, θ̂) + uII

1 (x, ξ, τ̂)
)
+O(ε2/3),

v = ε2/3
(
vI2(x, ξ, θ̂) + vII2 (x, ξ, τ̂)

)
+O(ε),

p = p0 + ε2/3pII2 (x, ξ, τ̂) +O(ε),

*См. Замечание 2.1.
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где τ̂ = ŷ/ε = τ − ε1/3μ, θ̂ = ŷ/ε4/3 = θ − μ. Краевая задача (3.12), (3.13) примет
следующий вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ̂

)
+ v∗2

∂u∗1
∂θ̂

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ̂=0

+
∂2u∗1
∂θ̂2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ̂

+
∂v∗2
∂θ̂

= 0,

(3.17)

u∗1
∣∣
θ̂=0

= v∗2
∣∣
θ̂=0

= 0,
∂u∗1
∂θ̂

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ f ′′(0)√
x

,

∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ ∂μ

∂ξ

f ′′(0)√
x

, u∗1
∣∣
ξ→−∞ → θ̂

f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

. (3.18)

Функция uII
1 = μ

f ′
(
τ̂ /
√
x
)

√
x

, а краевая задача (3.14), (3.15) и выражение для давле-

ния (3.16) не изменят свой вид.

Доказательство Теоремы3.1.Подставим разложения (3.9) в систему уравнений (3.5),
соберем коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра ε и приравняем
их к нулю.

1. Функции, описывающие течение вне погранслоев.
Пусть τ → ∞ и θ → ∞. Тогда в силу Определения 3.1 все функции с верхними
индексами I и II устремятся к нулю, а f ′

∣∣
τ→∞ → 1, см. (1.5). Тогда мы получим

уравнения на функции в области вне пограничных слоев (в области III, см. рис. 3.2).
При ε−2/3 имеем следующую систему уравнений:

∂pIII1

∂ξ
+

∂uIII
1

∂ξ
= 0,

∂uIII
1

∂ξ
= 0. (3.19)

Следовательно, pIII1 = pIII1 (x, y) и uIII
1 = uIII

1 (x, y).
При ε−1/3 имеем:

∂pIII2

∂ξ
+

∂uIII
2

∂ξ
= 0,

∂vIII2

∂ξ
= 0,

∂uIII
2

∂ξ
= 0. (3.20)

Следовательно, pIII2 = pIII2 (x, y), vIII2 = vIII2 (x, y) и uIII
2 = uIII

2 (x, y).
При ε0 имеем:

∂pIII0

∂x
+

∂pIII3

∂ξ
+

∂uIII
3

∂ξ
= 0,

∂pIII0

∂y
+

∂vIII3

∂ξ
= 0,

∂uIII
3

∂ξ
= 0. (3.21)

Из последнего уравнения системы (3.21) следует, что uIII
3 = uIII

3 (x, y). В силу того,
что pIII0 = pIII0 (x, y), получаем

pIII3 = −∂pIII0

∂x
ξ + C1(x, y), vIII3 = −∂pIII0

∂y
ξ + C2(x, y).

Очевидно, что функции pIII3 и vIII3 должны быть ограничены при ξ → ±∞. Сле-
довательно, получаем следующие равенства

∂pIII0

∂x
= 0,

∂pIII0

∂y
= 0.
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Отсюда следует, что pIII0 = const, и, следовательно, vIII3 = vIII3 (x, y), pIII3 = pIII3 (x, y).
При ε1/3 имеем аналогичную систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂pIII1

∂x
+

∂pIII4

∂ξ
+

∂uIII
1

∂x
+

∂uIII
4

∂ξ
= 0,

∂pIII1

∂y
+

∂vIII4

∂ξ
= 0,

∂uIII
1

∂x
+

∂uIII
4

∂ξ
= 0.

(3.22)

Действуя по аналогии и учитывая полученные выше результаты, получаем, что
uIII
1 = uIII

1 (y), pIII1 = const, uIII
4 = uIII

4 (x, y), pIII4 = pIII4 (x, y), vIII4 = vIII4 (x, y).
При ε2/3 имеем аналогичную систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂pIII2

∂x
+

∂uIII
2

∂x
+

∂uIII
5

∂ξ
+

∂pIII5

∂ξ
= 0,

∂pIII2

∂y
+

∂vIII2

∂x
+

∂vIII5

∂ξ
= 0,

∂vIII2

∂y
+

∂uIII
2

∂x
+

∂uIII
5

∂ξ
= 0.

(3.23)

Аналогично получаем, что uIII
5 = uIII

5 (x, y), pIII5 = pIII5 (x, y), vIII5 = vIII5 (x, y), а функции
vIII2 , uIII

2 , pIII2 (не зависящие от ξ) являются решением следующей системы уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂pIII2

∂x
+

∂uIII
2

∂x
= 0,

∂pIII2

∂y
+

∂vIII2

∂x
= 0,

∂vIII2

∂y
+

∂uIII
2

∂x
= 0.

(3.24)

Продифференцируем первое уравнение системы (3.24) по y, а второе — по x, а затем
вычтем из второго первое, и используя третье уравнение системы (3.24), получим
уравнение на функцию vIII2 в области x > 0, y > 0:

∂2vIII2

∂x2
+

∂2vIII2

∂y2
= 0. (3.25)

Как показано далее (см. (3.34)), граничные условия для функции vIII2 имеют вид
vIII2

∣∣
y=0

= 0, vIII2

∣∣
y→∞ → 0, vIII2

∣∣
x=0

= 0. Очевидно, что с такими граничными условиями
уравнение (3.25) имеет лишь тривиальное решение

vIII2 = 0. (3.26)

Следовательно, из (3.24) получаем, что uIII
2 = uIII

2 (y), pIII2 = const.

2.Функции, описывающие течение в классическом погранслое.
Пусть θ→∞. Тогда в силу Определения 3.1 функции с верхним индексом I устре-
мятся к нулю. Тогда мы получим уравнения на функции, описывающие течение в
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классическом пограничном слое (в области II, см. рис. 3.2). Для удобства введем
обозначение:

u0
def
= f ′
(
τ/
√
x
)
.

При ε−2/3 имеем
∂pII1
∂τ

= 0,
∂uII

1

∂ξ
= 0. (3.27)

Из первого уравнения системы (3.27) в силу Определения 3.1 получаем, что pII1 = 0,
а из второго — uII

1 = uII
1 (x, τ).

При ε−1/3 имеем ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂pII2
∂ξ

+ u0
∂uII

2

∂ξ
+
(
vII2 + vIII2

∣∣
y=0

)∂u0

∂τ
= 0,

∂pII2
∂τ

+ u0
∂vII2
∂ξ

= 0,

∂uII
2

∂ξ
+

∂vII2
∂τ

= 0.

(3.28)

Продифференцировав первое уравнение системы (3.28) по τ , а второе — по ξ, и затем
вычтя из второго первое, получим

u0

(
∂2vII2
∂ξ2

+
∂2vII2
∂τ 2

)
−
(
vII2 + vIII2

∣∣
y=0

)∂2u0

∂τ 2
= 0.

Подставляя выражение для u0, и учитывая, что vIII2 = 0 (см. (3.26)), получаем урав-
нение типа Рэлея:

∂2vII2
∂ξ2

+
∂2vII2
∂τ 2

− vII2
1

x

f ′′′
(
τ/
√
x
)

f ′
(
τ/
√
x
) = 0. (3.29)

Давление можно найти из первого уравнения системы (3.28):

∂pII2
∂ξ

= f ′
(
τ/
√
x
)∂vII2
∂ξ

− vII2
f ′′
(
τ/
√
x
)

√
x

. (3.30)

3. Функции, описывающие течение в тонком погранслое.
Теперь мы получим уравнения на функции, описывающие течение в тонком погра-
ничном слое (в области I, см. рис. 3.2).
При ε−1 имеем

∂pI1
∂θ

= 0.

Следовательно, в силу Определения 3.1, pI1 = 0.
При ε−2/3 имеем

∂pI2
∂θ

= 0,
∂vI2
∂θ

+
∂uI

1

∂ξ
= 0.

Аналогично, pI2 = 0.
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При ε−1/3 имеем

θ
∂u0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

∂uI
1

∂ξ
+ vI2

∂u0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

+
(
vI2 + vII2

∣∣
τ=0

+ vIII2

∣∣
y=0

)∂uI
1

∂θ
−

− ∂2uI
1

∂θ2
+
(
uI
1 + uII

1

∣∣
τ=0

+ uIII
1

∣∣
y=0

)∂uI
1

∂ξ
= 0.

Введем новые функции:

u∗1 = uI
1 + uII

1

∣∣
τ=0

+ uIII
1

∣∣
y=0

+ θ
∂uII

0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, v∗2 = vI2 + vII2
∣∣
τ=0

+ vIII2

∣∣
y=0

.

Учитывая (см. (3.28)), что (vII2
∣∣
τ=0

+vIII2

∣∣
y=0

)
∂u0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

, получим следующую

систему уравнений ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u∗1

∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

+
∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

− ∂2u∗1
∂θ2

= 0,

∂v∗2
∂θ

+
∂u∗1
∂ξ

= 0.

(3.31)

4. Граничные условия.
Из граничных условий (3.6), (3.7) имеем:

uI
1

∣∣
θ=μ

+ uII
1

∣∣
τ=0

+ uIII
1

∣∣
y=0

= 0, vI2
∣∣
θ=μ

+ vII2
∣∣
τ=0

+ vIII2

∣∣
y=0

= 0. (3.32)

Функция uI
1 зависит от быстрой переменной ξ, а функции uII

1 и uIII
1 — не зависят.

Следовательно они удовлетворяют граничным условиям по отдельности:

uI
1

∣∣
θ=μ

= 0, uII
1

∣∣
τ=0

+ uIII
1

∣∣
y=0

= 0. (3.33)

Функции vI2 и vII2 зависят от быстрой переменной ξ, а функция vIII2 — не зависит.
Следовательно они удовлетворяют граничным условиям по отдельности:

vI2
∣∣
θ=μ

+ vII2
∣∣
τ=0

= 0, vIII2

∣∣
y=0

= 0. (3.34)

Следовательно, граничные условия на нижней грани для функций u∗1 и v∗2 имеют
следующий вид:

u∗1
∣∣
θ=μ

= uI
1

∣∣
θ=μ

+ uII
1

∣∣
τ=0

+ uIII
1

∣∣
y=0

+ μ
∂u0

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= μ
f ′′(0)√

x
, (3.35)

v∗2
∣∣
θ=μ

= vI2
∣∣
θ=μ

+ vII2
∣∣
τ=0

+ vIII2

∣∣
y=0

= 0. (3.36)

На верхней грани функция u∗1:

u∗1
∣∣
θ→∞ ∼ θf ′′(0)/

√
x, (3.37)

откуда получаем:
∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0, (3.38)
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а для функции v∗2 справедливы следующие соотношения:

v∗2
∣∣
θ→∞ → vII2

∣∣
τ=0

. (3.39)

На левой и правой грани граничные условия для функции u∗1 имеют следующий вид:

u∗1
∣∣
ξ→−∞ → θ

f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0, (3.40)

а для функции v∗2:

v∗2
∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂v2∗
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0. (3.41)

Для функции vII2 граничные условия выглядят следующим образом:

vII2
∣∣
τ→∞ → 0, vII2

∣∣
x→−∞ → 0,

∂vII2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0. (3.42)

Для функции vII2 граничные условия имеют вид

vIII2

∣∣
y→∞ → 0, vII2

∣∣
x→−∞ → 0. (3.43)

Теорема 3.1 доказана.

Отметим, что мы будем решать систему уравнений (3.12) численно с помощью
метода установления. Это означает, что формально вместо системы уравнений (3.12)
мы рассматриваем систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

+
∂v∗2
∂θ

= 0,
(3.44)

и решаем ее численно на больших временах (т.е. при большом количестве итераций).
Если полученное решение стабилизируется, значит мы нашли стационарное решение
системы (3.44) (т.е. решение системы (3.12)). В случае отсутствия стабилизации, необ-
ходимо рассматривать исходно нестационарную задачу, которая будет описываться
нестационарной системой уравнений Навье–Стокса⎧⎨⎩ε−2/3

∂U

∂t
+
〈
U,∇〉U = −∇p+ ε2ΔU,〈∇,U

〉
= 0.

(3.45)

Наличие коэффициента ε−2/3 перед производной по времени в (3.45) обусловлено тем,
чтобы в уравнения тонкого пограничного слоя производная по времени входила без
коэффициентов, см. (3.44) (см. также раздел 2.1).

Для задачи (3.45), (3.6), (3.7) справедлива следующая теорема.
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Теорема 3.2*. Пусть x � δ > 0. Тогда формальное асимптотическое решение
задачи (3.45), (3.6), (3.7) имеет вид

u(t, x, y) = f ′(τ/
√
x) + ε1/3

(
uI
1(t, x, ξ, θ) + uII

1 (t, x, τ)
)
+O(ε2/3),

v(t, x, y) = ε2/3
(
vI2(t, x, ξ, θ) + vII2 (t, x, ξ, τ)

)
+O(ε),

p(t, x, y) = p0 + ε2/3pII3 (t, x, ξ, τ) +O(ε),

где θ = y/ε4/3, τ = y/ε, ξ = (x− x0)/ε, а f(τ/
√
x) — функция Блазиуса.

Функции u∗1 = uI
1 + θ

f ′′(0)√
x

, v∗2 = vI2 + vII2

∣∣∣
τ=0

, описывающие течение в тонком

погранслое, являются решением системы уравнений пограничного слоя Прандтля с
индуцированным давлением:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

+ v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

+
∂v∗2
∂θ

= 0,
(3.46)

u∗1
∣∣
θ=μ

= μ
f ′′(0)√

x
, v∗2

∣∣
θ=μ

= 0,
∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ f ′′(0)√
x

,

∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0, u∗1
∣∣
ξ→−∞ → θ

f ′′(0)√
x

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0.

(3.47)

Функция vII2 , описывающая течение в классическом погранслое, является решением
уравнения типа Рэлея

ε1/3
∂

∂t
Δξ,τ

∫
vII2 dξ + f ′(τ/

√
x)Δξ,τv

II
2 − vII2

f ′′′(τ/
√
x)

x
= 0, (3.48)

vII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

v∗2, vII2
∣∣
τ→∞ → 0, vII2

∣∣
ξ→−∞ → 0,

∂vII2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ 0, (3.49)

где Δξ,τ =
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂τ 2
. Давление pII2 определяется из (3.16).

Доказательство Теоремы3.2 аналогично доказательству Теоремы3.1.

3.3. Алгоритм численного решения и результаты его использования

Алгоритм нахождения решения задачи (3.5), (3.6), (3.7) следующий:

1. Найти функции u∗1, v∗2, описывающее течение в тонком пограничном слое, решив
задачу (3.12), (3.13) (см. подраздел 3.3.1).

2. Найти lim
θ→∞

ṽ∗2, являющийся граничным условием для задачи (3.14), (3.15).

3. Найти функцию ṽII2 , описывающую осцилляции в классическом пограничном
слое, решив задачу (3.14), (3.15) (см. раздел. 2.4.2).

*См. Замечание 2.1.
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3.3.1 Алгоритм численного решения системы уравнений тонкого погра-
ничного слоя

Мы будем решать задачу (3.12), (3.13) методом установления, т.е. фактически
вместо системы уравнений (3.12) мы будем рассматривать систему (3.46). Для удоб-
ства численного счета, мы будем решать задачу (3.12), (3.13) в области с выровненной
границей (см. Замечание 3.1 к Теореме 3.1), т.е. будем решать в переменных (ξ, θ̂),
где θ̂ = θ − μ. В этих переменных задача (3.46) имеет следующий вид (см. (3.17),
(3.18)): ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗

∂t
+ u∗
(
∂u∗

∂ξ
− ∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂

)
+v∗

∂u∗

∂θ̂
+

∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ̂=0

− ∂2u∗

∂θ̂2
=0,

∂v∗

∂θ̂
+

∂u∗

∂ξ
− ∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂
= 0,

(3.50)

u∗
∣∣
θ̂=0

= v∗
∣∣
θ̂=0

= 0,
∂u∗

∂ξ

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ
,

∂u∗

∂θ̂

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ f ′′(0)√
x

, u∗
∣∣
ξ→−∞ → θ̂

f ′′(0)√
x

,
∂u∗

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

→ f ′′(0)√
x

∂μ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→∞

, (3.51)

где u∗ = u∗1
∣∣
θ=θ̂+μ

, v∗ = v∗2
∣∣
θ=θ̂+μ

. Слагаемое ∂u∗/∂t в (3.50) обусловлено использова-
нием метода установления. В качестве начального условия для (3.50) мы выбрали

u
∣∣
t=0

=
f ′′(0)√

x

(
θ̂ +

θ̂

θ̂ + 1
μ

)
. (3.52)

Для решения полученной задачи (3.50) выразим из второго уравнения системы
функцию v∗:

v∗ =

θ̂∫
0

(
∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂′
− ∂u∗

∂ξ

)
dθ̂′. (3.53)

Из выражения для давления (3.16) имеем:

∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

= −
(
vII2

f ′′(0)√
x

)∣∣∣∣
τ=0

= −f ′′(0)√
x

v∗
∣∣
θ→∞. (3.54)

Подставляя полученные равенства (3.53) и (3.54) в (3.50), получаем уравнение на
функцию u∗:

∂u∗

∂t
+ u∗
(
∂u∗

∂ξ
− ∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂

)
+ v∗

∂u∗

∂θ̂
− f ′′(0)√

x
v∗
∣∣
θ→∞ −

∂2u∗

∂θ̂2
= 0. (3.55)

Полученную задача (3.55), (3.51), (3.52) мы будем решать с помощью явной раз-
ностной схемы (ввиду легкости ее распараллеливания). Область, в которой ищется
решение, является неограниченной: (−∞,∞) × [0,∞). Однако, для численного сче-
та можно ограничиться конечной областью [−ξmax, ξmax] × [0, θ̂max], где ξmax = 50,
θ̂max = 30. Отметим, что если взять меньшие значения ξmax, то это может привести
к неустойчивости, см. [51].
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Также заметим, что функция u∗ не ограничена на бесконечности:

u∗
∣∣
θ̂→∞ ∼ (θ̂ + μ)f ′′(0)/

√
x.

Соответственно, можно ввести новую функцию H = u∗ − (θ̂ + μ)f ′′(0)/
√
x, как было

сделано в разделе 2.4.1, но можно этого не делать, ввиду того что мы считаем в
ограниченной области, положив u∗

∣∣
θ̂=θ̂max

∼ (θ̂max + μ)f ′′(0)/
√
x, что мы и сделаем.

Введем сетку ω с шагами hξ, hθ, ht на области

Ω = [−ξmax, ξmax]× [0, θ̂max]× [0, Tmax],

в которой мы будем искать решение:

ω =
{
(i, j, k) : ξi = −ξmax + ihξ, θ̂j = jhθ, tk = kht,

i = 0, . . . , N ; j = 0, . . . ,M ; k = 0, . . . , K;

N = 2ξmax/hξ, M = θ̂max/hθ, K = Tmax/ht

}
.

Введем сеточные функции: μi = μ(ξi), uk
i,j = u∗

(
tk, ξi, θ̂j

)
, vki,j = v∗

(
tk, ξi, θ̂j

)
. Вве-

дем следующие обозначения:

μ̂i
def
=

μi+1 − μi−1
2hξ

, F
def
=

f ′′(0)√
x

, αk
i,j

def
= vki,j − uk

i,jμ̂i,

и для любой сеточной функции fk
i,j:

(
fk
i,j

)+ def
=

fk
i,j +

∣∣fk
i,j

∣∣
2

,
(
fk
i,j

)− def
=

fk
i,j −

∣∣fk
i,j

∣∣
2

.

Тогда явная разностная схема для задачи (3.55), (3.51), (3.52) будет иметь вид

uk+1
i,j = uk

i,j − ht

((
uk
i,j

)+ uk
i,j − uk

i−1,j
hξ

+
(
uk
i,j

)− uk
i+1,j − uk

i,j

hξ

+
(
αk
i,j

)+
+

uk
i,j − uk

i,j−1
hξ

+
(
αk
i,j

)− uk
i,j+1 − uk

i,j

hθ

)
+ htFvki,M + ht

uk
i,j+1 − 2uk

i,j + uk
i,j−1

h2
θ

,

u0
i,j = F

(
θ̂j +

θ̂j

θ̂j + 1
μi

)
, uk

i,0 = 0, vki,0 = 0, uk
i,M = F (μi + θ̂M),

uk
0,j = F θ̂j, uk

N,j = uk
N−1,j + hξFμ̂N ,

а функция vki,j находится из интеграла (3.53) с помощью численного интегрирования
методом трапеций, см. [96].

Легко показать, что построенная разностная схема удовлетворяет принципу мак-
симума (см. [95]), и, следовательно, устойчива.
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3.3.2 Результаты численного моделирования течения в тонком погранич-
ном слое

Приведем результаты численного решения. Сначала рассмотрим задачу обтека-
ния неровности типа горба (см. (3.4)). Функция, описывающая неровность имеет вид

μ(ξ) = Ae−ξ
2/4.

Характер течения в целом аналогичен задачи обтекания пластины с периодическими
неровностями, рассмотренной в разделе 2, см. также работы [6; 7; 11]. Существует
некоторая критическая амплитуда горба A∗, такая, что при A < A∗ течение лами-
нарное и стационарное, а при A > A∗ в течении начинают образовываться вихри,
см. рис. 3.3. Также отметим, что полученные результаты сильно зависят от выбора
начального условия, и в некоторых случаях может наблюдаться образование вихря
на левой стенке горба и его движение вверх по течению.

В задаче обтекания угла (см. (3.2)) и ступеньки (см. (3.3)) наблюдается анало-
гичные результаты: при малом A (A = tan(α)) течение ламинарное (см. рис. 3.4 а)),
а при больших — в потоке образуется вихрь, см. рис. 3.4 б) и рис. 3.5.

Можно проследить сходство между приведенными рисунками и фотографиями
38, 39 из [49].

Уравнение (3.14) (типа уравнения Рэлея) в погранслое Прандтля подробно ис-
следовано в разделе 2.2, 2.3 для случая периодических неровностей и доказана его
корректная разрешимость. В случае локализованных неровностей, рассматриваемых
в этом разделе, ситуация та же.

а) t = 0; б) t = t1 > 0;

в) t = t2 > t1; г) t = t3 > t2;

Рис. 3.3. Обтекание горба при A = 4.0 > A∗
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а) A = 0.3, t > 0; б) A = 4.5, t > 0.

Рис. 3.4. Обтекание угла при различных A = tan(α)

Рис. 3.5. Обтекание ступеньки A = 4.5, t > 0.

4. Задачи о течении жидкости внутри трубы и двумерного
канала с малыми периодическими неровностями на стенках

4.1. Постановка задачи о течении в трубе с малыми периодическими
неровностями на стенке

Мы рассматриваем течение вязкой несжимаемой жидкости в аксиально–симмет-
ричной трубе радиуса R0 (см. рис. 4.1) с малыми периодическими неровностями на
стенке при больших значениях числа Рейнольдса Re. Для определенности, далее бу-
дем считать что координатная ось Oz совпадает с осью трубы (см. рис. 4.1) и сона-
правлена с направление основного течения — течения Пуазейля (см., например, [71]).
Неровности на стенке описываются следующим равенством:

rs = R0 − ε4/5μ
(
z/ε2/5

)
, (4.1)

где ε, как обычно, малый параметр, ε = Re−1/2, а функция μ(ξ) является 2π —
периодичной, гладкой и имеющей нулевое среднее (в смысле Определения 2.1), т.е.

2π∫
0

μ(ξ) dξ = 0.
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Рис. 4.1. Течение в аксиально–симметричной трубе

Данная задача описывается системой уравнений Навье–Стокса и неразрывности,
которая в цилиндрических координатах (r, ϕ, z) с учетом аксиальной симметрии (т.е.,
вектор скорости U = (v, w, u) и давление p не зависят от угла ϕ) имеет следующий
вид (см. [72]):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v
∂v

∂r
+ u

∂v

∂z
= −∂p

∂r
+ ε2
[
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

∂2v

∂z2
− v

r2

]
,

v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z
= −∂p

∂z
+ ε2
[
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

∂2u

∂z2

]
,

1

r

∂

∂r

(
rv
)
+

∂u

∂z
= 0.

(4.2)

Система уравнений (4.2) дополняется следующим граничным условием (условием
прилипания к стенке):

U
∣∣∣
r=rs

= 0. (4.3)

Далее используются обозначения, введенные в начале раздела 2: через g̃(·, ξ) обо-
значается осциллирующая часть функции g(·, ξ); через g(·) — средняя; через

∫ ξ · dξ
обозначается первообразная, не имеющая среднего, подробнее см. Определения 2.1
и 2.2.

4.2. Формальное асимптотическое решение задачи о течении в трубе

Введем новую переменную:

ρ = R0 − r. (4.4)

В переменных (z, ρ) равенство (4.1), описывающее стенку трубы, примет следующий
вид: ρs = ε4/5μ, см. рис. 4.2.

Введем погранслойные переменные (характерный масштаб):

θ =
ρ

ε4/5
, τ =

ρ

ε2/5
, ξ =

z

ε2/5
.
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Мы будем искать решение задачи (4.2), (4.3) в следующем виде:

u(z, ρ) = u0(ρ) +
∑
i�1

ε
2(i+1)

5

(
uI
i(ξ, θ) + uII

i (ξ, τ) + uIII
i (ξ, ρ)

)
,

v(z, ρ) =
∑
i�2

ε
2(i+1)

5

(
vIi(ξ, θ) + vIIi (ξ, τ) + vIIIi (ξ, ρ)

)
, (4.5)

p(z, ρ) = p0−ε2p̂0z+
∑
i�1

ε
2(i+1)

5

(
pIi(ξ, θ)+pIIi (ξ, τ)+pIIIi (ξ, ρ)

)
,

где u0(ρ) — профиль скорости Пуазейля (см., например, [71]):

u0(ρ) = p̂0
R2

0 − (R0 − ρ)2

4
, (4.6)

а p0 и p̂0 — некоторые положительные постоянные.
Отметим, что мы пренебрегаем зависимостью от переменной z в поправках к

скоростям и давлению в разложении (4.5). Вообще говоря, эти поправки теоретиче-
скими могут зависеть от z, однако в нашем случае (μ = μ(ξ)) это предположение не
подтвердилось, и чтобы не усложнять дальнейшее изложение, мы эту зависимость
опускаем сразу.

Наше решение также имеет двухпалубную структуру, состоящую из тонкого при-
стеночного слоя («нижней палубы»), толстого пограничного слоя («верхней палу-
бы») и области внешнего невозмущенного течения (в нашем случае — течения Пу-
азейля). Как и раньше, верхний индекс у функций в разложении (4.5) обозначает
номер палубы, в которой они определены: функции с верхним индексом I определе-
ны в тонком пристеночном слое, функции с верхним индексом II — в толстом по-
граничном слое, а функции с верхним индексом III определены в области внешнего
течения. Все функции, зависящие от ξ являются 2π-периодическими.

Функции с верхними индексами I и II мы будем называть погранслойными функ-
циями в смысле Определения 2.3 из раздела 2. Справедлива следующая теорема.

Рис. 4.2. Двухпалубная структура и замена координат, r = R0 — уравнение границы
невозмущенной трубы
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Теорема 4.1*. Формальное асимптотическое решение задачи (4.2), (4.3) имеет
следующий вид:

u(z, ρ) = u0(ρ) + ε4/5
(
uI
1(ξ, θ) + uIII

1

)
+ ε6/5

(
uI
2(ξ, θ) + ũII

2 (ξ, τ) + uIII
2

)
+O(ε8/5),

v(z, ρ) = ε6/5
(
ṽI2(ξ, θ) + ṽII2 (ξ, τ)

)
+O(ε8/5), (4.7)

p(z, ρ) = p0 + ε2p01z + ε8/5p̃II3 (ξ, τ) +O(ε12/5),

где θ = ρ/ε4/5, τ = ρ/ε2/5, ξ = z/ε2/5, ρ = R0 − r, а u0(ρ) — скорость Пуазейля
(см. (4.6)).
Функции

u∗1 = uI
1 + uIII

1 + θu′0(0), v∗2 = ṽI2 + ṽII2

∣∣∣
τ=0

(4.8)

являются решением краевой задачи (системы уравнений Прандтля с индуцирован-
ным давлением) ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u∗1
∂u∗1
∂ξ

− v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂p̃3
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂v∗2
∂θ

= 0,
(4.9)

u∗1
∣∣
θ=μ

= μu′0(0), v∗2
∣∣
θ=μ

= 0, u∗1
∣∣
ξ
=u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ du0

dρ

∣∣∣∣
ρ=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0.
(4.10)

Функция ṽII2 является решением задачи Дирихле для оператора Лапласа

∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

= 0, (4.11)

ṽII2
∣∣
τ→∞ → 0, ṽII2

∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

, ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2, (4.12)

а функция ũII
2 имеет следующий вид:

ũII
2 =

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ. (4.13)

Функция p̃3(ξ, τ) имеет вид

p̃II3 =
du0

dρ

∣∣∣∣
ρ=0

[ ξ∫
ṽII2 dξ − τ

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ

]
. (4.14)

Функция uIII
1 является константой и находится из следующего равенства:

uIII
1 = lim

θ→∞
(u∗1 − θu′0(0)). (4.15)

*См. Замечание 2.1.
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Замечание 4.1. Если сделать замену вертикальной переменной, выравнивающую гра-
ницу ρ̂ = rs − r, то асимптотическое решение (4.7) примет следующий вид:

u = u0(ρ̂) + ε4/5
(
uI
1(ξ, θ̂) + uIII

1 + μ
du0

dρ̂

)
+ ε6/5

(
uI
2(ξ, θ̂) + ũII

2 (ξ, τ̂) + uIII
2

)
+O(ε8/5),

v = ε6/5
(
ṽI2(ξ, θ̂) + ṽII2 (ξ, τ̂)

)
+O(ε8/5),

p = p0 + ε2p01z + ε8/5p̃II3 (ξ, τ̂) +O(ε12/5),

где θ̂ = ρ̂/ε4/5, τ̂ = ρ̂/ε2/5. Краевая задача (4.9), (4.10) примет следующий вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− dμ

dξ

∂u∗1
∂θ̂

)
− v∗2

∂u∗1
∂θ̂

= −∂p̃3
∂ξ

∣∣∣∣
τ̂=0

+
∂2u∗1
∂θ̂2

,

∂u∗1
∂ξ

− dμ

dξ

∂u∗1
∂θ̂

− ∂v∗2
∂θ̂

= 0,
(4.16)

u∗1
∣∣
θ̂=0

= v∗2
∣∣
θ̂=0

= 0, u∗1
∣∣
ξ
=u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

∂u∗1
∂θ̂

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ du0

dρ̂

∣∣∣∣
ρ̂=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ dμ

dξ

du0

dρ̂

∣∣∣∣
ρ̂=0

.
(4.17)

Краевая задача (4.11), (4.12) и выражение для давления (4.14) не изменят свой вид,
а равенство (4.15) примет вид

uIII
1 = lim

θ̂→∞
(u∗1 − (θ̂ + μ)u′0(0)).

Для доказательства Теоремы 4.1 нам потребуются следующие Леммы (аналоги
Лемм 2.1–2.3 из раздела 2.1).

Лемма 4.1. Пусть функции f I(ξ, θ), gII(ξ, τ) — погранслойные функции (в смысле
Определения 2.3). Тогда справедливо следующее асимптотическое разложение:

f I(ξ, θ)gII(ξ, τ) = gII
∣∣∣
τ=0

f I + ε2/5θ
∂gII

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

f I + ε4/5
θ2

2

∂2gII

∂τ 2

∣∣∣∣
τ=0

f I +O(ε6/5). (4.18)

Лемма 4.2. Асимптотическое разложение произведения функций hIII(ξ, ρ)f I(ξ, θ)
имеет следующий вид:

hIII(ξ, ρ)f II(ξ, θ) = hIII

∣∣∣∣
ρ=0

f I + ε4/5θ
∂hIII

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=0

f I + ε8/5
θ2

2

∂2hIII

∂ρ2

∣∣∣∣
ρ=0

f I +O(ε12/5), (4.19)

где функция f I(ξ, θ) — погранслойная функция в смысле Определения 2.3.

Лемма 4.3. Асимптотическое разложение произведения функций hIII(ξ, ρ)gII(ξ, τ)
имеет следующий вид:

hIII(ξ, ρ)gII(ξ, τ) = hIII

∣∣∣∣
ρ=0

gII+ε2/5τ
∂hIII

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=0

gII++ε4/5
τ 2

2

∂2hIII

∂ρ2

∣∣∣∣
ρ=0

gII+O(ε6/5). (4.20)

где функция gII(ξ, τ) — погранслойная функция в смысле Определения 2.3.
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Доказательство приведенных Лемм 4.1–4.3 очевидно и не будет приводиться здесь
подробно. Теперь перейдем к доказательству Теоремы 4.1.

Доказательство Теоремы 4.1. Мы будем искать решение около стенки в виде раз-
ложения (4.5).
1. Функции, описывающие течение в области вне пограслоев (III).
Подставляя u, v и p из разложения (4.5) в систему уравнений (4.2), полагая τ →∞
и θ → ∞, собирая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра ε и
приравнивая их к нулю, мы получим уравнения на функции, описывающее течение
в области вне пограничных слоев.

При ε2/5 имеем следующую систему уравнений:

∂pIII1

∂ξ
+ u0

∂uIII
1

∂ξ
= 0,

∂uIII
1

∂ξ
= 0. (4.21)

Из (4.21) следует, что ũIII
1 = 0 и p̃III1 = 0 (см. утверждение 3 из (2.9)).

При ε4/5 имеем

−∂pIII1

∂ρ
+ u0

∂vIII2

∂ξ
= 0,

∂pIII2

∂ξ
+ u0

∂uIII
2

∂ξ
= 0,

∂uIII
2

∂ξ
= 0. (4.22)

Осредняя (в смысле Определения 2.1) первое уравнение в системе (4.22), получаем

−∂pIII1

∂ρ
= 0.

Следовательно pIII1 = const, и без ограничения общности можно положить pIII1 = 0. В
итоге, из (4.22) получаем ṽIII2 = 0, p̃III2 = 0, и ũIII

2 = 0.
Рассматривая коэффициенты при ε6/5 и используя ранее полученные результаты,

получаем следующую систему уравнений:

−∂pIII2

∂ρ
+u0

∂vIII3

∂ξ
= 0, u0

∂uIII
3

∂ξ
−vIII2

du0

dρ
+
∂pIII3

∂ξ
= 0,

∂uIII
3

∂ξ
−∂vIII2

∂ρ
+

vIII2

R0 − ρ
= 0. (4.23)

Осредняя каждое уравнение в (4.23), мы получаем следующую систему уравнений:

−∂pIII2

∂ρ
= 0, −vIII2

du0

dρ
= 0, −∂vIII2

∂ρ
+

vIII2

R0 − ρ
= 0. (4.24)

Из второго уравнения системы (4.24) следует, что vIII2 = 0 (т.к.
du0

dρ
�= 0 из постановки

задачи, см. (4.6)). Из первого уравнения системы (4.24) получаем, что pIII2 = const и,
аналогично, без ограничения общности мы можем положить pIII2 = 0. Следовательно,
осциллирующая часть системы (4.23) имеет следующий вид:

u0
∂vIII3

∂ξ
= 0, u0

∂uIII
3

∂ξ
+

∂pIII3

∂ξ
= 0,

∂uIII
3

∂ξ
= 0,

откуда следует, что ũIII
3 = 0, ṽIII3 = 0, и p̃III3 = 0.
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При ε8/5, мы получаем систему, похожую на (4.23):

−∂pIII3

∂ρ
+u0

∂vIII4

∂ξ
= 0, u0

∂uIII
4

∂ξ
−vIII3

du0

dρ
+
∂pIII4

∂ξ
= 0,

∂uIII
4

∂ξ
−∂vIII3

∂ρ
+

vIII3

R0 − ρ
= 0. (4.25)

Проделывая преобразования по аналогии с системой (4.23), мы получаем, что vIII3 = 0,
pIII3 = 0, ũIII

4 = 0, ṽIII4 = 0, и p̃III4 = 0.
При ε2, мы имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂pIII4

∂ρ
+ u0

∂vIII5

∂ξ
= 0,

u0
∂uIII

5

∂ξ
− vIII4

du0

dρ
+

∂pIII5

∂ξ
− p01 +

1

R0 − ρ

du0

dρ
− d2u0

dρ2
= 0,

∂uIII
5

∂ξ
− ∂vIII4

∂ρ
+

vIII4

R0 − ρ
= 0.

(4.26)

Используя явный вид функции u0(ρ) (см. (4.6)) легко получаем, что

−p01 + 1

R0 − ρ

du0

dρ
− d2u0

dρ2
= 0.

Следовательно, система (4.26) подобна системам (4.25) и (4.23). Действуя по анало-
гии, получаем vIII4 = 0, pIII4 = 0, ũIII

5 = 0, ṽIII5 = 0, и p̃III5 = 0.
При ε12/5, мы опять получаем систему, подобную (4.23)–(4.26):

−∂pIII5

∂ρ
+u0

∂vIII6

∂ξ
= 0, u0

∂uIII
6

∂ξ
−vIII5

du0

dρ
+
∂pIII6

∂ξ
= 0,

∂uIII
6

∂ξ
−∂vIII5

∂ρ
+

vIII5

R0 − ρ
= 0. (4.27)

Аналогично получаем vIII5 = 0, pIII5 = 0, ũIII
6 = 0, ṽIII6 = 0, и p̃III6 = 0.

При ε14/5 мы имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂pIII6

∂ρ
+ u0

∂vIII7

∂ξ
= 0,

u0
∂uIII

7

∂ξ
− vIII6

du0

dρ
+

∂pIII7

∂ξ
=

∂2uIII
1

∂ρ2
− ∂uIII

1

∂ρ

1

R0 − ρ
,

∂uIII
7

∂ξ
− ∂vIII6

∂ρ
+

vIII6

R0 − ρ
= 0

(4.28)

с граничным условием vIII6 (0) = 0, см. подробнее (4.60) в пункте 4 данного доказа-
тельства. Осреднение последнего уравнения системы (4.28) дает

∂vIII6

∂ρ
− vIII6

R0 − ρ
= 0.

Решением этого уравнения является функция vIII6 = C/(R0 − ρ), где C = const. Из
граничного условия следует, что C = 0, т.е. vIII6 ≡ 0. Осредняя первое уравнение
системы (4.28), мы получаем pIII6 = const, и без ограничения общности мы можем
положить pIII6 = 0. Осреднение второго уравнения системы (4.28) приводит к следу-
ющему уравнению на функцию uIII

1 :

∂2uIII
1

∂ρ2
− ∂uIII

1

∂ρ

1

R0 − ρ
= 0.
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Его решением является следующая функция:

uIII
1 = −C1 ln(R0 − ρ) + C2,

где C1 и C2 — некоторые константы. Очевидно, что функция uIII
1 должна быть огра-

ничена при ρ = R0, следовательно, C1 = 0. В итоге, получаем

uIII
1 = C2, (4.29)

где неизвестная постоянная C2 определена ниже, см. (4.59) в пункте 4 данного дока-
зательства.

2. Функции, описывающие течение в толстом погранслое (II).
Подставляя u, v, и p из разложения (4.5) в систему уравнений (4.2), полагая θ →∞,
используя результаты, полученные в пункте 1 настоящего доказательства, а так-
же используя Лемму 4.3, собирая коэффициенты при различных степенях малого
параметра ε и приравнивания их у нулю, мы получаем уравнения на функции, опи-
сывающие течение в толстом пограничном слое (на «верхней палубе»).

При ε2/5 мы имеем следующую систему

−∂pII1
∂τ

= 0,
∂uII

1

∂ξ
= 0. (4.30)

Следовательно, ũII
1 = 0 и pII1 = 0 (т.к., согласно Определению 2.3, для любой погранс-

лойной функции gIIi на бесконечности должно выполняться условие gIIi
∣∣
τ→∞ → 0, т.е.

в данном случае — pII1
∣∣
τ→∞ → 0).

При ε4/5 мы имеем

−∂pII2
∂τ

= 0,
∂uII

2

∂ξ
− ∂vII2

∂τ
= 0. (4.31)

Из первого уравнения системы (4.31), опять же в силу Определения 2.3, получаем,
что pII2 = 0. Осреднение последнего уравнения системы (4.31) дает

∂vII2
∂τ

= 0. (4.32)

Следовательно, vII2 = 0, и
∂uII

2

∂ξ
=

∂ṽII2
∂τ

. (4.33)

При ε6/5 мы получаем следующую систему:

u†0
∂ṽII2
∂ξ

− ∂pII3
∂τ

= 0, −ṽII2
du†0
dτ

+ u†0
∂uII

2

∂ξ
+

∂pII3
∂ξ

= 0,
∂uII

3

∂ξ
− ∂vII3

∂τ
+

ṽII2
R0

= 0. (4.34)

где
u†0(τ)

def
= τu′0(0). (4.35)

Осредняя каждое уравнение системы (4.34), имеем

∂pII3
∂τ

= 0,
∂vII3
∂τ

= 0.
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Следовательно, vII3 = 0 и pII3 = 0.
Подставляя (4.33) в осциллирующую часть системы (4.34), мы получаем следую-

щую систему уравнений: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u†0

∂ṽII2
∂ξ

− ∂p̃II3
∂τ

= 0,

−ṽII2
du†0
dτ

+ u†0
∂ṽII2
∂τ

+
∂p̃II3
∂ξ

= 0,

(4.36)

Продифференцировав последнее уравнение системы (4.36) по ξ, а первое — по τ ,
получаем ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u†0
∂2ṽII2
∂ξ2

− ∂2p̃II3
∂ξ∂τ

= 0,

−∂ṽII2
∂τ

du†0
dτ

− ṽII2
d2u†0
dτ 2

+
du†0
dτ

∂ṽII2
∂τ

+ u†0
∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2p̃II3
∂τ∂ξ

= 0,

(4.37)

Учитывая, что d2u†0
/
dτ 2 = 0, сложив уравнения системы (4.37), получаем уравнение

на функцию ṽII2 :
∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

= 0. (4.38)

Из второго уравнение системы (4.36) получаем выражение для давления:

∂p̃II3
∂ξ

= ṽII2
du†0
dτ

− u†0
∂ṽII2
∂τ

,

следовательно, учитывая (4.35), имеем

p̃II3 = u′0(0)

[ ξ∫
ṽII2 dξ − τ

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ

]
, (4.39)

где
ξ∫
обозначает первообразную, не имеющую среднее, см. Определение 2.2.

При ε8/5 мы имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u†0
∂ṽII3
∂ξ

+ u†1
∂ṽII2
∂ξ

− ∂pII4
∂τ

= 0,

−ṽII3
du†0
dτ

− ṽII2
du†1
dτ

+ u†0
∂uII

3

∂ξ
+ u†1

∂uII
2

∂ξ
+

∂pII4
∂ξ

= 0,

∂uII
4

∂ξ
− ∂vII4

∂τ
+

ṽII3
R0

+
τ ṽII2
R2

0

= 0.

(4.40)

где
u†1(τ)

def
= τ 2u′′0(0)/2 + uII

1 + uIII
1 (0). (4.41)

Осредняя каждое уравнение системы (4.40), получаем
∂pII4
∂τ

= 0,
∂vII4
∂τ

= 0. Следова-

тельно, vII4 = 0 и pII4 = 0.
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При ε2 мы получаем систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u†0
∂ṽII4
∂ξ

+ u†1
∂ṽII3
∂ξ

+ u†2
∂ṽII2
∂ξ

− ∂pII5
∂τ

− ṽII2
∂ṽII2
∂τ

= 0,

−ṽII4
du†0
dτ

− ṽII3
du†1
dτ

− ṽII2
∂u†2
∂τ

+ u†0
∂uII

4

∂ξ
+ u†1

∂uII
3

∂ξ
+ u†2

∂uII
2

∂ξ
+

∂pII5
∂ξ

=
∂2uII

1

∂τ 2
,

∂uII
5

∂ξ
− ∂vII5

∂τ
+

ṽII4
R0

+
τ ṽII3
R2

0

+
τ 2ṽII2
R3

0

= 0,

(4.42)

где
u†2(ξ, τ)

def
= uII

2 + uIII
2 (0). (4.43)

Осреднение каждого уравнения системы (4.42) дает

∂2uII
1

∂τ 2
= 0,

∂vII5
∂τ

= 0.

Следовательно, vII5 = 0 и uII
1 = C3τ+C4. Из Определения погранслойной функции 2.3

имеем uII
1

∣∣
τ→∞ → 0, откуда следует, что C3 = C4 = 0, и, следовательно, uII

1 = 0.
При ε12/5 из уравнения неразрывности мы имеем

∂uII
6

∂ξ
− ∂vII6

∂τ
+

ṽII5
R0

+
τ ṽII4
R2

0

+
τ 2ṽII3
R3

0

+
τ 3ṽII2
R4

0

= 0,

откуда, после осреднения, получаем vII6 = 0.
3. Функции, описывающие течение в тонком погранслое (I).

Подставляя u, v и p из разложений (4.5) в систему уравнений (4.2), учитывая ре-
зультаты, полученные в пунктах 1 и 2 настоящего доказательства, а также применяя
Леммы 4.1 и 4.2, собирая коэффициенты при различных степенях малого парамет-
ра ε, и приравнивая их к нулю, мы получаем последовательность систем уравнений
на функции, описывающие течение в тонком пограничном слое («нижней палубе»).

При ε0 имеем
∂pI1
∂θ

= 0. (4.44)

Следовательно, pI1 = 0, т.к. согласно Определению 2.3 для любой погранслойной
функции f I

i на бесконечности должно выполняться условие f I
i

∣∣
θ→∞ → 0, т.е. в данном

случае — pI1
∣∣
θ→∞ → 0.

При ε2/5 получаем систему уравнений

∂pI2
∂θ

= 0,
∂uI

1

∂ξ
− ∂vI2

∂θ
= 0. (4.45)

Аналогично, pI2 = 0. Осреднение второго уравнения дает

∂vI2
∂θ

= 0,

и, аналогично в силу Определения 2.3, получаем, что vI2 = 0.
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При ε4/5 имеем
∂pI3
∂θ

= 0,
∂uI

2

∂ξ
− ∂vI3

∂θ
= 0. (4.46)

Из первого уравнения и Определения 2.3 следует, что pI3 = 0. Осреднение второго
уравнения дает

∂vI3
∂θ

= 0,

и, аналогично в силу Определения 2.3, получаем, что vI3 = 0.
При ε6/5 получаем следующую систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂pI4
∂θ

= 0,

θu′0(0)
∂uI

1

∂ξ
+
(
uI
1 + uIII

1

)∂uI
1

∂ξ
−
(
ṽI2 + ṽII2

∣∣
τ=0

)∂uI
1

∂θ
− ṽI2u

′
0(0)−

∂2uI
1

∂θ2
= 0,

∂uI
3

∂ξ
− ∂vI4

∂θ
+

ṽI2
R0

= 0.

(4.47)

Аналогично, из первого уравнения следует pI4 = 0, а осреднение второго уравнения
дает vI4 = 0.

Из (4.39) мы имеем

ṽII2

∣∣∣
τ=0

u′0(0) =
∂p̃3
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

. (4.48)

Подставляя (4.48) во второе уравнения в системе (4.47), упрощая его, получаем(
uI
1 + θu′0(0) + uIII

1

)∂uI
1

∂ξ
−
(
vI2 + ṽII2

∣∣
τ=0

)(∂uI
1

∂θ
+ u′0(0)

)
+

∂p̃3
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

− ∂2uI
1

∂θ2
= 0, (4.49)

Введем новые функции:

u∗1
def
= uI

1 + θu′0(0) + uIII
1 , (4.50)

v∗2
def
= ṽI2 + ṽII2

∣∣
τ=0

. (4.51)

В итоге, из второго уравнения системы (4.45) и уравнения (4.49) получаем следую-
щую систему уравнений на функции u∗1, v∗2.⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u∗1
∂u∗1
∂ξ

− v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂p̃3
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂v∗2
∂θ

= 0.

(4.52)

При ε8/5 из уравнения неразрывности имеем

∂uI
4

∂ξ
− ∂vI5

∂θ
+

ṽI3
R0

= 0.

После осреднения, получаем vI5 = 0. Аналогично, из уравнения неразрывности при ε2

имеем
∂uI

5

∂ξ
− ∂vI6

∂θ
+

ṽI2θ

R2
0

= 0, и после осреднения получаем vI6 = 0.
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4. Граничные условия.
Из Определения функции пограничного слоя 2.3 получаем граничное условие на

функцию ṽII2 :
ṽII2
∣∣
τ→∞ → 0, (4.53)

а также условие периодичности по ξ:

ṽII2
∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

. (4.54)

Пусть θ →∞ в (4.51). Тогда имеем

ṽII2

∣∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2 (4.55)

(т.к. vI2
∣∣
θ→∞ → 0 в силу Определения 2.3).

Подставляя разложение для (4.5) u и v в граничное условие (4.3) и используя все
полученные выше результаты, при ε4/5 получаем

u∗1
∣∣
θ=μ

= uI
1

∣∣
θ=μ

+ uIII
1︸ ︷︷ ︸

=0, см. (4.3)

+ μu′0(0) = μu′0(0), (4.56)

а при ε6/5

v∗2
∣∣
θ=μ

= ṽI2
∣∣
θ=μ

+ ṽII2
∣∣
τ=0

= 0. (4.57)

Продифференцировав выражение (4.50) по θ и по ξ, переходя к пределу при
θ →∞, получаем следующие краевые условия на функцию u∗1:

∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ u′0(0),
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0. (4.58)

Переходя к пределу в выражении (4.50) при θ → ∞, учитывая, что uI
1

∣∣
θ→∞ → 0

(см. Определение 2.3), получаем выражение для определения функции uIII
1 :

uIII
1 = lim

θ→∞
(
u∗1 − θu′0(0)

)
. (4.59)

Из граничного условия (4.3) при ε14/5 следует, что ṽI6
∣∣
θ=μ

+ ṽII6
∣∣
τ=0

+ vIII6

∣∣
ρ=0

= 0.

Осредняя, получаем
vIII6

∣∣
ρ=0

= 0. (4.60)

Теорема 4.1 доказана.

Решение системы уравнений тонкого пограничного слоя (4.9) в пристеночной об-
ласти могут быть получены как решение соответствующей нестационарной задачи на
больших временах (т.е. методом установления). Если это решение стабилизируется
на больших временах (т.е. при большом числе итераций), это означает что система
уравнений (4.9) имеет стационарное решение и мы его нашли. Однако, формально,
этот метод означает, что мы рассматриваем нестационарную задачу (4.2). Если ре-
шение задачи (4.9) не выходит на стационар на больших временах, то необходимо
изначально рассматривать нестационарную задачу, и выбирать масштаб по времени
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так, чтобы слагаемое ∂u∗1
/
∂t в системе уравнений тонкого пограничного слоя (4.9)

имело порядок 1. Легко показать, что такая задача имеет следующий вид:⎧⎪⎨⎪⎩
ε2/5

∂U

∂t
+
〈
U,∇〉U = −∇p+ ε2�U,〈∇,U

〉
= 0.

(4.61)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.2*. Формальное асимптотическое решение задачи (4.61), (4.3) имеет
вид

u(t, z, ρ) = u0(ρ) + ε4/5
(
uI
1(t, ξ, θ) + uIII

1 (t)
)
+

+ ε6/5
(
uI
2(t, ξ, θ) + ũII

2 (t, ξ, τ) + uIII
2 (t)
)
+O(ε8/5),

v(t, z, ρ) = ε6/5
(
ṽI2(t, ξ, θ) + ṽII2 (t, ξ, τ)

)
+O(ε8/5),

p(t, z, ρ) = p0 + ε2p0z + ε8/5p̃II3 (t, ξ, τ) +O(ε12/5),

где θ = ρ/ε4/5, τ = ρ/ε2/5, ξ = z/ε2/5, ρ = R0 − r, а u0(ρ) — скорость течения
Пуазейля. Функции

u∗1 = uI
1 + uIII

1 + θu′0(0), v∗2 = ṽI2 + ṽII2
∣∣
τ=0

(4.62)

являются решением краевой задачи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u∗1
∂t

+ u∗1
∂u∗1
∂ξ

− v∗2
∂u∗1
∂θ

= −∂p̃II3
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,

∂u∗1
∂ξ

− ∂v∗2
∂θ

= 0,
(4.63)

u∗1
∣∣
θ=μ

= μu′0(0), v∗2
∣∣
θ=μ

= 0, u∗1
∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ du0

dρ

∣∣∣∣
ρ=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ 0.

Функция ṽII2 является решением задачи Дирихле для оператора Лапласа

∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

= 0,

ṽII2
∣∣
τ→∞ → 0, ṽII2

∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

, ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2,

а функция ũII
2 имеет вид

ũII
2 =

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ.

Давление p̃II3 (t, ξ, τ) имеет следующий вид:

p̃II3 =
du0

dρ

∣∣∣∣
ρ=0

[ ξ∫
ṽII2 dξ − τ

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ

]
.

Функция ũIII
1 (t) определяется из следующего равенства

uIII
1 (t) = lim

θ→∞
(u∗1 − θu′0(0)).

*См. Замечание 2.1.
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Доказательство Теоремы 4.2 аналогично доказательству Теоремы 4.1, приведен-
ному выше.

4.3. Алгоритм численного решения и результаты его использования

Алгоритм нахождения решения задачи (4.2), (4.3) аналогичен алгоритмам, при-
веденным в разделах 2.4 и 3.3, и имеет следующий вид.

1. Найти функции u∗1, v∗2, описывающее течение в тонком пограничном слое, решив
задачу (4.9), (4.10) (см. подраздел 4.3.1).

2. Найти lim
θ→∞

ṽ∗2, являющийся граничным условием для задачи (4.11), (4.12).

3. Найти функцию ṽII2 , описывающую осцилляции в толстом пограничном слое,
решив задачу (4.11), (4.12) (см. подраздел 4.3.2).

4.3.1 Течение в тонком пограничном слое

Мы будем численно решать краевую задачу на функции, описывающие тече-
ние в тонком пограничном слое (4.9), (4.10) методом установления, т.е. фактически
мы решаем задачу (4.63). Для упрощения численного счета мы будем решать зада-
чу (4.9), (4.10) в области с выровненной границей (см. Замечание 4.1 к Теореме 4.1),
т.е. в переменных (ξ, θ̂), где θ̂ = θ− μ. В этих переменных задача (4.63) имеет следу-
ющий вид (см. (4.16), (4.17)):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂u∗

∂t
+ u∗
(
∂u∗

∂ξ
− ∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂

)
− v∗

∂u∗

∂θ̂
= −∂p̃II3

∂ξ

∣∣∣∣
τ̂=0

+
∂2u∗

∂θ̂2
,

∂u∗

∂ξ
− ∂μ

∂ξ

∂u∗

∂θ̂
− ∂v∗

∂θ̂
= 0,

(4.64)

u∗
∣∣
θ̂=0

= v∗
∣∣
θ̂=0

= 0, u∗
∣∣
ξ
= u∗
∣∣
ξ+2π

, v∗
∣∣
ξ
= v∗
∣∣
ξ+2π

,

∂u∗

∂θ̂

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ u′0(0),
∂u∗

∂ξ

∣∣∣∣
θ̂→∞

→ ∂μ

∂ξ
u′0(0),

(4.65)

где функции u∗ = u∗1
∣∣
θ=θ̂−μ и v∗ = v∗2

∣∣
θ=θ̂−μ, а u0(ρ) — профиль течения Пуазейля,

см. (4.6). Однако, результаты численного счета мы будем приводить на иллюстра-
циях, в «старых координатах» (ξ, θ), т.е. в координатах, в которых граница (стенка
трубы) криволинейная.

Заменой θ̌ = −θ̂, μ̌ = −μ система уравнений (4.64), (4.65) приводится к виду,
аналогичному (с точностью до коэффициентов) уравнениям (2.24), (2.25) для задачи
обтекания пластины с периодическими неровностями, рассмотренной в разделе 2.
Алгоритм их численного решения приведен в разделе 2.4.1, и мы не будем здесь его
повторять.

Для численного моделирования мы будем считать, что функция μ(ξ) имеет сле-
дующий вид:

μ(ξ) = A cos ξ,

где A = const — амплитуда, которую мы будем варьировать.
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Для определения стационарности полученного решения, введем функцию eps(t)
следующим образом:

eps(t) = max
{∥∥∥u∗∣∣

t+hτ
− u∗1
∣∣
t

∥∥∥, ∥∥∥v∗2∣∣t+hτ
− v∗2
∣∣
t

∥∥∥},
где hτ — шаг разностной схемы по времени. Мы будем считать, что наше решение
является стационарным, если

∀ ε > 0 ∃ t∗ > 0 : ‖eps(t)‖ < ε ∀ t > t∗.

Мы положили ε = 0.0001.
Теперь мы представим основные результаты численного решения задачи (4.64),

(4.65). Изменяя величину амплитуды неровности A, мы наблюдаем несколько харак-
терных типов поведения решения. Более того, существует несколько критических
значений амплитуды A, в которых происходит изменение поведения решения.

Сначала зафиксируем радиус трубы: пусть R0 = 1. При амплитуде A = 0.5 мы
наблюдаем ламинарное течение в пограничном слое (см. рис. 4.4 а)), и, начиная с
некоторого момента времени — стационарное (см. рис. 4.4 б)).

При амплитуде A = 1 мы наблюдаем образование вихрей в потоке, но они раз-
рушаются после некоторого (малого) промежутка времени. Динамика образования
вихрей показана на рис. 4.6. Однако, начиная с некоторого момента времени, течение
становится ламинарным и стационарным, см. 4.6 д),е).

При дальнейшем увеличении амплитуды (A > 1) мы также наблюдаем вихревое
течение. Однако, после образования вихря на левой стенке «ямки» и его перемеще-
ния по потоку, на левой стенке снова образуется вихрь, и так далее, см. рис. 4.7 а) и

а) Стационарное течение, t = 4

б) График функции eps(t)

Рис. 4.4. Ламинарный поток, A = 0.5, R0 = 1

Рис. 4.3. Схема пограничных слоев в течении внутри трубы
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рис. 4.9. Этот процесс продолжается некоторое время, спустя которое течение стано-
вится стационарным, но не ламинарным как в случае A = 1 — в «ямке» мы наблю-
даем стационарный вихрь, см. рис. 4.7 б) и рис. 4.8. Отметим, что мы не исследовали
поведение поведение решения на больших временах, т.е. не известно останется ли
этот стационарный вихрь или произойдет его разрушение.

Таким образом, существует две критические амплитуды A∗ и A∗∗. При амплитуде
A < A∗ течение ламинарное и с некоторого момента времени — стационарное, при
A∗ < A < A∗∗ в начале наблюдается образование вихрей, с некоторого момента
времени оно становится ламинарным и стационарным, а при A > A∗∗ течение имеет
вихревой характер.

Также мы исследовали влияние радиуса трубы на характер течения, в резуль-
тате которого мы пришли к следующему выводу: критические амплитуды A∗ и A∗∗

уменьшаются при увеличении радиуса трубы R0. Например, при R0 = 0.3 и A = 1.1
наблюдается ламинарное течение (см. рис. 4.5), а при R0 = 1 и A = 1.1, как уже
написано выше, в потоке наблюдается формирование вихрей (см. рис. 4.6).

Также отметим, что давление (точнее его компонента p01) тоже оказывает точно
такое же влияние на характер течения. А именно, при фиксированном радиусе R0 и
амплитуде A, критические амплитуды неровности уменьшаются с увеличением p01.

4.3.2 Течение в толстом пограничном слое

Перейдем к моделированию течения в толстом пограничном слое. Как уже было
сказано ранее, оно описывается функциями

v‡ = ε6/5ṽII2 , u‡ = ε2/5u†0 + ε4/5u†1 + ε6/5ũII
2 ,

где u†0 = τu′0(0) и u†1 = τ 2u′′0(0)/2 + uIII
1 . Функция ṽII2 является решением краевой

задачи на уравнения Лапласа (4.11), (4.12):

∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

= 0,

ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2, ṽII2
∣∣
τ→∞ → 0, ṽII2

∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

,

а функция ũII
2 определяется по формуле (4.13)

ũII
2 =

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ. (4.66)

Рис. 4.5. Ламинарный поток, A = 1.1, t = t1 > 0, R0 = 0.3
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а) Начальное условие, t = t0 = 0 б) Формирование вихря, t = t1 > t0

в) Перемещение вихря, t = t2 > t1 г) Разрушение вихря, t = t3 > t2

д) Стационарный поток, t = t4 > t3 е) График функции eps(t)

Рис. 4.6. Динамика вихреобразования, A = 1.1, R0 = 1

Разложим функцию ṽII2 в ряд Фурье:

ṽII2 =
∑
k �=0

vk(τ)e
ikξ. (4.67)

Тогда задача на функцию ṽII2 примет следующий вид

d2vk
dτ 2

− k2vk = 0, vk(0) = v∗2,k,∞, vk
∣∣
τ→∞ → 0, (4.68)

где v∗2,k,∞ — коэффициенты разложения в ряд Фурье функции ṽ∗2
∣∣
θ→∞ (граничного

условия). Решение задачи (4.68) имеет следующий вид:

vk(τ) = v∗2,k,∞e
−|k|τ . (4.69)

Теперь мы находим искомую функцию ṽII2 по формуле (4.67).
Горизонтальную компоненту скорости ũII

2 можно найти по формуле (4.66), в кото-
рой первообразную G =

∫ ξ
g̃ (см. Определение 2.2) можно вычислить по следующей

формуле: ∫ ξ

g̃ dξ =

∫ ξ

0

g̃(ξ′) dξ′ − 1

2π

∫ 2π

0

[ ∫ ξ′

0

g̃(ξ′′) dξ′′
]
dξ′,
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а) Два вихря, t = t1 > 0

б) Стационарный поток, t = t2 > t1

Рис. 4.7. Вихревое течение, A = 1.5, R0 = 1

а) Стационарный поток
б) График функции eps(t)

Рис. 4.8. Вихревое течение, A = 1.9, R0 = 1

где g̃ = ∂ṽII2
/
∂τ . Однако наиболее оптимально вычислять первообразную G путем

разложения ее в ряд Фурье с коэффициентами Gk, которые определяются по следу-
ющей формуле (k �= 0, т.к. отсутствует средняя):

Gk(τ) =
1

ik

dvk
dτ

.
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Рис. 4.9. Вихревое течение, A = 2.3, t > 0, R0 = 1

Мы не будем приводить здесь численную реализацию этого алгоритма в силу его
тривиальности.

В итоге, горизонтальная компонента скорости в толстом пограничном слое имеет
следующий вид:

u‡ = ε2/5(τ + (θmax + μ)ε2/5)u′0(0) + ε4/5(τ 2u′′0(0) + uIII
1 ) + ε6/5ũII

2 , (4.70)

где слагаемое (θmax + μ)ε2/5 обусловлено сшивкой с течением в тонком погранич-
ном слое, а θmax — верхняя граница области, в которой ищется решение уравнений
тонкого пограничного слоя (см. предыдущий раздел).

В смысле теории асимптотических методов, тонкий (пристеночный) пограничный
слой в координатах толстого пограничного слоя имеет нулевую толщину. Однако, ста-
билизация решения в пристеночном слое, которая в теории наступает при θ → ∞,
реально наблюдается при θ � θmax. Для построения совместной картины течения
в пристеночной области (т.е. тонком погранслое) и в втором (т.е. толстом) погра-
ничном слое мы брали достаточно большие значения ε (ε = 0.1), поэтому толщина
пристеночного слоя оказывается вполне конечной и ее учет приводит к появлению
слагаемого (θmax + μ)ε2/5 в (4.70). При меньших значениях ε течения в погранслоях
можно графически представить только отдельными картинками.

На рис. 4.10 а) изображены линии тока в толстом пограничном слое для слу-
чая A = 0.5. Как было написано ранее, в этом случае в тонком пограничном слое
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наблюдается ламинарное течение, см. рис. 4.4. На рис. 4.10 б) изображен случай ам-
плитуды A = 1.5, при которой в тонком погранслое наблюдается образование вихрей,
см. рис. 4.7. Видно, что вихри из тонкого пограничного слоя не вносят возмущения
в течение в толстом погранслое. Сама структура течения в толстом погранслое по-
хожа на структуру течения в тонком погранслое «на бесконечности», см. рис. 4.11.
Отметим, что в отличии от рассмотренного в разделе 2 случая пластины, в котором
течение во толстом погранслое есть течение Блазиуса, в задаче рассматриваемой
здесь нет нетривиального пограничного слоя, а есть только основной поток — тече-
ние Пуазейля.

4.4. Задача о течении жидкости внутри двумерного канала с малыми
периодическими неровностями на стенках

Рассмотрим двумерное течение несжимаемой жидкости в двумерном канале с
малыми периодическими неровностями на стенках при больших значениях числа

а) A = 0.5 б) A = 1.5

Рис. 4.10. Течение в толстом пограничном слое

Рис. 4.11. «Сшивка» решений между тонким и толстым пограничными слоями,
A = 1.5, ε = 0.1
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Рейнольдса Re. Для простоты будем считать, что внутри основное течение внутри
канала (исключая пограничные слои) есть течение Пуазейля. Будем считать, что
стенки канала S описываются следующими уравнениями (см. рис. 4.12):

y−s = − l

2
+ ε4/5μ−

(
x,

x

ε2/5

)
, y+s =

l

2
+ ε4/5μ+

(
x,

x

ε2/5

)
, (4.71)

где l — ширина канала, а ε = Re−1/2 — малый параметр. Функции μ±(x, ξ) являются
гладкими, 2π-периодическими по ξ и имеющими нулевое среднее (в смысле Опреде-

ления 2.1):
2π∫
0

μ±(x, ξ) dξ = 0.

Данная задача формально является частным случаем задачи о течении в трубе,
рассмотренной ранее в этоом разделе. Как обычно, эта задача описывается системой
уравнений Навье–Стокса и неразрывности, но в отличии от задачи о течении в трубе
(где использовались цилиндрические координаты, см. (4.2)), в данной задаче удобнее
использовать декартовы координаты:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
,

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0,

(4.72)

где U = (u, v) — вектор скорости, p — давление. Система уравнений (4.72) дополня-
ется граничными условиями прилипания к стенкам

U

∣∣∣∣
y=y±s

=

(
0
0

)
. (4.73)

Мы рассматриваем решение задачи (4.72), (4.73), в котором отсутствует взаи-
модействие пограничного слоя с внешним течением (это особенность двухпалубной
структуры, см. § 1.2 Введения), и, следовательно, в рамках нашей структуры реше-
ния отсутствует взаимодействие между пограничными слоями у верхней и нижней
стенок. Ввиду этого мы можем строить асимптотическое решение задачи о течении в
пристеночной области раздельно у каждой стенки, и, далее мы будем рассматривать
течение у только нижней стенки.

Введем новую вертикальную переменную

z = y − y−s . (4.74)

0

Рис. 4.12. Двумерный канал
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Рис. 4.13. Замена координат и двухпалубная структура решения

В переменных (x, z) стенка канала будет ровной, см. рис. 4.13. Для упрощения даль-
нейших обозначений, пусть μ(x, ξ)

def
= μ−(x, ξ).

Справедлива следующая теорема (аналог Теоремы 4.1).

Теорема 4.3*. Формальное асимптотическое решение задачи (4.72), (4.73) имеет
следующий вид:

u(x, z) = u0(z) +ε4/5
(
uI
1(x, ξ, θ) + uII

1 (τ)+uIII
1 (z) + μ

du0

dz

)
+O(ε6/5),

v(x, z) = ε6/5
(
vI2(x, ξ, θ) + ṽII2 (x, ξ, τ) + vIII2 (z)

)
+O(ε8/5),

p(x, z) = p0 + ε2p0x+ ε8/5
(
p̃II2 (x, ξ, τ) + pII2 (x, z)

)
+O(ε12/5),

(4.75)

где θ = z/ε4/5, z = y + l/2− ε4/5μ, τ = z/ε2/5, ξ = x/ε2/5, u0(z) — профиль скорости
течения Пуазейля. Функции

u∗1 = uI
1 + uII

1 (0) + uIII
1 (0) + (θ + μ)

du0

dz

∣∣∣∣
z=0

,

v∗2 = vI2 + ṽII2 (x, ξ, 0)

(4.76)

являются решением следующей краевой задачи:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ

+
∂v∗2
∂θ

= 0,

u∗1

(
∂u∗1
∂ξ

− ∂μ

∂ξ

∂u∗1
∂θ

)
+ v∗2

∂u∗1
∂θ

= −∂pII2
∂ξ

∣∣∣∣
τ=0

+
∂2u∗1
∂θ2

,
(4.77)

u∗1
∣∣
θ=0

= v∗2
∣∣
θ=0

= 0, v∗2
∣∣
θ→∞ → 0, u∗1

∣∣
ξ
= u∗1
∣∣
ξ+2π

, v∗2
∣∣
ξ
= v∗2
∣∣
ξ+2π

,

∂u∗1
∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

→ du0

dz

∣∣∣∣
z=0

,
∂u∗1
∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

→ ∂μ

∂ξ

du0

dz

∣∣∣∣
z=0

. (4.78)

Функция ṽII2 является решением задачи Дирихле для оператора Лапласа

∂2ṽII2
∂τ 2

+
∂2ṽII2
∂ξ2

= 0, (4.79)

ṽII2
∣∣
τ→∞ → 0, ṽII2

∣∣
ξ
= ṽII2

∣∣
ξ+2π

, ṽII2
∣∣
τ=0

= lim
θ→∞

ṽ∗2. (4.80)

*См. Замечание 2.1.
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Функция p̃2(x, ξ, τ) имеет вид

p̃II2 =
du0

dz

∣∣∣∣
z=0

[
τ

ξ∫
∂ṽII2
∂τ

dξ −
ξ∫
ṽII2 dξ

]
.

Замечание 4.2. Член μu′0(z) в (4.75) возникает только за счет замены переменной,
выравнивающей границу.

Доказательство Теоремы 4.3 аналогично доказательству Теоремы 4.1 и мы не
будем его повторять.

Заметим, что уравнения тонкого пограничного слоя (4.77), (4.78) идентичны с точ-
ностью до замены переменной (см. подраздел 4.3.1) уравнениям (4.9), (4.10), полу-
ченным ранее при рассмотрении задачи о течении в трубе, а уравнения толстого
пограничного слоя (4.79), (4.80) совпадают c (4.11), (4.12). Следовательно, все вы-
воды о характере течения, приведенные в разделе 4.3 справедливы и для случая
канала, и мы не будем повторять их здесь.

5. Заключение

В работе исследована двухпалубная структура пограничного слоя, возникающая
в ряде задач обтекания вязкой несжимаемой жидкостью поверхностей с малыми
неровностями при больших числах Рейнольдса. Эта структура пограничного слоя
состоит из двух разномасштабных областей: тонкого пристеночного погранслоя и
классического погранслоя Прандтля. Уравнения на функции, описывающие течение
в тонком погранслое одинаковы для всех рассмотренных задач. Точнее, различие
состоит лишь в коэффициентах — они разные для случая пластины и случая канала
и трубы; также отличие есть и в граничных условиях — они разные для периоди-
ческого случая и для случая локализованных неровностях. В области классического
погранслоя ситуация другая — в случае канала и трубы функции, описывающие те-
чение, есть решение хорошо известной задачи Дирихле для оператора Лапласа, а в
случае канала — мало исследованного в литературе уравнения Рэлея.

Отдельно стоит отметить еще одну особенность двухпалубной структуры — по-
мимо разномаштабности по пространственной переменной, в ней имеются разные
временные масштабы. Например, в случае пластины в тонком пограничном слое вре-
мя t ∼ 1, в классическом погранслое время t ∼ ε−1/3, а общее время (т.е. время в
уравнениях Навье–Стокса) t ∼ ε2/3.

Одним из основных результатов этой работы является исследование уравнение
типа Рэлея. Доказано существование, единственность и устойчивость решения урав-
нения типа Рэлея, описывающего осцилляции вертикальной скорости в классическом
пограничном слое для задачи обтекания вязкой несжимаемой жидкостью полубес-
конечной пластины с малыми периодическими неровностями на поверхности при
больших значениях числа Рейнольдса (см. Теоремы 2.2 и 2.3). Построен алгоритм
численного решения уравнения типа Рэлея и приведены результаты его использова-
ния.

Доказано, что двухпалубная структура пограничного слоя возникает в задаче
обтекания полубесконечной пластины с малыми периодическими неровностями (см.
Теорему 2.1), в задаче обтекания полубесконечной пластины с малыми локализован-
ными неровностями типа горбика, скачка или излома в виде угла (см. Теоремы 3.1
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и 3.2), а также в задаче о течении в аксимально–симметричной трубе (см. Теоремы 4.1
и 4.2) и двумерном канале (см. Теорему 4.3) с малыми периодическими неровностями
на стенках (но при масштабах неровности, отличных от случая полубесконечной пла-
стины). Для всех рассмотренных задач построено их формальное асимптотическое
решение. Для полученных уравнений построен алгоритм численного решения (на
основе разностных схем, удовлетворяющих принципу максимума, и следовательно,
устойчивых) и приведены результаты его использования. Путем численного модели-
рования найдена зависимость между параметрами неровности (амплитудой неров-
ности, радиусом трубы, шириной канала) и характером течения.

В итоге, можно сделать вывод о том, что двухпалубная структура пограничного
слоя является также неотъемлемым свойством модели Навье–Стокса, равно как и
общеизвестная трехпалубная структура, изученная в множестве работ [23–26; 31; 33;
36–41; 43—47; 54; 57; 76—78; 87—94]. Обратные степени числа Рейнольдса Re, за-
дающие двухпалубную структуру, разумеется отличны от тех, которые порождают
трехпалубную структуру. Они также различны для случая пластины и случая кана-
ла и трубы. Важно отметить, что в случае двухпалубной структуры не появляется
задачи о взаимодействие пограничного слоя с внешним потоком (которая появляется
в случае трехпалубной структуры), т.к. эта структура устроена так, что возникающие
от неровностей на стенках возмущения течения в тонком пристеночном пограничном
слое (на «нижней палубе») могут лишь порождать затухающие осцилляции в тол-
стом пограничном слое (на «верхней палубе») и не оказывают влияние на внешний
поток, что позволяет рассматривать течение, например, в (бесконечном) канале с пе-
риодическими неровностями на стенках, где в случае взаимодействия пограничного
слоя с внешним потоком возникла бы задача типа задачи о бесконечных отражениях.
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We study the existence conditions for a double-deck structure of a boundary layer in typical problems of incom-
pressible fl uid fl ow along surfaces with small irregularities (periodic or localized) for large Reynolds number. 
We obtain characteristic scales (a power of a small parameter included in a solution) which lead to the double-
deck structure, and we obtain a formal asymptotic solution of a problem of a fl ow inside an axially-symmetric 
pipe and a two-dimensional channel with small periodic irregularities on the wall. We prove that a quasista-
tionary solution of a Rayleigh-type equation (which describes the fl ow oscillation on the “upper deck” of the 
boundary layer with the double-deck structure, i.e. in the classical Prandtl boundary layer) exists and is stable. 
We obtain a formal asymptotic solution with the double-deck structure for the problem of fl uid fl ow along a 
plate with small localized irregularities such as hump, step or small angle. We construct a numerical solution 
algorithm for all equations which we obtained and we show the results of their applications.
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Информация и правила для авторов   

Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:
НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -
трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель
из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -
ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -
же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим
проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -
лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -
ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние
по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -
де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -
ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть
крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных
на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во
Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это
увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -
ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -
те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -
лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные
со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -
ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -
т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -
ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как
правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -
ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны
ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -
лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -
ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей
на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.
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По ря док пред став ле ния ста тей
l В ре дак цию из на чаль но пред став ля ют ся:

ll файл статьи, файлы с иллюстрациями;
ll со про во ди тель ное пись мо, мож но в элек трон ной фор ме, со дер жа щее све де ния об

объ еме ста тьи и обо всех ав то рах (фа ми лии, име на, от че с т ва, пол ные на зва ния
мест ра бо ты, поч то вый ад рес с ин дек сом, но мер кон такт но го те ле фо на с ко дом
го ро да, элек трон ный ад рес ав то ра, от вет ствен но го за пе ре пи с ку с ре дак ци ей);
пред поч ти тель но, что бы это пись мо бы ло вы пол не но на блан ке уч реж де ния, в ко -
то ром ра бо та ет кто-то из ав то ров, бы ло за ве рен ное пе ча тью и со дер жа ло ут вер -
жде ние о воз мож но с ти от кры то го опуб ли ко ва ния ста тьи;

ll файл с пе ре во дом на ан г лий ский язык на зва ния ста тьи, фа ми лий и ини ци а лов ав -
то ров, аннотации, ключевых слов.

l Ав тор ские фай лы мо гут быть при сла ны на элек трон ный ад рес: papers@nano-journal.ru;
(резервный адрес в случаях затруднений с пересылкой: nano@miem.edu.ru) или пе ре -
да ны в ре дак цию на лю бом элек трон ном но си те ле. Ав то ры по лу ча ют из ре дак ции
под твер жде ние о по лу че нии их ма те ри а лов. 

l Те ле фон (факс) ре дак ции: +7 (495) 916-8876. Ад рес ре дак ции: Мос к ва 109028,
Б. Трех свя ти тель ский пер., 3/12, Мо с ков ский ин сти тут элек тро ни ки и ма те ма ти ки
(МИ ЭМ), комн. 449.

Об щие тре бо ва ния к пред став ля е мым фай лам 
l До пу с ка ет ся ис поль зо ва ние тек с то вых ре дак то ров WORD  и  LATEX.

К  рабочим фай лам  долж на быть при ло же на их pdf-ко пия.  В на зва нии фай лов ис поль -
зу ет ся ла тин ский ал фа вит, про бе лы за ме ня ют ся зна ком _. Шап ка ста тьи со дер жит на -
зва ние, ини ци а лы и фа ми лии ав то ров, ме с то ра бо ты, элек трон ный ад рес, крат кую ан -
но та цию, клю че вые сло ва. В ан но та ции не сле ду ет ис поль зо вать фор му лы и ссыл ки на
текст ра бо ты или спи сок ли те ра ту ры; в кон це она долж на со дер жать ин декс УДК 
(к ан г лий ской вер сии ан но та ции мож но до ба вить ин дек сы за ру беж ных ру б ри ка то ров).

l Объ ем крат ких со об ще ний 4-8 стра ниц, ис сле до ва тель ских ста тей, как пра ви ло, до
20 стра ниц, а об зо ров – более 20 стра ниц. Верх няя гра ни ца со гла су ет ся с ред кол ле -
ги ей. При под сче те объ ема нуж но ори ен ти ро вать ся на стра ни цы фор ма та А4, шрифт
12, зна ков в стро ке 80, ин тер ва лов меж ду стро ка ми 1.

l Ав то ры не долж ны зло упо т реб лять со кра ще ни я ми, со став лен ны ми из за глав ных на -
чаль ных букв тер ми нов. Пред поч ти тель ней каж дый раз ис поль зо вать пол ное на име -
но ва ние объ ек та. Воз мож но ис поль зо ва ние толь ко ус то яв ших ся аб бре ви а тур. 

Тре бо ва ния к фай лам Word
l Ре ко мен ду е мый шрифт – Times New Roman. 
l Стро ки в пре де лах аб за ца не долж ны раз де лять ся сим во лом воз вра та ка рет ки (Enter). 
l Нель зя ис поль зо вать ав то ма ти че с кое со зда ние сно сок, ав то ма ти че с кий пе ре нос или

ав то ма ти че с кий за прет пе ре но сов, со зда ние спи с ков, ав то ма ти че с кий от ступ и т.п. 
l Ссыл ки на спи сок ли те ра ту ры да ют ся ци ф ра ми в ква д рат ных скоб ках: [1], [5,6,7], 

[1-9].
l Все без ис клю че ния фор му лы и обоз на че ния раз мер но с ти, да же со сто я щие из од ной

ла тин ской бу к вы, и в тек с те и вы не сен ные в от дель ную стро ку, все г да на би ра ют ся
в фор муль ном ре дак то ре и ни ко г да – в обыч ном тек с то вом ре дак то ре.
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l При со зда нии таб ли цы ре ко мен ду ет ся ис поль зо вать воз мож но с ти Word или MS
Excel. Таб ли цы, на бран ные вруч ную (с по мо щью боль шо го чис ла про бе лов), не при -
ни ма ют ся. 

Тре бо ва ния к ил лю с т ра ци ям 
l Иллюстрации представляются в отдельных файлах, черно-белыми. Они должны

иметь разрешение не менее 600 dpi.
l Фор ма ты фай лов – TIFF, EPS, PSD, JPEG. 

Тре бо ва ния к спи с ку ли те ра ту ры 
l Ф.И.О. ав то ров или ре дак тров вы де ля ют ся кур си вом.  
l Для ста тей при во дит ся на зва ние. На зва ния от де ля ют ся от вы ход ных дан ных зна ком

//. Рас по ло же ние вы ход ных дан ных ука за но на об раз це ни же. Но мер то ма вы де ля ет -
ся жир ным шриф том, но мер вы пу с ка да ет ся в скоб ках. Ука зы ва ют ся но ме ра пер вой
и по след ней стра ниц ста тьи, ли бо уни каль ный но мер ста тьи и ее объ ем. Для книг же -
ла тель но ука зы вать их объ ем. Ес ли из ве ст на ссыл ка на элек трон ный ар хив или сайт,
то ее же ла тель но ука зать. 

Фа ми лия И.О. На зва ние ста тьи // Назв. журн., 2000, 1 (1), 1-6.

Family F.M. and Family F. Title of the paper // Name of the Jornal, 2006, 73, 165313, 9 pp.

Фамилия И.О., Фамилия И.О. На зва ние кни ги // На ука, С.-П., 1999, 176 стр.

Family F.M. Title of the paper // In book: Family F.M. (еt al. eds), Title of the collection,
Publisher, Boston, 2005, 9-24.

Family F.M. (ed.), Title of the collection // Publisher, N.Y., 2005, 324 pp.

Фа ми лия И.О. На зва ние до кла да // До клад на кон фе рен ции «На зва ние кон фе рен ции 

(ме с то и да та про ве де ния)»; ссыл ка на элек трон ный рес урс.
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