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ТОРИЧЕСКИЕ КОНФОРМАЦИИ МОЛЕКУЛ ДНК
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В.Н. Блинов1, В.Л. Голо2, 3, 4, Ю.Ф. Крупянский2

1 Научный Центр РАН в Черноголовке 
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Поступила 07.06.2015

Мы рассматриваем тороидальные конфигурации как один из вариантов плотной упаковки ДНК в клет-
ках и вирусах. Экспериментальные исследования плотных упаковок такого типа выявили наличие нетри-
виальной внутренней структуры. В реальной клетке, однако, такие образования должны сочетать компакт-
ность с возможностью осуществления биофизических процессов (репликация и т.п.). Возникает вопрос,
как изменяются такие плотные образования во время тех или иных процессов жизнедеятельности клеток.
Современная экспериментальная техника не может дать ответ на этот вопрос, поэтому возникает необхо-
димость применения новых инструментов, таких как XFEL.

УДК 517.15   
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Рис. 1. Тороидная конформация молекулы ДНК

Рис. 2. Та же конформация ДНК что на предыдущем рисунке, 1, но представленная схематически
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Рис. 3. Схематическое изображение типов компактных образований молекул ДНК
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Рис. 4. Схематическое изображение расположения молекулы ДНК в липосоме
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Рис. 5. Поперечное сечение тороида с гексагональной симметрией петель ДНК, выявленное 

в экспериментах по рентгенографии
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Рис. 6. Кривая, иллюстрирующая решение уравнения Кирхгофа
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Рис. 7. Нарушение гексагональной симметрии

в тороиде

Рис. 8. Компактное образование из молекулы

ДНК внутри икосаэдрической капсулы
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Рис. 9. Иллюстрация структуры хроматина в клетке
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Рис. 10. Четыре субъединицы гистонового октамера: два H2A и два H2B образуют фигуру

в форме подковы в горизонтальной плоскости.

Рис. 11. Четыре субъединицы гистонового октамера: два H3 и два H4 образуют фигуру в форме

подковы в вертикальной плоскости
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Рис. 12. Соединение двух подков с образованием гистонового октамера катушки для витка ДНК

Рис. 13. Нуклеосома: гистоновый октамер с намотанным витком ДНК.
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Рис. 14. Подвижность димеров H3-H4 c образованием тетрасомы
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We consider dense toroidal structures of DNA molecules in cells and viruses. The problem needs special studying.
For one thing the space scale of the system being small one has to admit that such structures must be compact enough
to accommodate a molecule of the DNA, for another the molecule should be easily accessible for various biochemical
processes, for example replication. Theoretical treatment of the problem runs across substantial diculties, and there-
fore there is a need for the experimental investigation of the DNA conformation in cells and viruses. The XFEL could
be instrumental to that end.
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Работа посвящена применению методов статистической физики и теории случайных процессов для
исследования топологических свойств РНК-подобных гетерополимеров со случайной первичной структу-
рой. В частности, описывается критического изменение топологии РНК-подобных структур в зависимости
от алфавита, используемого в случайной последовательности, приводится аналитической оценка точки
перехода в рамках комбинаторного и матричного описания.

УДК 538.9  

I. ВВЕДЕНИЕ

Структура важнейших биологических макромолекул, таких как дезоксирибонукле-

иновые кислоты (ДНК), рибонуклеиновые кислоты (РНК) и белки, играет ключевую

роль в их правильном функционировании в клетке. Различают три уровня структурной
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упорядоченности биомакромолекул. Одна из основных их особенностей состоит в гете-

рополимерности. Последовательность звеньев в ДНК, РНК и белках индивидуального

организма, она называется первичной структурой, строго зафиксирована. Далее, биопо-

лимерные цепи могут формировать спиралеобразные и складчатые участки небольшого

масштаба, как в белках, или комплементарно спаренные и петлевые участки, как в

РНК. Такие фрагменты называются элементами вторичной структуры. Различают так-

же третичную и четвертичную пространственные структуры биополимеров.

Данная работа посвящена исследованию топологических свойств вторичной струк-

туры молекул РНК-типа. Известно, что биомакромолекулы являются «слабо отредакти-

рованными случайными гетерополимерами» [1, 2]. Более того, для ряда свойств распре-

деление мономерных звеньев в первичной структуре, например, функциональных РНК

можно считать случайным [3, 4]. В этом случае, модель случайной первичной структу-

ры является базовой моделью, описывающей основной (нулевой) вклад в наблюдаемые

физические явления. Основное внимание при этом сфокусировано на нетривиальной

вторичной структуре РНК-подобных полимеров, для описания которой привлекают-

ся разнообразные техники, в том числе, техники квантовой теории поля и моделей

Изинга[5].

Структура работа такова. В разделе II приводятся алгоритмы описания РНК-

подобной структуры и вычисления свободной энергии ее основного состояния. Форму-

лируется вспомогательная статистическая модель, описывающая взаимодействия моно-

мерных звеньев в РНК-подобной структуре с петлевыми участками. Далее, в предло-

женной модели учитывается вклад внутрипетлевого взаимодействия мономеров и при-

водится соответствующий алгоритм динамического программирования для вычисления

энергии такой иерархической структуры.

Раздел III посвящен определению свойств распределения свободной энергии ансам-

бля случайных последовательностей РНК. Обсуждаются такие характеристики, как

среднее значение свободной энергии в ансамбле, флуктуация средней энергии, распре-

деление по длинам петель в пространственных структурах.

Анализ топологических свойств в модели случайной первичной структуры РНК-

подобной молекулы в зависимости от используемой в последовательности алфавита

описан в отдельный раздел IV. Показывается, что в зависимости от алфавита РНК-

подобная структура характеризуется либо максимально связанной вторичной струк-

турой без пропусков (неспаренных мономеров), либо структурой с конечной долей

несвязанных мономеров. Для определения точки такого топологического перехода фор-
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мулируется модель Бернулли. В рамках предложенной модели приводятся численные

и аналитические оценки критической точки перехода.

II. АЛГОРИТМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ РНК-ПОДОБНЫХ

СТРУКТУР

A. Выравнивание последовательностей

Задача о выравнивании двух последовательностей – это задача нахождения эффек-

тивного алгоритма поиска наибольшей общей подпоследовательности (НОП) двух про-

извольных линейных последовательностей. Данная проблема является одной из ключе-

вых задач вычислительной эволюционной биологии. В частности, она позволяет судить

о том насколько далеко (в эволюционном смысле) разошлись друг от друга два рас-

сматриваемых гена и какие гены могут являться их общими предками. Задача об НОП

широко исследовалась в биологии, компьютерных науках, теории вероятности и позже

в статистической физике.

Задача о поиске НОП двух последовательностей формулируется следующим обра-

зом. Рассмотрим две произвольные последовательности (в качестве примера рассматри-

ваются последовательности РНК, составленные из 4-х буквенного алфавита A,C,G,U):

S1 = {A,C,G,C,U,A,C} длины m = 7 и S2 = {C,U,G,A,C} длины n = 5. Далее,

везде под алфавитом подрузамевается количество различных мономерных хвеньев в

первичной структуре. Общая подпоследовательность – это подпоследовательность, со-

держащая буквы (нуклеотиды) как первой, так и второй последовательности, при-

чем подпоследовательность необязательно содержит буквы, идущие непосредственно

друг за другом. Так, например, для двух последовательностей S1 и S2 можно выде-

лить несколько различных общих подпоследовательностей, например, {C,U,A,C} или

{G,A,C} – обе эти подпоследоавтельности содержатся в S1 и S2, и являются для них

общими. Число возможных общих подпоследовательностей с ростом длин m и n поли-

меров растет экспоненциально. Алгоритм для определения оптимального выравнивания

двух последовательностей впервые был сформулирован в [6]. В наиболее общем смысле

каждое выравнивание двух последовательностей характеризуется числом совпадающих

и несовпадающих букв и числом пропусков (делеций) в выравненных последователь-

ностях. Для каждого выравнивания можно ввести весовую функцию (cost function),

имеющую значение энергии [6]:
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F = Nmatch + μNmis + δ Ngap. (1)

В формуле (1) Nmatch, Nmis и Ngap – число пар совпадающих букв, число пар несов-

падающих букв и число делеций в рассматриваемом выравнивании, соответственно.

Величины μ и δ – это вклады в весовую функцию от пары несовпадающих букв и

делеции; вклад от пары совпадающих нуклеотидов, без потери общности, можно счи-

тать равным 1. В таком представлении функция F удовлетворяет очевидному закону

сохранения:

n+m = 2Nmatch + 2Nmis +Ngap. (2)

Используя (2), формулу (1) можно переписать в виде:

F̃ = Nmatch + γNmis, (3)

где

γ =
μ− 2δ

1− 2δ
. (4)

Здесь интерес представляет область 0 ≤ γ ≤ 1, так как, случай γ < 0 неотличим от

γ = 0, а случай γ > 1 соответствует тому, что «несовпадения» более выгодны, чем

«совпадения» и может быть учтен простым переопределением этих понятий. Заметим,

что, хотя предлагаемая теория применима ко всему доступному интервалу значений

γ, все численные результаты настоящей работы получены для случая γ = 0, который

представляется наиболее физически осмысленным. Задача поиска НОП заключается в

определении выравнивания с максимальным значением весовой функции F .

Оказывается, что для нахождения весовой функции F удобнее всего использовать

рекурсивный алгоритм, известный как метод динамического программирования:

F̃max
i,j = max

[
F̃max
i−1,j, F̃

max
i,j−1, F̃

max
i−1,j−1 + ζi,j

]
, (5)

где

ζi,j =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, для S1(i) = S2(j)

γ, для S1(i) �= S2(j)
(6)

Выражения (5)—(6) имеют следующий смысл. Начиная с левых концов последова-

тельностей, на каждом шаге выбирается такое положение букв в выравнивании, ко-

торое вносит наибольший вклад в функцию F . Члены в (5) соответствуют трем воз-

можным ситуациям: пропуску буквы в первой последовательности, пропуску во второй
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последовательности и случаю, когда i-ая буква первой последовательности выравнена

с j-ой буквой второй последовательности.

B. Комплементарное связывание биополимеров

Цель работы заключается в разработке статистического алгоритма вычисления ве-

совой функции, которая бы характеризовала «похожесть» двух заданных последова-

тельностей со сложной вторичной структурой типа РНК. Эта функция должна вклю-

чать как энергетический вклад от непосредственного взаимодействия мономеров друг с

другом, так и энтропийный вклад, обусловленный наличием ансамбля пространствен-

ных конформаций макромолекул. При этом постараемся, по возможности, остаться в

рамках статистической физики и избежать неконтролируемых эвристических сообра-

жений, апеллирующих к опыту, полученному в результате анализа экспериментальных

данных.

Прежде всего покажем, что рекуррентное соотношение (5) имеет прозрачный физи-

ческий смысл в терминах статистической физики и формулы (5), (6) можно рассматри-

вать как свободную энергию статистической модели, описывающей комплексообразо-

вание двух взаимодействующих линейных полимеров в пределе нулевой температуры.

Затем, учитывая возможность того, что каждый из полимеров может, помимо собствен-

но компексообразования, образовывать сложную иерархическую структуру, обобщим

выражение для статистической суммы (соответствующей ненулевой температуре) на
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Рис. 1. Взаимодействие мономерных звеньев в РНК-подобной структуре с петлевыми участками

как выравнивание соответствующих последовательностей (первичных структур).

За

аниинивваырв

еуквухбдв

тельаводелоспухдвании

веОчв.роелимопнныхе

йобо

й.остентель

оотвслиетпчтоо,ндив

й

виямцеелдуютетствоотв оечадза

чаадЗа лсычиввяетсзаключа гииреэнйондобовснииел рпелидомйосаннпиогии а-остдир

точно низких температурах, при которых энтропийным вкладом можно пренебречь по

сравнению с энергетическим. Пусть Gm,n – статистическая сумма рассматриваемого

комплекса. По смыслу Gm,n – это сумма по всем возможным конфигурациям связей.

При низких температурах Gm,n можно представить как:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Gm,n = 1 +

m,n∑
i,j=1

βi,j Gi−1,j−1

Gm,0 = 1; G0,n = 1; G0,0 = 1.

(7)

Смысл данной формулы очевиден: начиная с левого конца последовательностей (Рис. 1),

находим первый существующий контакт между i-м мономером первой цепи и j-м моно-

мером второй, а далее суммируем по всем возможным расположениям этого контакта.

Статистические веса связей βi,j определяются энергией контакта между i-ым и j-ым

мономерами:

βi,j =

⎧⎪⎨
⎪⎩
β+ ≡ eu/T , S1(i) и S2(j) комплементарны

β− ≡ ev/T , S1(i) и S2(j) не комплементарны.
(8)

Здесь и далее, T ≡ kBT . Легко проверить, что статистическая сумма вида (7) удовле-

творяет рекуррентному соотношению:
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Gm,n = Gm−1,n +Gm,n−1 + (βm,n − 1)Gm−1,n−1. (9)

В свою очередь, статистическая сумма связана со свободной энергией комплекса Fm,n и

температурой T известным соотношением Gm,n = exp{−Fm,n/T}. Будем интересоваться

значением свободной энергии с точностью до знака, тогда для величины F̃m,n = −Fm,n,

переходя в уравнении (9) к пределу T → 0, получим:

F̃m,n = lim
T→0

T ln
(
eF̃m−1,n/T + eF̃m,n−1/T + (βm,n − 1) eF̃m−1,n−1/T

)
. (10)

Формулу (10) можно переписать в виде:

F̃m,n = max
[
F̃m−1,n, F̃m,n−1, F̃m−1,n−1 + ηm,n

]
, (11)

где введено обозначение:

ηm,n = T ln(βm,n − 1) =

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
η+ = T ln(eu/T − 1), если S1(i) и S2(j) комплементарны

η− = T ln(ev/T − 1), если S1(i) и S2(j) не комплементарны.

(12)

Принимая η+ за единицу энергии, перепишем формулу (11) в виде:

F̃m,n = max
[
F̃m−1,n, F̃m,n−1, F̃m−1,n−1 + η̃m,n

]
, (13)

с

η̃m,n =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
1, если S1(i) и S2(j) комплементарны

a =
η−

η+
=

ln(ev/T − 1)

ln(eu/T − 1)

∣∣∣∣∣
T→0

=
v

u
, если S1(i) и S2(j) не комплементарны.

(14)

И функция F̃m,n удовлетворяет начальным условиям: F̃0,n = F̃n,0 = F̃0,0 = 0. Видно, что

выражение свободной энергии связывания двух полимеров без петлевых взаимодей-

ствий имеет вид, совпадающий с (5). Далее, все результаты численного моделирования

представлены для v
u
= 0.

Таким образом, рекурсия, используемая в методе динамического программирования

является ничем иным, как рекуррентным соотношением на свободную энергию вза-

имодействия гетерополимеров в пределе нулевой температуры. В природе существует

множество примеров образования подобных гетерополимерных комплексов, например,

образование двойной спирали ДНК.

Отметим, что предложенная выше модель является лишь первым приближением

к описанию комплексообразования биополимеров. Известно (см., например, [2]), что
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для точного количественного описания такого связывания, например, двойной спира-

ли ДНК необходимо учесть еще ряд факторов. Во-первых, не учтены так называемые

«петлевые факторы»: при образовании петли возможные конформации полимера огра-

ничены условием, что ее концы обязаны сойтись в одной точке пространства, поэтому

образование каждой петли приводит к снижению энтропии комплекса. Во-вторых, в

реальной ДНК имеется выраженная кооперативность образования связей: вероятность

образования связи выше, если соседние мономеры также образуют связь. В-третьих,

не учтено, что гибкость полимера конечна и, тем самым, существует ограничение на

минимальную длину петли. И наконец, не было принято во внимание то обстоятель-

ство, что комплементарные пары A − T и C − G имеют различную энергию связи и,

что помимо комплементарных пар, возможно образование неканонических пар.

Обобщение выражений (7)–(14) с учетом кооперативности образования связи, ми-

нимальной длины петли и различной энергией комплементарных связей — задача вы-

числительно сложная, но не требующая качественного изменения предложенного фор-

мализма, т.к. эти факторы влияют только на локальные свойства полимерных цепей. С

другой стороны, петлевой фактор — характеристика нелокальная, зависящая от рассто-

яния между мономерами, образующими связи и в этом случае нельзя описать состояние

комплекса уравнениями динамического программирования, вида (7). Однако, поскольку

петлевые факторы имеют энтропийную природу, в пределе низких температур (T → 0)

их вклад в свободную энергию гетерополимерного комплекса становится пренебрежимо

мал. Ситуация усложняется, если сами петли могут образовывать вторичную структу-

ру (т.е. если внутри петли имеет место взаимодействие между мономерами), а именно

такая ситуация типична для последовательностей РНК. В этом случае энергетический

вклад от вторичной структуры петли сохраняется и в пределе нулевой температуры, и

его учет становится необходим.

C. Связывание РНК с внутрипетлевым взаимодействием

В этом разделе обобщается модель взаимодействия двух сополимеров на случай, ко-

гда возможно комплементарное связывание внутри петель комплекса. Будем рассмат-

ривать иерархические структуры петель типа клеверного листа (Рис. 2(a)), структуры

типа псевдоузлов (Рис. 2(б)) в данной работе не рассматриваются.

Как и в предыдущем параграфе для простоты не будем учитывать кооперативность

образования связей и различие в энергиях комплементарных пар. Однако, как уже
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(a) (б) (в) (г)

Рис. 2. Клеверная структура РНК (a) и псевдоузел (б); (в) и (г) — арочное представление (а) и (б),

соответственно

Рис. 3. Диаграмма для вычисления статистического веса g последовательности

указывалось, модель может быть обобщена с учетом этих факторов. Выражение (7) для

статистической суммы Gm,n двух взаимодействующих сополимеров можнопереписать в

виде: ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Gm,n = g

(1)
1,m g

(2)
1,n +

m,n∑
i,j=1

βi,j Gi−1,j−1 g
(1)
i+1,m g

(2)
j+1,n

Gm,0 = g
(1)
1,m; G0,n = g

(2)
1,n; G0,0 = 1,

(15)

где g
(1)
i,j и g

(2)
i,j обозначены статистические веса участков (с i-го нуклеотида до j-го)

первой и второй последовательности, соответственно, удовлетворяющие уравнениям:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
g
(a)
i,j = 1 +

j−1∑
k=i

j∑
l=i+1+�

β′
k,lg

(a)
k+1,l−1 g

(a)
l+1,j;

g
(a)
i,i = 1, a = 1, 2.

(16)

Эти уравнения отвечают за топологию кактусообразной структуры, свойственной моле-

кулам РНК, диаграмма, описывающая такие структуры представлена на Рис.3. Коэффи-

циенты β′
i,j – это константы, описывающие взаимодействие внутри последовательности,

аналогичные βm,n. Суммирование по j ведется от i+ 1 + � до n для того чтобы исклю-

чить петли длиной меньше � мономеров. В последующих вычислениях, как правило,

предполагается, что �=0, также обсуждается случай � = 3. Напомним еще раз, что так
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как интерес представляет низкие температуры, можно пренебречь вкладом, связанным

с потерей энтропии при образовании петель.

Сложную систему уравнений на статистические веса петлевых участках g
(a)
i,j , a =

1, 2 (16) можно решить следующим образом. Для каждой из последовательности РНК

можно построить матрицу g, (i, j)-й элемент которой определяет статистический вес

участка, начинающейся с i-го нуклеотида и заканчивающейся j-м. Таким образом,

статистические веса всех возможных петель описываются матрицами размера m × m

для первой последовательности и n× n для второй. Из граничных условий (16) можно

однозначно определить элементы g
(a)
i,i+1. Из (16) следует, что элементы последующих

субдиагоналей g
(a)
i,i+k зависят только от элементов предыдущих субдиагоналей g

(a)
i,i+k−l

матрицы:

g
(a)
i,i+k = g

(a)
i+1,i+k +

i+k∑
s=i+1

β′
i,sg

(a)
i+1,s−1g

(a)
s+1,i+k. (17)

Определенные таким образом матрицы статистических весов g(a) всех возможных пе-

тель позволяют вычислить статистическую сумму взаимодействия двух РНК с внутри-

петлевым взаимодействием (15).

Как и в случае связывания последовательностей без петлевых участков, можно вы-

полнить переход к пределу нулевой температуры – см. выражения (7)-(14). Элементы

матрицы свободной энергии при этом можно представить в виде:

Fm,n = max
i=1,...,m
j=1,...,n

[
f
(1)
1,m + f

(2)
1,n, Q

m,n
i,j

]
(18)

где f
(a)
i,j = lim

T→0

[
T ln g

(a)
i,j

]
(a = 1, 2) имеют смысл с точностью до знака свободных энер-

гий петлевых участков последовательностей с i-го нуклеотида по j-й, Qm,n
i,j – (i, j)-ый

элемент суммы (15), который в пределе нулевой температуры есть:

Qm,n
i,j = Fi−1,j−1 + f

(1)
i+1,m + f

(2)
j+1,n + η̃i,j. (19)

Элемент Qi,j описывает энергию комплекса взаимодействующих РНК, не имеющих

контакта правее пары (i, j). Из (17) следует, что функции f
(a)
i,j удовлетворяют:

f
(a)
i,i+k = max

[
f
(a)
i+1,i+k,max

s

(
f
(a)
i+1,s−1 + f

(a)
s+1,i+k + η̃

′(a)
i,s

)]
, (20)

здесь величина η̃i,j – величина, как в (14), η̃
′(a)
i,s – аналогичная величина, описываю-

щая взаимодействие внутри петель. На свободную энергию накладываются граничные

условия, как это следует из (15):
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F0,0 = 0;

Fi,0 = f
(1)
1,i ; 1 ≤ i ≤ m

F0,j = f
(2)
1,j ; 1 ≤ j ≤ n.

(21)

Таким образом, для того, чтобы вычислить энергию основного состояния комплекса

двух взаимодействующих РНК, необходимо построить матрицы f (1) и f (2) и, далее,

применяя (18)-(19), определить элементы матрицы F .

Отметим, что выражения (17), (20) можно использовать для непосредственного вы-

числения свободной энергии основного состояния одноцепочечной РНК.

III. СВОЙСТВА РНК СТРУКТУР СО СЛУЧАЙНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ

ЗВЕНЬЕВ

В данном разделе обсуждаются свойства распределения свободной энергии основно-

го состояния в ансамбле РНК-подобных молекул со случайной первичной структурой.

Также, приводятся результаты для распределения длин петель в РНК-подобных струк-

турах и обсуждаются аналитические модели их описания.

A. Свободная энергия основного состояния

1. Связывание двух РНК с петлевыми участками

Задача поиска оптимальной конфигурации линейного выравнивания случайных по-

следовательностей неоднократно рассматривалась в литературе (см., например, [7]) в

рамках так называемой модели «бернуллиевского сравнения», т.е. в предположении о

том, что матричные элементы ηm,n (14) являются независимыми случайными величи-

нами, принимающими значения 1 с вероятностью p = c−1 и 0 с вероятностью q = 1− p,

где c — алфавит, используемый в случайной первичной структуре полимера. В работе

[7] было показано что для длин последовательностей n,m � 1 распределение энергии

основного состояния имеет вид:

〈Fm,n〉 = 2
√
pmn− p(m+ n)

q
+

(pmn)1/6

q

[
(1 + p)−

√
p

mn
(m+ n)

]2/3
χ (22)

где χ – случайная величина с распределением Трейси–Видома (〈χ〉 = −1.7711... и

〈χ2〉 − 〈χ〉2 = 0.8132...)(более подробное описание этого распределения можно найти,

например, в обзоре [8]). При m = n, оптимальная конфигурация характеризуется:
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〈Fn,n〉 ≈ 2

1 +
√
c
n+ f(c) 〈χ〉n1/3, (23)

где

f(c) =
c1/6(

√
c− 1)1/3√
c+ 1

.

Флуктуации свободной энергии подчиняются [7]:

σ ≡
√〈

F 2
n,n

〉
− 〈Fn,n〉2 ≈

√
〈χ2〉 − 〈χ〉2f(c)n1/3. (24)

Показатель 1/3 является типичным для стохастической динамики сильно коррелиро-

ванных систем и относится к классу универсальности Кардара-Паризи-Занга (Kardar–

Parisi–Zhang (KPZ)) [9].

Результаты численного моделирования распределения свободной энергии основного

состояния для ансамбля случайных первичных структур РНК представлены на Рис. 4.

Угловой коэффициент прямой k ≈ 0.65 (Рис. 4(a)), что хорошо согласуется с величиной

k = lim
n→∞

〈Fn,n〉
n

→ 2
3
, вычисленной по формуле (23). Для флуктуации энергии получен-

ный наклон 0.34 (Рис.4(б)) также близок к значению 1
3
. Таким образом, уравнение (23),

полученное в приближении бернуллиевского сравнения, удовлетворительно описывает

численно наблюдаемую зависимость энергии основного состояния при связывании со-

полимеров с петлевыми участками от длины случайных цепей.

2. Связывание двух РНК с внутрипетлевым взаимодействием

Аналогичный анализ был проведен и для двух последовательностей, образующих

структуру с внутрипетлевым взаимодействием и минимальной длиной петли � = 0. Со-

ответствующие графики зависимости свободной энергии и флуктуации энергии пред-
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Рис. 4. Взаимодействие РНК с петлевыми участками: зависимость среднего значения свободной

энергии основного состояния Fn;n (а) и флуктуации энергии σ (б) от длины случайной последова-

тельности n. Усреднение проводилось по ансамблю из 105 случайных пар последовательностей для

каждого значения длины.

(а) (б)

Рис. 5. Связывание РНК с внутрипетлевым взаимодействием: зависимость энергии основного

состояния Fn;n (а) и флуктуации свободной энергии σ (б) от длины случайной последовательности

n. Усреднение проводилось по ансамблю из 105 случайных пар последовательностей для каждого

значения длины
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Рис. 6. Иерархическая модель связывания двух полимеров с внутрипетлевым взаимодействием.

Петли первого (i = 1), второго (i = 2) и третьего (i = 3) иерархических уровней

уктустрйокс льзоопсиетляовзопырукту алимронрееидитьавльзо Ауппы.грйонноизацали о,ннеимуктустрйокс льзоопсиетляовзопырукту алимронрееидитьавльзо Ауппы.грйонноизацали о,ннеим

комплексы i-ого иерархического уровня содержат петли, которые будем считать ком-

плексами (i+ 1)-ого уровня (Рис.6) (i = 1, 2, ...).

Формализуя эту идею, будем полагать, что комплекс двух молекул РНК иерархи-

ческого уровня i – это комплекс двух последовательностей с петлевыми участками,

в которых энергия взаимодействующих мономеров перенормирована энергией петель

иерархического уровня (i + 1). Пользуясь тем, что энергия петель в первом прибли-

жении пропорциональна длине (23), представим ее в виде: F (i)
s ≈ k(i)

r s, где s — длина

петли, а kr — соответствующий i-ому уровню коэффициент связывания. Подставляя в

формулу (15) статистические веса петель gi,i+s = e−krs/T , получим выражение для опре-

деления свободной энергии комплекса двух случайных РНК–последовательностей 1:

F (i+1)
m,n = max

[
Fm−1,n + k(i)

r , Fm,n−1 + k(i)
r , (Fm−1,n−1 + u)P(m,n)

]
. (25)

Выражение (25) нужно понимать следующим образом. Прежде всего, определим сво-

бодную энергию комплекса F (2)
m,n, в котором могут образовываться петли только первого

иерархического уровня. Далее определим энергию связывания на один мономер в пет-

1 Здесь, как и ранее, F имеет смысл свободной энергии с обратным знаком

лях второго уровня как

k(2)
r =

F (2)
m,n

m+ n
. (26)
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Таблица 1
Вероятность связывания мономеров в зависимости от числа уровней в иерархической модели 

взаимодействия двух полимеров

Подставляя полученный коэффициент связывания снова в формулу (25), получим зна-

чения энергии для петель третьего иерархического уровня, k(3)
r , и т.д. Величина

P(m,n) учитывает ограничение на минимальное количество мономеров, которые могут

образовать петлю i-ого иерархического уровня:

P(m,n) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 мономеры m и n могут образовать связь

0 в противном случае
(27)

Будем считать, что m-й и n-й мономеры могут образовать связь, если:

а) участок [m − limin,m − 1] последовательности S1 не имеет связей с участком [n −
limin, n− 1] подпоследовательности S2, где limin – минимальное количество нуклеотидов,

необходимых для формирования петли определенного уровня (если m < limin и/или

n < limin, то рассматриваются соответственно участки последовательностей [1,m] и/или

по [1, n]);

б) m − 1-й мономер первой последовательности взаимодействует с n − 1-м мономером

второй последовательности, и при замене (m − 1) → m, (n − 1) → n выполняется а)

(или б)).

В таблице I приведены значения для коэффициента связывания и минимальное ко-

личество нуклеотидов в петлях i-ого уровня; вычисления проводились для случайных

последовательностей равной длины m = n = 104. Длины последовательностей слабо

влияют на средний коэффициент связывания, однако рассмотрение больших длин поз-

воляет провести оценку для большего количества иерархических уровней. Отметим, что

коэффициент связывания, определяемый по данной иерархической процедуре, медленно

(логарифмически) стремится к 1 с ростом количества иерархических уровней (т.е. при

n → ∞). Логарифмическая зависимость обусловлена экспоненциальным ростом мини-

мального числа мономеров, которые могут образовать петлю, limin = 3li−1
min + 6 (i > 2) с

увеличением номера иерархического уровня i( см. Табл. I).

Уровень, i 2 3 4 5 6 7

Минимальная длина петли 2 6 24 78 240 726

Коэффициент связывания 0.851 0.912 0.931 0.937 0.94 0.941
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Рис. 7. Распределение длин петель в структуре комплекса с петлевыми участками. Вычисления

были выполнены для случайных последовательностей длины N = 104, результаты усреднялись по

набору из 105 сополимеров.

Таким образом, численно наблюдаемый коэффициент связывания k (Рис. 5(а)) в

действительности зависит от длин рассматриваемых последовательностей и полученное

нами значение k ≈ 0.92 лишь указывает на то, что последовательности длиной 400 ÷
1000 мономеров образуют структуру всего с двумя–тремя иерархическими уровнями.

B. Распределение длин петель в РНК-подобных структурах

1. Связывание двух РНК с петлевыми участками

Было проанализировано распределение длин петель в структуре комплекса с петле-

выми участками и внутрипетлевым взаимодействием. На Рис. 7 представлена зависи-

мость W (s) числа петель различной длины s для структуры с петлевыми участками.

Видно, что зависимость с хорошей точностью является экспоненциальной. Такое рас-

пределение характерно для системы, в которой связывание различных мономеров в

цепи происходит независимо (т.е. вероятность того, что следующий по цепи мономер

образует связь, никак не зависит от того, образует ли связь предыдущий мономер).

Действительно, величину k = 〈Fn,n〉
n

при n � 1 можно рассматривать, как вероятность

связывания мономера в структуре. Считая, что взаимодействие мономеров независи-

мым, число петель длиной s в структуре двух взаимодействующих сополимеров длиной

n можно оценить, как:

W (s) = nk2(1− k)s. (28)
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Такое распределение длин петель при n � 1 удовлетворяет очевидному соотношению∑n
s=1 sW (s) = (1 − k)n. Из Рис. 7 видно, что численные результаты хорошо аппрокси-

мируются в логарифмическом масштабе прямой y(s) = a− bs, где c хорошей точностью

a ≈ ln(nk2) и b ≈ ln(1 − k) (см. (28)). Таким образом, в связывании сополимеров с

петлевыми участками статистика петель выглядит в точности так, как происходит при

независимом связывании мономеров. Однако стоит отметить, что модель независимого

связывания дает хорошие результаты для последовательностей, в которых количество

различных сортов мономеров c ≥ 4. Для двухбуквенных и трехбуквенных алфави-

тов, взаимодействие сополимеров оказывается коррелированным, и формула (22) плохо

описывает энергию оптимальной конфигурации.

2. Связывание двух РНК с внутрипетлевым взаимодействием

Существенно иное поведение имеет статистика петель в комплексах с внутрипет-

левым взаимодействием. На Рис.8(а) представлена зависимость числа петель с дли-

ной s по набору из 103 пар случайных последовательностей. Отметим особенности

наблюдаемого распределения. Во-первых, для данной зависимости характерно степен-

ное поведение. Показатель степенной зависимости для РНК разной длины меняется в

интервале [1.38, 1.5]. Во-вторых, распределения для РНК с различной длиной n совпа-

дают, что позволяет проводить вычисления для набора коротких последовательностей.

В-третьих, при малых n (n ≤ 5) характерно небольшое число петель с нечетной дли-

ной и большое число петель с четной длиной. Последнее обстоятельство связано с

тем, что для структуры комплекса с внутрипетлевым взаимодействием и � = 0 харак-

терно высокое значение средней энергии на один нуклеотид (k ≈ 0.92), обусловленное

связыванием внутри петель, а образование петли малой длины с нечетным числом

нуклеотидов приводит к потере, по крайней мере, одной возможной связи внутри пет-

ли. Таким образом, образование петель с нечетным числом мономеров энергетически

невыгодно. Наконец, для распределения характерно наличие плато при больших s, что

обусловлено эффектом конечного размера (см., например, [10], где построена теория

аналогичного эффекта).

Полученные численные распределения можно интерпретировать следующим обра-

зом. Поставим каждой вторичной структуре полимера в соответствие одномерное слу-

чайное блуждание на (1+1)-мерной решетке, построенное следующим образом (см.

Рис. 9). Каждому мономерному звену соответствует один шаг блуждания. Этот шаг
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Рис. 8. (a) Распределение длин петель в структуре комплекса с внутрипетлевым взаимодействием.

Вычисления проводились для последовательностей с длинами n = m = 75; 100 и 200, для каждого n
было выполнено 103 накоплений, для n ≥ 30 функция распределения сглаживалась по 10 соседним

значениям); (б) Распределение путей Моцкина по длинам (длина пути случайного блуждания

200 шагов, количество накоплений -104, для n ≥ 30 функция распределения сглаживалась по 10

соседним значениям).

направлен направо вверх, если мономер является «началом петли» (т.е. связан с моно-

мером, расположенным после него по цепи), направо вниз, если он является «концом

петли» (т.е. связан с мономером, расположенным до него по цепи) или горизонтально,

если мономер не образует связи. Легко видеть, что такое построение задает соответ-

ствие между РНК-подобными вторичными структурами и так называемыми путями

Моцкина [11] — состоящими из горизонтальных и диагональных участков дискретны-

ми случайными блужданиями в верхней полуплоскости, концы которых закреплены

на оси абсцисс. Возвращение на ось абсцисс соответствует образованию одной пет-

ли в структуре комплекса. Как известно, [12], количество различных путей Моцкина

WM(s, t) длины s с заданным количеством горизонтальных шагов t определяется чис-

лами Каталана:

WM(s, t) =

⎛
⎜⎝ s

t

⎞
⎟⎠C(s−t)/2 =

⎛
⎜⎝ s

t

⎞
⎟⎠ 1

s−t
2

+ 1

⎛
⎜⎝ s− t

s−t
2

⎞
⎟⎠ , (29)

где

⎛
⎜⎝ s

t

⎞
⎟⎠ – биномиальные коэффициенты, C(s−t)/2 – числа Каталана. При s � 1 (29)

имеет асимптотическую зависимость WM(s, t) ∼ s−3/2 от длины пути. Было построе-

но распределение длин петель для случайных путей Моцкина с вероятностью диаго-

нального шага вверх или вниз равной pM ≈ k
2
= 0.46, где k = 0.92 — наблюдаемое

в численном моделировании значение вероятности образования связи, а вероятность
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Рис. 8. (a) Распределение длин петель в структуре комплекса с внутрипетлевым взаимодействием.

Вычисления проводились для последовательностей с длинами n = m = 75; 100 и 200, для каждого n
было выполнено 103 накоплений, для n ≥ 30 функция распределения сглаживалась по 10 соседним

значениям); (б) Распределение путей Моцкина по длинам (длина пути случайного блуждания

200 шагов, количество накоплений -104, для n ≥ 30 функция распределения сглаживалась по 10

соседним значениям).

горизонтального шага 1 − 2pM . Результат приведен на рисунке 8(б). Видно, что зави-

симость обладает всеми характерными свойствами, наблюдаемыми для распределения

длин петель в структуре с внутрипетлевыми взаимодействиями.

Представление структур РНК в виде путей Моцкина, статистика которых известна,

позволяет сделать интересное наблюдение. А именно, показать, что для РНК-подобных

структур характерно критическая зависимость структуры основного состояния в зави-

симости от числа различных сортов мономеров, используемых в последовательности.
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IV. ТОПОЛОГИЯ РНК-ПОДОБНЫХ МОЛЕКУЛ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ АЛФАВИТА

СЛУЧАЙНОЙ ПЕРВИЧНОЙ СТРУКТУРЫ

Раздел посвящен исследованию топологии пространственной структуры РНК-

подобной молекулы в основном состоянии и ее изменений в зависимости от алфа-

вита, используемого в случайной первичной структуре. А именно, показывается, что

существует некоторая критическая точка (критический алфавит) в которой происходит

изменение топологии основного состояния РНК-подобной молекулы. В разделе приво-

дятся аналитические и численные оценки критической точки топологического перехода

и обсуждается связь данного топологического перехода с температурным фазовым пе-

реходом в замороженное состояние.

A. Зависимость свободной энергии РНК-подобных структур от алфавита

Рассмотрим случайную последовательность длиной L и алфавита c, образующую

вторичную структуру типа РНК (Рис. 2(a)). Зададимся вопросом о том, к какому пре-

делу стремится доля комплементарных пар в основном состоянии длинной (L → ∞)

цепи РНК. Другими словами, интерес представляет удельная (в расчете на одно звено)

энергия основного состояния длинной РНК. Вначале, приведем доводы, подтвержда-

ющие наличие критического изменения удельной энергии в зависимости от алфави-

та. Предположим, что существует критическое значение алфавита c = cc такое, что

при c < cc доля связанных мономерных звеньев стремится к 1, тогда как при c > cc

предельная доля связанных звеньев меньше 1. Убедиться в этом можно следующим

образом. Для того чтобы доля связанных звеньев в РНК-подобной структуре, образуе-

мом случайной последовательностью, была равна 1, каждой последовательности из cL

возможных должен соответствовать так называемый путь Дика (т.е. путь Моцкина, в

котором нет горизонтальных шагов) (Рис. 9(б)). Количество путей Дика G(L) длины

L определяется формулой (29) (G(L) = WM(L, 0)). При t = 0 и при L >> 1 G(L) имеет

асимптотическое выражение

G(L) ∼ 4L/2

L3/2
. (30)

Заметим, что один и тот же путь Дика может описывать несколько РНК-подобных

структур. Действительно, каждая пара подъем/спуск в пути Дика может быть, неза-

висимо от остальных, реализована c разными способами (в случае РНК возможные
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варианты — это A-U, U-A, C-G и G-C). Таким образом, число различных первич-

ных структур, для которых существуют полностью связанные вторичные структуры,

не превышает

W (c, L) = G(L)cL/2 ∼ (4c)L/2

L3/2
. (31)

Это оценка сверху, т.к., вообще говоря, одной и той же последовательности может соот-

ветствовать несколько различных РНК-подобных структур и, таким образом, несколько

путей Дика. Тем не менее, естественно ожидать, что при c → cc число таких последо-

вательностей с двумя и более полностью связанными вторичными структурами стано-

вится малым. В таком случае, сравнивая (31) с полным числом возможных первичных

структур W0(c, L) = cL, можно записать (L � 1):⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

lim
L→∞

1

L
lnW (c, L) > lim

L→∞
1

L
lnW0(c, L), для 2 ≤ c < cc

lim
L→∞

1

L
lnW (c, L) < lim

n→∞
1

L
lnW0(c, L), для c > cc.

(32)

Откуда, cc = 4. Подчеркнем, что несмотря на то, что эта оценка является грубой

оценкой сверху, она демонстрирует характерное изменение свойств РНК-структур со

случайной первичной структурой.

Таким образом, при c < cc в пределе L → ∞ практически любой последовательно-

сти соответствует полностью связанная вторичная структура, и энергия оптимальной

конфигурации на одну пару нуклеотидов стремится к 1, в то время как для случай-

ных цепочек с c > cc доля последовательностей, допускающих совершенную вторичную

структуру, экспоненциально мала. Добавление горизонтальных шагов в пути случай-

ных блужданий приводит к увеличению возможных РНК-подобных конфигураций (29),

что позволяет сопоставить каждой случайной последовательности из ансамбля cL путь

в случайном блуждании, соответствующий ее оптимальной вторичной структуре. Одна-

ко в этом случае доля связанных звеньев в оптимальной вторичной структуре остается

в пределе L → ∞ меньше единицы. Путь Моцкина длиной L, включающий t горизон-

тальных шагов определяется (согласно (29)) как

WM(L, t) =
L!

t!(L− t)!
C(L−t). (33)

Для нечетных (L − t) функция WM(L, t) равна 0. Для четных (L − t) воспользуемся

(30) и формулой Стирлинга для оценки асимптотического поведения:

1

L
lnWM(L, a) = −a ln a− (1− a) ln

1− a

4
+ o

(
lnL

L

)

∂

∂a

1

L
lnWM(L, a) → +∞, при a → +0,

(34)
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где введено обозначение a = t
L
(a > 0). Последнее выражение (34) показывает рост

WM для малых, но конечных a.

Как много различных структур могут иметь один и тот же путь Моцкина (Рис. 9(а))?

Как и в случае полностью связанных структур, каждая связанная пара имеет вырож-

денность c, тогда как каждый несвязанный мономер также может быть выбран c раз-

ными способами. Суммарная вырожденность Z имеет вид

Z(c, L, a) = c(L−aL)/2caL = cL(1+a)/2, (35)

и является возрастающей функцией a.

А теперь оценим минимальное количество несвязанных мономеров (горизонтальных

шагов в пути Моцкина), a(c) = 1− f(c), в основном состоянии при c > 4. Наибольшее

количество структур, имеющих в основном состоянии долю несвязанных мономеров

меньше или равной a определяется выражением:

W (c, L, a) =
aL∑
j=0

Z(c, L, j/L)WM(j, L). (36)

Для c > 4 и a = 0 эта сумма меньше W0(c, L) = cL, и растет с увеличением a так, что

при некотором ā величины W (c, L, a) и W0(c, n) сравниваются. Для L � 1 сумму (36)

можно оценить методом перевала. Введем обозначение

Δw(a, c) = lim
L→∞

1

L
ln

W (c, L, a)

W0(c, L)
.

Тогда

Δw(a, c) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
−(1− a) ln

√
c(1− a)

2
− a ln a; a < am

ln

(
1 +

√
c

2

)
> 0; a > am,

(37)

где am =
√
c

2+
√
c
. Для a < am сумма в (37) определяется вкладом от верхней границы,

тогда как для a > am максимум достигается в точке am и, таким образом, не зависит от

верхнего предела суммирования. Величина ā(c) определяется из уравнения Δw(a, c) =

0. На Рис. 10 представлена функция f(c) = 1 − a(c). Напомним, что данная оценка

является верхней границей, так как не учитывает корреляции между оптимальными

конфигурациями.

Оценка (37) сделана в предположении так называемого среднего поля: связывание

на каждой паре подъем/спуск Рис. 9 происходит независимо с вероятностью 1/c и все

пути случайных блужданий считаются статистически независимыми. В разделе IVC
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приводится более точная оценка критического алфавита, учитывающая корреляции

между конфигурациями.

Результаты численного моделирования для РНК-подобных структур со случайной

последовательностью звеньев различного алфавита представлены на Рис. 10. Для про-

стоты предполагается, что комплементарные связи образуются согласно правилу A–A,

т.е., только одинаковые мономеры могут комплементарно связываться. Напомним, что

в реальных молекулах РНК действуют перекрестные правила комплементарности. Од-

нако, анализ случайных последовательностей показал, что правила комплементарности

незначительно влияют на свойства РНК-подобных структур. Тогда как, комплементар-

ное связывания типа A–A позволяет исследовать цепочки не только с четным алфави-

том как в случае перекрестного связывания, но и с нечетным. Соответственно, для каж-

дого значения c = 3, 4, ..7 были построены зависимости удельной энергии f =< F > /L

от длины случайной первичной структуры. Как видно (Рис. 10(а)), удельная энергия

при L → ∞ действительно стремится к некоторому усредненному значению f∞, кото-

рое является только функцией от c (Рис. 10(б)). Результаты численного моделирования

существенно расходятся с аналитической оценкой (Рис. 10(б)). Зависимость, получен-

ная в численном моделировании имеет критическую точку топологического перехода

cc = 2, которая является очевидной оценкой снизу. Действительно, рассмотрим произ-

вольную двухбуквенную последовательность, например, ABAABBBAAABBABAAAB

и будем последовательно находить комплементарые пары (в предположении А–А свя-

зывания) следующим образом. Ближайшие соседи по цепи одного сорта образуют ком-

плементарную пару, и далее, вычеркиваются из последовательности. Легко видеть,

что такая процедура приводит к формированию РНК-подобной структуры. Рассматри-

ваемая цепочка после первой итерации будет выглядеть: ABBAABAB, последующее

вычеркивание приведет к ABAB. Понятно, что данная процедура для любой случай-

ной двухбуквенной последовательности приведет к тому, что, либо в остатке будет

ABAB, либо последовательность будет полностью вычеркнута. Второй вариант озна-

чает, что все мономеры участвуют в формировании вторичной структуры, удельная

энергия которой f = 1. В случае остатка ABAB, данный участок цепочки образует

конфигурацию с двумя пропусками, но, в термодинамическом пределе, f∞ = 1. Если

структура образуется согласно перекрестным правилам комплементарности, то остат-

ком будет |L1 − L2| букв одного сорта, где L1 и L2— количество мономеров A и B

соответственно. В случайной последовательности |L1 − L2| ∼ 1/
√
L. Таким образом,

для случайных последовательностей с алфавитом c = 2 можно записать:
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(a) (б)

Рис. 10. (a) Зависимость удельной энергии f от длины случайной последовательности с заданным

алфавитом c; (б) зависимость предельного значения энергии f∞ от алфавита для последовательно-

стей с дискретным алфавитом (красным), в модели Бернулли (синим), и верхняя оценка энергии

(черным) в модели независимого связывания. Дополнительный график: зависимость предельного

значения энергии от алфавита в модели Бернулли демонстрирует, что критический алфавит являет-

ся нецелым и принадлежит интервалу 2 < cc < 3.

f(L) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1− const

L
; для A-A связывания

1− const√
L

; для A-B связывания.
(38)

Таким образом, аналитическое расcмотрение буквенных последовательностей поз-

волило говорить о том, что критическое значение алфавита 2 ≤ cc ≤ 4. Более строгое

рассмотрение [13] показало, что критическое значение алфавита лежит в интервале:

2 < cc < 3.

Подводя итог, подчеркнем еще раз, что при изменении алфавита, используемого

в первичной структуре случайной последовательности, существует переход от полно-

стью связанной РНК-подобной структуры до структуры с конечной долей несвязанных

мономеров. Такой переход в работе называется топологическим. Критическая точка то-

пологического перехода принадлежит интервалу (2 < cc < 3), т.е. эффективно является

нецелым.

Как можно трактовать нецелый алфавит в случайных последовательностях типа

РНК? Далее, попробуем ответить на этот вопрос.

B. Топологический переход в модели Бернулли

Модель случайной последовательности с эффективно нецелым алфавитом может

быть построена следующим образом. Будем считать, что матрица контактов η′ в урав-
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нении (20) является случайной: вероятность того, что η′i,j = 1, равна p, а вероятность

η′i,j = 0 равна соответственно 1−p. То есть теперь случайная последовательность харак-

теризуется не первичной структурой — последовательностью мономеров из c различных

типов, как это было раньше, а некой матрицей контактов, (i, j)-элемент которой разре-

шает или запрещает образование комплементарной пары между i и j мономером цепи.

Мономеры цепи в данной модели не различаются по сортам и, в целом, любой моно-

мер может образовать связь с любым другим в цепи, однако, в среднем, вероятность

такого события равна p. Каждой последовательности в рассматриваемой модели мож-

но сопоставить граф Эрдёша–Реньи, изображающего все возможные контакты между

L мономерами. Основное отличие данной модели от дискретных буквенных последова-

тельностей — нарушение свойства транзитивности. Если 1-й мономер может образовать

связь со 2-м, а 2-й с 3-м, отсюда, вообще говоря, не следует (как это было для по-

следовательностей с дискретным алфавитом), что 1-й мономер может связаться с 3-м.

Однако, как, например, уже упоминалось, подобная модель бернуллиевского сравнения

в задачах выравнивания случайных последовательностей является хорошей аппрокси-

мацией. Вероятности p случайной матрицы контактов соответствует алфавит, равный:

ceff =
1

p
. (39)

Таким образом, оказывается возможным генерировать случайную последовательность с

любым нецелым значением алфавита c. На Рис. 10(б) приведена зависимость удельной

энергии f∞ в термодинамическом пределе от алфавита c (39), полученная в численном

моделировании. Во-первых, отметим, что значения f∞ для бернуллиевского алфавита

не более, чем на 1% отличается от соответствующих величин для случайных последо-

вательностей с дискретным алфавитом, что оправдывает применимость данной модели.

Случайный бернуллиевский полимер характеризуется критической вероятностью pc.

Для p > pc, в термодинамическом пределе,f∞ = 1 (так называемая «полочка» на зависи-

мости удельной энергии (см. дополнительный график на Рис. 10(б)), что соответствует

полностью связанной вторичной структуре, тогда как для p < pc, даже в пределе бес-

конечной длины, основное состояние характеризуется O(L) количеством несвязанных

мономеров. Критическое значение вероятности согласно (39) соответствует критическо-

му значению алфавита cc = 2.6. Таким образом, модель Бернулли позволяет численно

получить точку перехода.

Для более точной оценки критической точки топологического перехода были про-

ведены следующие численные эксперименты. Рассмотрим ансамбль, состоящий из
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(а) (б)

Рис. 11. Зависимость доли полностью связанных РНК-подобных структур в ансамбле случайных

первичных структур различной длины (а) от параметра p модели Бернулли; скейлинг-анализ полу-

ченных зависимостей (б). Для каждого значения p и L было выполнено 105 накоплений.

N (N = 105) случайных бернуллиевских полимеров длиной L и подсчитаем количество

последовательностей с полностью связанной вторичной структурой Nc. Доля полно-

стью связанных структур в таком ансамбле ηL = Nc/N есть функция p (см. Рис. 11).

Естественно ожидать, что в пределе L → ∞ (Рис. 11(а)), функция ηL(p) вырождается в

ступенчатую функцию. Скейлинг-анализ полученных зависимостей ηL(p) обеспечивает

критическое значение pc = 0.37, что соответствует алфавиту:

cc ≈ 2.67.

Можно провести аналогию между данным топологическим переходом и переходом,

наблюдаемым в теории перколяции [14]. В перколяционной теории задача формули-

руется следующим образом (одна из возможных формулировок). Рассмотрим проте-

кание жидкости через пористую среду, причем пористую среду будем моделировать

дискретной решеткой (сетью) — набором сайтов, между которыми есть связи — кана-

лы. Жидкость протекает по этим каналам, которые могут быть открыты или закрыты c

вероятностью p и 1−p соответственно. Существует пороговое значение вероятности pth

выше которой, протекание через данную среду возможно, т.е. существует связанный

кластер на решетке, а ниже которой, построить связанный кластер невозможно. Пере-

ход между этими двумя состояниями в теории перколяции называют геометрическим

фазовым переходом и относят к переходам второго рода [14].
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Таким образом, можно предполагать, что топологический переход между полностью

связанной РНК-подобной структурой и структурой с пропусками является фазовым

переходом второго рода. В пользу этого предположения также свидетельствует непре-

рывное изменение вырожденности основного состояния (числа полностью связанных

РНК-подобных структур) от вероятности p.

Был также выполнен анализ областей алфавита, лежащего выше и ниже критиче-

ской точки топологического перехода в модели Бернулли. Во-первых, области характе-

ризуются различной зависимостью от длины случайной последовательности: L:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f(L) ∼ 1− C1e

−L/� для p > pc

f(L) ∼ f∞ − C2L
−α для p < pc,

(40)

где C1 и C2 — некоторые константы. Для допереходной фазы (p > pc) характерно экспо-

ненциальное приближение к предельному значению удельной энергии (f∞ = 1), тогда

как в области больших алфавитов (p < pc) энергия приближается к своему предельно-

му значению степенным образом (Рис. 12). Показатель степени α в (40) находится в

пределах [0.75, 1] (сравните с (Рис. 10(а))). В допереходной области случайная после-

довательность из алфавита p может быть охарактеризована некоторой релаксационной

длиной �, указывающей на характерный масштаб длин, на котором энергия основного

состояния сходится к своему предельному значению f∞ = 1. Ясно, что зависимость ре-

лаксационной длины � от вероятности p имеет вертикальную асимптоту в точке p = pc.

Естественно ожидать, что асимптотическое поведение f(L) зависит от выбранной мо-

дели случайного полимера, в частности от правил комплементарности — см. (38).

Области отличаются также зависимостями флуктуаций свободной энергии от дли-
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(а) (б)

Рис. 12. Асимптотическое поведение удельной энергии f(L) до (а) и после (б) топологического

перехода. Зависимость (f∞ – f(L)) в логарифмическом масштабе (а) и двойном логарифмическом

масштабе (б) (см. (40)).
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любые пары связей (i1, j1и (i2, j2) удовлетворяют соотношению [15]:

(j1 − i1)(j2 − i1)(j1 − i2)(j2 − i2) > 0. (41)

Другими словами, как разместить L/2 непересекающихся арок, принимая во внимание

ограничения, накладываемые матрицей V . В модели Бернулли каждый элемент Vij

равен 1 либо 0 с соответствующими вероятностями p и 1 − p, кроме того, матрица

контактов — симметричная с нулевыми диагональными элементами:

P (Vij) = ([pδ(Vij − 1) + (1− p)δ(Vij)] θ(i− j) + δ(Vji − Vij)θ(j − i)) (δij − 1). (42)

Здесь δ(x) и θ(x) — дельта-функция Дирака и функция Хевисайда, соответственно.

Для p = 1 (когда все элементы Vij равны 1), количество всех возможных арочных

структур, удовлетворяющих (41) определяется числами Каталана (см. (33))

# = CL/2 =
L!

(L
2
)!(L

2
− 1)!

. (43)

Когда p �= 1, некоторые из конфигураций # запрещены матрицей контактов V . Введем

обозначение p1 — вероятность, того, что одна выбранная из # конфигурация разрешена.
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Очевидно, что

p1 = pL/2. (44)

Аналогично, определим pk как вероятность, что k диаграмм из # разрешены, для k = 2,

например

p2 = pL/2pL/2p−n1∩2 = pLp−κ2L, (45)

где n1∩2 ≡ κ2L равно количеству общих арок для двух случайно выбранных планарных

диаграмм, усредненному по ансамблю #. Для p3 можно записать:

p3 = (pL/2)3p−n1∩2∩3 = p3L/2p−C2
3κ2Lpκ3L. (46)

Величины κk могут быть вычислены с любой точностью. К примеру, κ2 лежит строго

в интервале [1/15, 1/14.8]. Вероятность иметь по крайней мере одну планарную конфи-

гурацию для данной заполненности p матрицы V (42) определяется как:

P = #p1 − #(#− 1)

2
p2 + C3

#p3 + . . . (47)

Предполагая, что все диаграммы в ансамбле # независимы, т.е., pk = pk1, для P из (47)

можно записать:

P = 1− (1− p1)
# = 1− exp(−p1#). (48)

В пределе больших L, величина P равна либо нулю, либо единице, в зависимости от

соотношения между # и p1. Используя (44), для критического значения вероятности

можно записать уравнение:

lim
L→∞

pc [#]2/L = 1. (49)

Условие (49) можно интерпретировать как то, что переход наблюдается в точке, при

которой плотность единиц в матрице контактов V такая, что в среднем разрешена

только одна планарная конфигурация. Вспоминая, асимптотику чисел Каталана (45),

для критического значения вероятности получим pc = 1/4, что совпадает с верхней

оценкой cc = 4 из (IVB).

2. Комбинаторная оценка

Предположение о независимости планарных конфигураций соответствует так на-

зываемому приближению среднего поля. Естественным следующим шагом является

введение ненулевых корреляций между конфигурациями: κk �= 0. Чтобы учесть корре-

ляции между различными планарными диаграммами, поступим следующим образом.

Перепишем (49) как:
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lim
L→∞

ξ(pc) [#]2/L = 1, (50)

где ξ(p) — некоторая функция, учитывающая корреляции между планарными диа-

граммами. Основная идея дальнейшего рассмотрения следующая: арки разной длины

встречаются в оптимальной планарной конфигурации с различной вероятностью. Рас-

смотрим полностью связанную планарную конфигурацию, состоящую из N = L
2
арок,

соединяющих L точек. Возвращаясь к представлению планарных диаграмм через пу-

ти Дика (см.Рис. 9), можно увидеть, что арка между i-ой и j-ой точками возможна,

только если i-й и j-й шаг имеют одну и ту же пространственную координату y. Тогда

можно определить вероятность арки между i-ой и j-ой точками как:

P (i, j) =
1× C(j−i−1)/2 × 1

2j−i+1
. (51)

В знаменателе правой части (51) стоит суммарное число возможных шагов вверх/вниз

на длине (j − i + 1), в числителе — “1” соответствуют выбору шага вверх и вниз на

позициях i и j соответственно; число Каталана C(j−i−1)/2 описывает все возможные

конфигурации петли между парой (i, j) (так как i-й и j-й шаги находятся на одной

высоте, петля между ними должна быть тоже путем Дика). Вероятности P (i, j) зависят

только от длины арки (j − i) и не равны нулю только для арок нечетной длины, т.е.,

P (i, i+1) = 1
4
, P (i, i+3) = 1

16
, P (i, i+5) = 2

32
, т.д.. Если просуммировать P (i, j) по всем

возможным арочным длинам, то результатом будет
∑L−1

k=1 P (i, i+ k) = 1
2
— вероятность

того, что в i-ой позиции находится левая граница арки (шаг вверх).

Отметим, что доля коротких арок чрезвычайно высока. Действительно, вероятность,

в типичной арочной конфигурации иметь арку длиной � = 1 равна 1
4
, арку длиной

� = 3, уже 1
16
, и т.д.. С другой стороны, количество всех возможных кратчайших арок

— (L−1). Поэтому, в типичной конфигурации 1
4
среди них должны быть «разрешены».

Естественно, что веса таких коротких арок в бернуллиевской модели (элементы Vi,i+1

матрицы контактов) выше, чем длинных арок.

Принимая во внимание эту выделенность коротких арок, оценим функцию ξ(p)

в (50). Вместо независимого выбора набора арок, теперь предположим, что постро-

ение типичной арочной конфигурации происходит следующим образом:

1. выбор L
4
непересекающихся коротких арок (� = 1) из (L− 1) возможных

2. выбор остальных N − L
4
= L

4
из длинных (� > 2) арок

Так как общее число длинных арок порядка L2 � L
4
, будем считать, что длинные арки
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выбираются независимо друг от друга с вероятностью p. И, таким образом, вклад от

длинных арок в функцию ξ(p) равен pL/4.

Иная ситуация при выборе кратчайших арок длиной “1”. Для бернуллиевского по-

лимера с матрицей контактов V только pL единичных арок разрешены. Таким образом,

выбор коротких арок для оптимальной конфигурации без пропусков оказывается сильно

ограниченным. Вероятность выбрать L/4 непересекающихся арок из pL разрешенных

можно оценить следующим образом. Определим сначала число способов Z выбора L
4

непересекающихся единичных арок из всех (L−1) возможных (Рис. 13). Единичные ар-

ки можно рассматривать как стенки ящиков, тогда задачу можно переформулировать

следующим образом. Будем интересоваться количеством способов, которыми можно

заполнить (L
4
− 1) ящика L/2 свободными точками (шарами). Результат известен из

комбинаторики и Z = C
3L/4−1
L/4 , где Cn

m — число сочетаний m по n.

Можно считать, что среди них p
(
3L
4
− 1

)
арок разрешены первичной структурой

полимера (матрицей контактов V ) и величина C
p(3L/4−1)
L/4 описывает вес коротких арок в

полностью связанной РНК-подобной структуре случайного полимера. Учет корреляций

Рис. 13 Пояснение к вычислению Z(p): (a) Выбор L
4
единичных арок на L вершинах

случайного графа (L
2
свободных вершин) аналогичен комбинаторной задаче о

расположении L
2
точек по L

4
− 1 ящикам (б).
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между планарными конфигурациями на уровне единичных дуг приводит к следующими

выражению для ξ(p) (50):

ξ(p)L/2 = pL/4 C
p(3L/4−1)
L/4

[
C

3L/4−1
L/4

]−1
. (52)

В пределе L → ∞, после упрощений, получим:

ln ξ(p) =
1

2
ln p+

3p

2
ln

3p

2
− 3p− 1

2
ln

3p− 1

2
− 3

2
ln

3

2
. (53)

Подставляя этот результат в (50):

ln ξ(pc) = − ln 4;

pc ≈ 0.35 (cc = 2.87).
(54)

3. Матричный подход

Еще один подход оценки критического алфавита основан на матричном описании

вторичной структуры РНК. Статистическую сумму ZL(N, V ) случайного полимера мож-

но представить через случайные эрмитовы матрицы φ как [16]:

ZL(N, V ) =

∫
dφ1...dφLe

−S0
1

N
tr (φ1...φL)∫

dφ1...dφLe
−S0

≡ 〈φ1...φL〉S0
, (55)

где

S0 ≡ S0{V, φ1, . . . , φL} =
N

2

∑
i,j

(V −1)ijtr(φiφj). (56)

В отсутствии замороженного беспорядка, т.е., если Vij ≡ 1, задача (55) может быть

решена точно. В частности, множитель aL/2,0 перед υL/2, описывающий планарные

конфигурации с L/2 арками, т.е. полностью связанные структуры, вносит наибольший

вклад в общую статистическую сумму полимера и определяется числами Каталана:

lim
N→∞

ZL(N ;V ) = CL/2∼ 4L/2

(L/2)3/2
√
π
. (57)

Как и ранее будем вычислять функцию ξ(p) в (50) усредняя статистическую сумму

ZL(N, V ) по распределению (42). Для этого выполним стандартное преобразование

Хаббарда-Стратоновича и будем интегрировать по V с весом (42):

∫
dV P (V )ZL(N, V ) =

const
∫ L∏

k=1

dφk
1

N
tr (φ1 . . . φL)

∫ L∏
m=1

dhme
iN

∑
i
tr(hiφi)eS ,

(58)
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где S = S0 + U , и

S0 = −pN

2

∑
ij

tr(hihj), (59)

U =
p(1− p)N2

8

∑
ij

[tr(hihj)]
2

−p(1− p)(1− 2p)N3

48

∑
ij

[tr(hihj)]
3 + . . .

(60)

Величина S0 соответствует единичной матрице контактов с дополнительным фак-

тором p. Учет только этого слагаемого, после обратного преобразования Хаббарда-

Стратоновича, приводит к ξ(p) = p, и оценке pc = 1
4
, совпадающей с оценкой в пред-

положении среднего поля. Действие U (60) сдвигает значение pc в сторону меньших

значений. Но, так как U содержит бесконечное число слагаемых (60), теория воз-

мущений в данном случае неприменима. В этой связи было предложено следующее

приближение: все поля {hi}i=1,...,L в (60) эквивалентны, поэтому можно считать, что

в среднем, 〈Ntr(hihj)〉S0 ≡ T не зависит от (i, j). В рамках данного средне-полевого

приближения можно сделать замену eS = eS0e〈U〉, где:

〈U〉 = p(1− p)N

8
T
∑
ij

tr(hihj)

−p(1− p)(1− 2p)N

48
T 2

∑
ij

tr(hihj) + . . .
(61)

Упрощение выражения (61) приводит к следующему уравнению на пропагатор T :

1

T
=

−2

T
log

[
1− p+ p exp

(
−T

2

)]
. (62)

Выражение (62) дает T = −2 log
[
1− 1−1/

√
e

p

]
, и окончательно можно написать:

S = −ξ(p)N

2

∑
ij

tr(hihj), (63)

где

ξ(p) =
1

T
=

(
−2 log

[
1− 1− 1/

√
e

p

])−1

. (64)

Подстановка (64) в (50) приводит к оценке критического алфавита p∗c = 0.4551. Большая

расходимость полученного результата с численным pc = 0.37 означает, что предложен-

ного приближения недостаточно для описания топологического перехода.
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D. Переход случайной РНК в замороженное состояние, ограниченный топологическим

переходом

Рассмотрим как данный топологический переход ограничивает фазовый переход в

замороженное состояние. С пионерских работ Бундшу и Хва [17, 18] принято счи-

тать, что в этой системе имеет место фазовый переход в «замороженное» состояние

при низких температурах. Основываясь на репличном анализе, Лассиг и Визе, [19] и

Давид и Визе [20] сформулировали задачу о переходе в терминах теории поля. Ниже

приводятся доводы Бундшу и Хва, доказывающие существование фазового перехода и

обсуждаются характерные свойства разных фаз.

В зависимости от температуры, случайная РНК находится в одной из фаз: i) «рас-

плавленная» высокотемпературная фаза (molten phase) или ii) «замороженная» низко-

температурная фаза (glass phase). В высокотемпературной фазе большую роль играет

энтропия цепочки, нежели порядок мономеров в первичной структуре. Данная фаза

хорошо описывается в модели гомополимера, комплементарное связывание не играет

роли, и эффективно можно заменить все мономеры мономерами одного типа A. Низко-

температурная фаза, наоборот, определяется, в первую очередь, первичной структурой

цепочки, то есть, основной вклад в свободную энергию обусловлен комплементарным

связыванием мономеров. Такую фазу принято характеризовать замороженным беспо-

рядком [17, 18]. Температура, при которой РНК переходит из одной фазы в другую,

называется температурой фазового перехода и в литературе обозначается Tg.

Был предложен следующий подход к определению температуры фазового перехода.

Рассмотрим пару мономеров, чье взаимодействие приводит к образованию петли наи-

большего размера, т.е. нуклеотидов с номером 1 и L/2 по цепи для последовательности

длиной L. Определим энергию выигрыша данного контакта, которая определяется как

ΔF (L) = kBT lnP1,L/2, где P1,L/2 — вероятность связывания 1 и L/2 мономера цепи.

Данную энергию называют энергией пинча, и из выражения для статистической суммы

цепочки следует, что:

ΔF (L) = F1,L − (F1,L/2 + FL/2+1,L). (65)

Отметим, что аналогичный вопрос исследуется и в теории перколяции, где тоже предпо-

лагается взаимосвязь перколяционного перехода и температурного фазового перехода,

наблюдаемого, например, в модели Изинга [21].

Были проанализированы температурные зависимости свободной энергии пинча (2)

случайной последовательности в модели Бернулли разной вероятности p. Как уже об-
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суждалось, температура перехода в замороженное состояние Tg непосредственно свя-

зано со средним числом пропусков в структуре основного состояния. В [18] было по-

казано, что температура перехода не превосходит T ∗

T ∗ = λ−1σ, (66)

где σ — среднее число пропусков на пару мономеров, а λ определяется из зависимо-

сти наибольшего общего непрерывного сегмента � двух половинок последовательности

РНК: � = λ−1 lnL (см. Рис.1.4). Известно, что для цепочек РНК λ = ln 2. Для слу-

чайного бернуллиевского процесса λ определяется как λ = ln(1/p) [6]. Таким образом,

выражение (66) можно переписать в виде

T ∗ =
σ

ln(1/p)
. (67)

Доля несвязанных мономеров σ растет с ростом алфавита 1/p сильнее, чем лога-

рифм (см. Рис. 10(б)) и из (67) непосредственно следует, что в допереходной области

(p > pc) фазовый переход в замороженное состояние наблюдаться не будет. Температу-

ра перехода Tg эффективно равна нулю, т.е., случайный полимер во всем температур-

ном диапазоне находится в расплавленной фазе. Данное предположение дополнительно

подтверждается наблюдением того, что для случайных последовательностей с алфави-

том c = 2 переход имеет место только при накладывании ограничений на структуру, а

именно, введением минимального размера петли [22].

Результаты численного моделирования представлены на Рис. 14. Был проанализи-

рован температурный коэффициент a(T ) (4) для последовательностей с разной вероят-

ностью p. Температура перехода определяется точкой, в которой нарушается линейная

зависимость a(T ) = 3
2
T , характерная для расплавленной фазы. Из полученных данных

видно, что температура перехода уменьшается с ростом вероятности p и в допере-

ходной области становится равной нулю (p = 0.5 на Рис. 14). Вблизи критического

значения pc численный эксперимент усложняется тем, что корректный анализ требует

рассмотрения достаточно длинных случайных цепочек (с длиной, превышающей соот-

ветствующую релаксационную длину �(p), см. (40)), что приводит к существенному

увеличению времени численного моделирования. Также стоит отметить, что в связи с

наблюдаемой степенной зависимостью свободной энергии основного состояния от дли-

ны последовательности ((40)), аппроксимация уравнением (2) вблизи точки T = 0,

вообще говоря, неверна.
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Рис. 14. Зависимость коэффициента a(T) для случайной последовательности разной вероятности p
в модели Бернулли.

Предполагается, что критическая точка топологического перехода между полностью

связанной РНК-подобной структурой и структурой с пропусками является пороговым

значением для термодинамического перехода. В области последовательностей p > pc

возможна только расплавленная фаза вне зависимости от температуры. Рис. 15 пока-

зывает фазовую диаграмму на (T, p) плоскости. Это предположение подтверждается

исследованием энергии пинча от длины случайной последовательности в точке T = 0.

Точка пересечения зависимостей для разных длин (см. дополнительный график на

Рис. 15) разделяет два топологических режима и близка к наблюдаемому критическо-

му алфавиту.

E. Другие модели нецелого алфавита

Основной недостаток бернуллиевской модели полимера заключается в отсутствии

ясного соответствия матрицы контактов V для произвольного p и первичной струк-

туры полимера. Как уже указывалось, в модели Бернулли нет разделения на сорта

мономеров, все мономеры, рассматриваются однотипными. В этом разделе, речь пойдет

о некоторых подходах генерации полимера с нецелым алфавитом и разными сортами

мономеров.
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Рис. 15. Фазовый переход в замороженное состояние, ограниченный топологическим переходом 

в модели Бернулли. Дополнительный график: зависимость энергии пинча в пределе T → 0 от веро-

ятности p.

1. Метод концентраций

Одна из самых простых моделей нецелого алфавита, сохраняющего свойство тран-

зитивности — модель концентраций. В такой модели предполагается, что случайный

полимер состоит из трех типов мономеров, A, B и C, но мономеры распределены в

цепочке не случайно, а коррелировано. В модели так называемых «локальных концен-

траций» предполагается, что концентрация, количество мономеров третьего типа [C] не

равна концентрации мономеров [A] = [B], а зависит от алфавита p. В частности, кон-

центрацию [C] можно определить по заполненности матрицы контактов V . Изменение

концентрации [C] от 0 до 1
3
описывает последовательности с нецелым алфавитом от

c = 2 до c = 3. Однако, для алфавитов, немного превышающих c = 2 (c = 2+ ε), данная

модель приводит к случайной двухбуквенной последовательности, слабо разбавленной

третьим типом мономеров C. Из-за малого количества [C], эти мономеры появляют-

ся редко в цепочке, и из-за специфического комплементарного взаимодействия С–С,

это приводит к сильным ограничениям на конфигурации основного состояния. Как

уже упоминалось, основное состояние характеризуется большим количеством корот-

ких арок, т.е., взаимодействием ближайших соседей в цепочке. Таким образом, важнее

оказывается не количество различных типов мономеров в первичной структуре, а их
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распределение. Модель концентраций может быть улучшена, если распределять [C] мо-

номеров третьего типа не случайно, а согласно некому распределению, характерному

для случайных трехбуквенных (двухбуквенных) последовательностей. Грубо говоря,

это приведет к тому, что мономеры третьего типа C будут появляться в первичной

структуре блоками. Но даже такая модель обладает существенным недостатком — вы-

деленной ролью мономеров типа C, по сравнению с мономерами типа А и B.

F. Коррелированная случайная последовательность

Модель, которая устраняет этот недостаток — модель так называемой коррелиро-

ванной последовательности, в которой распределение трех типов мономеров является

не случайным, а сильно коррелированным. Различный алфавит p определяется в та-

ких последовательностях не количеством (концентрацией) мономеров, а тем, насколько

сильно скоррелировано появление мономеров различного типа в цепочке. Распределе-

ние мономеров в первичной структуре определяется согласно Марковскому процессу

[12]:

A B C

A 1− 2ε ε ε

B ε 1− 2ε ε

C ε ε 1− 2ε,

т.е., вероятность встретить, например, мономер типа А за мономером А не равна веро-

ятности появления А после B (или C). Изменение ε в диапазоне [0, 1
3
] обеспечивает диа-

пазон алфавитов [1, 3]. Взаимосвязь между параметром модели ε и алфавитом c можно

установить, используя определение информационной энтропии по Шеннону [23]:

c =
(
1

ε
− 2

)2ε 1

1− 2ε
. (68)

Результатом данной модели является полимер с блочной первичной структурой, при-

чем размер блока зависит от параметра модели ε. На Рис. 16 представлены результаты

численного моделирования в модели такой коррелированной последовательности. Скач-

кообразного изменения удельной энергии от алфавита c в численном моделировании

не наблюдается. Отметим, что даже для алфавитов, эффективное значение которых

меньше 2, идеальные полностью связанные структуры не образуются. Объяснить та-

кую зависимость можно следующим образом. После процедуры вычеркивания коррел-

лированный полимер с трехбуквенным алфавитом сводится к последовательности со
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Рис. 16. Модель коррелированной последовательности: зависимость удельной энергии f∞ от алфа-

вита (красным); для сравнения приведена зависимость предельной энергии в модели Бернулли

(черным).

случайно распределенными мономерами трех сортов, для которой, как было показано

(Рис. 10) свойственно образование O(L) пропусков. Длина остаточного полимера (после

вычеркивания) зависит от параметра ε, и для достаточно длинных последовательностей

пропорциональна L. Таким образом, любая модель с тремя сортами мономеров (корре-

лированная последовательность или модель концентраций) всегда сводится к модели

случайной последовательности с алфавитом c = 3, который лежит в послепереходной

области. Тем не менее, стоит отметить, что для зависимости удельной свободной энер-

гии (см. Рис. 16) в модели коррелированной последовательности характерен резкий

спад удельной энергии основного состояния при c > cc.

1. Рациональный алфавит

Другая модель, частично сохраняющая свойство транзитивности, — модель раци-

онального алфавита — заключается в следующем. Последовательность с алфавитом

P
Q
можно представить, как полимер, состоящий из P сортов мономеров, правила ком-

плементарности для которых разрешают Q связей для каждого мономера. Например,

алфавит c = 5
2
означает пятибуквенный алфавит в первичной структуре и с правилами

комплементарности, организованными, к примеру, по пятиугольнику (Рис. 17). Такие

правила можно построить для рационального алфавита любой величины. Численные
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Рис. 17. Модель рационального алфавита: зависимость удельной энергии основного состояния f∞

от алфавита (красным). Для сравнения приведена зависимость, полученная в модели Бернулли

(черным).

результаты для данной модели приведены на Рис. 17 и показывают критическое изме-

нение топологии вторичной структуры РНК.

Отметим, что модель чувствительна к выбору P и Q, так например, один и тот же

алфавит c = 2.8, представленный как 14
5

и 28
10

дает разные результаты для удельной

энергии основного состояния. В пределе P → L рассматриваемая модель сводится

к модели Бернулли. Модель рационального алфавита, интуитивно, кажется ближе к

алфавиту, используемого природой в молекулах РНК. Как указывалось, в молекулах

РНК, помимо комплементарных пар, образуются неканонические пары, т.е. правила

образования связей, во-первых, не транзитивны, а во-вторых, система правил похожа

на систему связей в модели рационального алфавита (Рис. 17).

Каков алфавит в реальных молекулах РНК? Понятно, что учет неканонических пар

эффективно приводит к уменьшению алфавита. С другой стороны, учет, к примеру,

минимальной длины петли увеличивает алфавит в последовательностях РНК. Образо-

вание псевдоузлов и стэкинг взаимодействия приводит к сдвигу алфавита к меньшим

значениям. Таким образом, фактический алфавит в молекулах РНК определяется мно-

гими факторами. Однако, логично предполагать, что алфавит в РНК находится вблизи

критического. Почему выгодно реальным молекулам РНК иметь алфавит вблизи кри-

тического? Для того чтобы РНК выполняла свою биологическую функцию, она должна

удовлетворять следующим критериям: i) ее фолдинг должен быть достаточно уникален
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и ii) структура должна быть устойчива к тепловому шуму. Короткие алфавиты c < cc

не обеспечивают первый критерий, так как для допереходной фазы характерна сильная

вырожденность основного состояния. С другой стороны, длинным алфавитам c >> cc

свойственны структуры с длинными петлями — несвязанными мономерами, которые

неустойчивы к тепловым флуктуациям. Таким образом, биологический алфавит, по-

видимому, находится вблизи критического.

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен анализ топологических свойст РНК-подобных молекул со слу-

чайной первичной структурой методами статистической физики и теории случайных

процессов. Получено выражение для статистической суммы, описывающие взаимодей-

ствие двух сополимеров, учитывающий способность каждого из сополимеров образо-

вывать РНК-подобную структуру с иерархией петлевых участков. Разработан соответ-

ствующий алгоритм динамического программирования вычисления свободной энергии

основного состояния таких РНК-подобных молекул. Численно и аналитически показа-

но критическое поведение РНК-подобной структуры в зависимости от используемого в

первичной структуре алфавита. Существует две области: для алфавитов c < cc свой-

ственна максимально связанная вторичная структура без пропусков, тогда как для

c > cc вторичная структура содержит конечную долю несвязанных мономеров. Ана-

литическая оценка точки топологического перехода cc = 2.87 близка к наблюдаемой в

численном моделировании cc = 2.67.
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The paper focuses on the application of methods of statistical physics and stochastic processes for the study of the
topological properties of RNA-like heteropolymers with a random primary structure. In particular, it describes the crit-
ical behavior of RNA-like secondury structure topology in dependence on the alphabet used in a random sequence.
The analytical evaluation of the critical transition point based on the combinatorial and matrix description is given.
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Кратко анализируются известные физические механизмы поглощения микроволнового и терагерцово-
го излучения. Показано, что основным механизмом биологического действия может быть только простой
равновесный нагрев среды. Однако, в случае неоднородных сред не исключен также эффект "простран-
ственного селективности» (различный нагрев различных частей системы). Показано, что нелинейная (воз-
растающая) зависимость диэлектрических потерь в воде от температуры может обеспечить положитель-
ную обратную связь между температурой и коэффициентом поглощения излучения. Это положительная
обратная связь может значительно усиливаться в областях, имеющих хоть немного больший коэффициент
поглощения. Так, разница в 0,01% может приводить к различию температуры порядка десятка градусов.
Такой эффект, в принципе,  позволяет  избирательно воздействовать отдельные клетки заданного сорта или
внутриклеточные органеллы  и, тем самым, обеспечивает возможность селективного контроля биологиче-
ских систем.
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Рис. 1. Спектр микроволнового поглощения вируса influenza A в буферном растворе (спектр буфер-

ного раствора учтен) [4].

Рис. 2. Спектр микроволнового поглощения энтеровируса (Entrerovirus 71) в буферном растворе

(спектр буферного раствора учтен) [4].
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Рис. 3. Спектр Бриллюэновского рассеяния вируса табачной мозаики в виде кристалла [5].
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Рис. 4. Зависимость диэлектрических потерь (поглощения) в дистиллированной воде

(сплошные кривые) и растворе соли (20 ppt, пунктир) от частоты излучения при различных 

температурах. Взято из [7].
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Рис. 5. Зависимость диэлектрических потерь (поглощения) в растворе соли от температуры 

на частоте 2,45 ГГц при различных концентрациях. Взято из [8].
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Рис. 6. Относительные профили пространственного распределения температуры в различные

моменты времени согласно модели (см. текст). Область от 0 до 3,0 принадлежит «объекту» с коэф-

фициентом поглощения k1, от 3,0 до 10,0 - окружающей среде с коэффициентом поглощения k0.

Разница между k1 и k0 – всего 0,01% (k1 = 1.0001 k0). 
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Рис. 7. Пространственно-временное распределение температуры вокруг «резонансного» биообъек-

та с учетом обратной связи в поглощении. Область по X от 0 до 3,0 принадлежит «объекту» с коэф-

фициентом поглощения k1, от 3,0 до 10,0 - окружающей среде с коэффициентом поглощения k0.

(Разница между k1 и k0 – всего 0,01% (k1 = 1.0001 k0)). Излучение выключается при t = 3.
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All known physical mechanisms of microwave and terahertz radiation  absorption are briefly analyzed. It is shown
that basic mechanism of biological action is just  an equilibrium     heating of  media. However, in case of non-homo-
geneous media the effect of “spatial selectivity” (e.g. different heating of different parts) is also possible. It was show
that nonlinear (increasing) dependence of dielectric loss in water on temperature  can provide positive  feedback
between temperature and absorption of radiation. This positive feedback can greatly amplify the effect of  spatial selec-
tivity and provides a possibility of selective control of biological systems.
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Недавно А.И. Коновалов с сотрудниками обнаружил увеличение электропроводности одновременно с
увеличением диаметра нанообъектов (замедлении диффузии) при некоторых концентрациях водных рас-
творов. Установлено, что эти особенности не проявляется при экранировании образцов от внешних элек-
тромагнитных полей (ЭМП) и восстанавливаются при их облучении ЭМП. Для объяснения наблюдаемого
парадокса предложена новая концепция воды с учетом квантовых отличий орто-пара спиновых изомеров
Н2О: спиновая селективность при гидратации и спонтанном формировании льдо-подобных структур, кван-
товые биения и спин-конверсия, индуцированная резонансной накачкой микроволновыми полями (слабы-
ми ЭМП), которые ранее не учитывались. С учётом квантовых отличий изомеров Н2О рассмотрен их
транспорт через мембраны клеток. Предложено считать, что дипольный ключ в водных каналах мембран
выполняет роль вентиля, пропускающего только вращающиеся мономеры. Показано, что выявленная
селективность более предпочтительна для орто-Н2О, которые не имеют уровня с нулевой вращательной
энергией. Анализ спектра вращательных переходов спиновых изомеров Н2О показал, что существуют
близкорасположенные пары уровней орто-пара Н2О, которые образуют смешанные квантовые состояния и
допускают резонансную накачку в широком диапазоне частот ЭМП, включая микроволны СВЧ.
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Рис. 1. Спектр поглощения синхротронного излучения в воде (круги) [16] с разрешением 2 см-1

и сглаженный с таким же шагом спектр вращения молекул Н2О (линия) из базы HITRAN при

орто/пара отношении 3:1 (а) и 1:1 (б), а также спектр с монотонной зависимостью (расчёт – линия,

эксперимент – точки) поглощения воды (в) с разрешением 10 см-1 из работы [18].
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Рис. 2. Уменьшение вклада спектральной компоненты льда 3200 см-1 в ОН полосу комбинационно-

го рассеяния в воде с повышением температуры от 13 ºС (толстая линия) до 50 ºС (тонкая линия) 

и 99 ºС (пунктир).
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Рис. 3. Спектры комбинационного рассеяния в воде при комнатной температуре, записанные

с интервалом 10 секунд
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Рис. 4. Зависимость коэффициента спин-вращательного взаимодействия от частоты резонансов

смешанных квантовых состояний в диапазоне от килогерц до гигагерц 
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An increasing of electroconductivity simultaneously with increasing of nanoobjects diameter (decreasing of diffu-
sion coefficient) in highly delution of aqueous solutions have been observed by A. Konovalov with colleagues recent-
ly.  It was established that aqueous solutions which were subjected to shielding from electromagnetic fields (EMF) by
permalloy container do not manifest these anomalous properties. The novel concept of water properties was proposed
to understand these phenomena and observing paradox- electroconductivity growing vs diffusion coefficient decreas-
ing. This concept includes the H2O ortho-para spin-isomers quantum differences: spin-selectivity in formation of
hydration layers of nanoobject and spontaneous transition to ice-like structure in water clusters, quantum beating and
spin-conversion which can be induced by week EMF as a resonance pump in RF and MW range – which did not any
time before.  This concept is used to explain the transportation features of H2O monomers through the cell membrane
aquaporine channels.  It is shown that the dipole key inside channel operates like valve which permeates only rotat-
ing H2O. This mode is more convenient to H2O ortho-isomer because it has no zero rotating quantum state. Moreover
there are close locating quantum levels of ortho-para H2O that are named as quantum mixing states to induce spin
conversion process which can be pump by resonance EMF in RF and MW frequency range also.
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Информация и правила для авторов   

Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:
НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -
трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель
из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -
ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -
же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим
проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -
лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -
ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние
по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -
де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -
ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть
крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных
на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во
Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это
увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -
ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -
те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -
лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные
со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -
ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -
т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -
ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как
правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -
ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны
ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -
лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -
ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей
на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.
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По ря док пред став ле ния ста тей
l В ре дак цию из на чаль но пред став ля ют ся:

ll файл статьи, файлы с иллюстрациями;
ll со про во ди тель ное пись мо, мож но в элек трон ной фор ме, со дер жа щее све де ния об

объ еме ста тьи и обо всех ав то рах (фа ми лии, име на, от че с т ва, пол ные на зва ния
мест ра бо ты, поч то вый ад рес с ин дек сом, но мер кон такт но го те ле фо на с ко дом
го ро да, элек трон ный ад рес ав то ра, от вет ствен но го за пе ре пи с ку с ре дак ци ей);
пред поч ти тель но, что бы это пись мо бы ло вы пол не но на блан ке уч реж де ния, в ко -
то ром ра бо та ет кто-то из ав то ров, бы ло за ве рен ное пе ча тью и со дер жа ло ут вер -
жде ние о воз мож но с ти от кры то го опуб ли ко ва ния ста тьи;

ll файл с пе ре во дом на ан г лий ский язык на зва ния ста тьи, фа ми лий и ини ци а лов ав -
то ров, аннотации, ключевых слов.

l Ав тор ские фай лы мо гут быть при сла ны на элек трон ный ад рес: papers@nano-journal.ru;
(резервный адрес в случаях затруднений с пересылкой: nano@miem.edu.ru) или пе ре -
да ны в ре дак цию на лю бом элек трон ном но си те ле. Ав то ры по лу ча ют из ре дак ции
под твер жде ние о по лу че нии их ма те ри а лов. 

l Те ле фон (факс) ре дак ции: +7 (495) 916-8876. Ад рес ре дак ции: Мос к ва 109028,
Б. Трех свя ти тель ский пер., 3/12, Мо с ков ский ин сти тут элек тро ни ки и ма те ма ти ки
(МИ ЭМ), комн. 449.

Об щие тре бо ва ния к пред став ля е мым фай лам 
l До пу с ка ет ся ис поль зо ва ние тек с то вых ре дак то ров WORD  и  LATEX.

К  рабочим фай лам  долж на быть при ло же на их pdf-ко пия.  В на зва нии фай лов ис поль -
зу ет ся ла тин ский ал фа вит, про бе лы за ме ня ют ся зна ком _. Шап ка ста тьи со дер жит на -
зва ние, ини ци а лы и фа ми лии ав то ров, ме с то ра бо ты, элек трон ный ад рес, крат кую ан -
но та цию, клю че вые сло ва. В ан но та ции не сле ду ет ис поль зо вать фор му лы и ссыл ки на
текст ра бо ты или спи сок ли те ра ту ры; в кон це она долж на со дер жать ин декс УДК 
(к ан г лий ской вер сии ан но та ции мож но до ба вить ин дек сы за ру беж ных ру б ри ка то ров).

l Объ ем крат ких со об ще ний 4-8 стра ниц, ис сле до ва тель ских ста тей, как пра ви ло, до
20 стра ниц, а об зо ров – более 20 стра ниц. Верх няя гра ни ца со гла су ет ся с ред кол ле -
ги ей. При под сче те объ ема нуж но ори ен ти ро вать ся на стра ни цы фор ма та А4, шрифт
12, зна ков в стро ке 80, ин тер ва лов меж ду стро ка ми 1.

l Ав то ры не долж ны зло упо т реб лять со кра ще ни я ми, со став лен ны ми из за глав ных на -
чаль ных букв тер ми нов. Пред поч ти тель ней каж дый раз ис поль зо вать пол ное на име -
но ва ние объ ек та. Воз мож но ис поль зо ва ние толь ко ус то яв ших ся аб бре ви а тур. 

Тре бо ва ния к фай лам Word
l Ре ко мен ду е мый шрифт – Times New Roman. 
l Стро ки в пре де лах аб за ца не долж ны раз де лять ся сим во лом воз вра та ка рет ки (Enter). 
l Нель зя ис поль зо вать ав то ма ти че с кое со зда ние сно сок, ав то ма ти че с кий пе ре нос или

ав то ма ти че с кий за прет пе ре но сов, со зда ние спи с ков, ав то ма ти че с кий от ступ и т.п. 
l Ссыл ки на спи сок ли те ра ту ры да ют ся ци ф ра ми в ква д рат ных скоб ках: [1], [5,6,7], 

[1-9].
l Все без ис клю че ния фор му лы и обоз на че ния раз мер но с ти, да же со сто я щие из од ной

ла тин ской бу к вы, и в тек с те и вы не сен ные в от дель ную стро ку, все г да на би ра ют ся
в фор муль ном ре дак то ре и ни ко г да – в обыч ном тек с то вом ре дак то ре.
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l При со зда нии таб ли цы ре ко мен ду ет ся ис поль зо вать воз мож но с ти Word или MS
Excel. Таб ли цы, на бран ные вруч ную (с по мо щью боль шо го чис ла про бе лов), не при -
ни ма ют ся. 

Тре бо ва ния к ил лю с т ра ци ям 
l Иллюстрации представляются в отдельных файлах, черно-белыми. Они должны

иметь разрешение не менее 600 dpi.
l Фор ма ты фай лов – TIFF, EPS, PSD, JPEG. 

Тре бо ва ния к спи с ку ли те ра ту ры 
l Ф.И.О. ав то ров или ре дак тров вы де ля ют ся кур си вом.  
l Для ста тей при во дит ся на зва ние. На зва ния от де ля ют ся от вы ход ных дан ных зна ком

//. Рас по ло же ние вы ход ных дан ных ука за но на об раз це ни же. Но мер то ма вы де ля ет -
ся жир ным шриф том, но мер вы пу с ка да ет ся в скоб ках. Ука зы ва ют ся но ме ра пер вой
и по след ней стра ниц ста тьи, ли бо уни каль ный но мер ста тьи и ее объ ем. Для книг же -
ла тель но ука зы вать их объ ем. Ес ли из ве ст на ссыл ка на элек трон ный ар хив или сайт,
то ее же ла тель но ука зать. 

Фа ми лия И.О. На зва ние ста тьи // Назв. журн., 2000, 1 (1), 1-6.

Family F.M. and Family F. Title of the paper // Name of the Jornal, 2006, 73, 165313, 9 pp.

Фамилия И.О., Фамилия И.О. На зва ние кни ги // На ука, С.-П., 1999, 176 стр.

Family F.M. Title of the paper // In book: Family F.M. (еt al. eds), Title of the collection,
Publisher, Boston, 2005, 9-24.

Family F.M. (ed.), Title of the collection // Publisher, N.Y., 2005, 324 pp.

Фа ми лия И.О. На зва ние до кла да // До клад на кон фе рен ции «На зва ние кон фе рен ции 

(ме с то и да та про ве де ния)»; ссыл ка на элек трон ный рес урс.
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