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1√
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ON THE PLANAR STRUCTURE 
OF THE PEPTIDE BOND

This is a short review of a few recent papers on the peptide bond in protein molecules. The break down of the
planar structure of the peptide bond is discussed.
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ЭФФЕКТ ТУННЕЛЬНОГО ЗАХВАТА
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Е.В. Выборный, М.В. Карасев 

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»  

evgeniy.bora@gmail.com, karasev.mikhail@gmail.com

Поступила 05.08.2014

Рассматривается одномерный оператор Шредингера с двуямным потенциалом, который задается сум-
мой «физически заданной» финитной ямы произвольного вида и «пробной» прямоугольной ямы.
Физическая яма фиксирована, а параметры прямоугольной пробной ямы (глубина, ширина и положение)
являются варьируемыми. В квазиклассическом приближении рассматривается динамика состояния, лока-
лизованного в начальный момент в физической яме. Показано, что если пробный потенциал расположен не
слишком близко к физической яме и если его параметры настроены специальным образом, то возникает
туннельный захват: начальное состояние начинает совершать осцилляции (резонансные туннельные пере-
ходы) между физической и пробной потенциальной ямой. Получена асимптотическая формула для веро-
ятности обнаружить состояние в пробной яме в зависимости от настройки варьируемых параметров.
Кроме того, вычислен главный член асимптотики величины туннельного расщепления спектра для дву-
ямного потенциала рассматриваемого типа.
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Рис. 1
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Рис. 2
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4. Прямоугольная пробная яма 
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Рис. 3
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Рис. 4
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ON THE TUNNEL CATCH EFFECT

We consider the one-dimensional Schrodinger operator in the semiclassical regime assuming that its double-well
potential is the sum of a finite “physically given” well and a square shape probing well whose width or depth can
be varied (tuned). We study the dynamics of initial state localized in the physical well. It is shown that if the prob-
ing well is not too close to the physical one and if its parameters are specially tuned, then the tunnel catch effect
appears, i.e. the initial state starts tunneling oscillations between the physical and probing wells. The asymptotic for-
mula for the probability of finding the state in the probing well is obtained. We also calculate the leading term of
the tunneling splitting of energy levels in this double well potential.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОМПОНЕНТОВ ЯЧЕЙКИ
ГРЕТЦЕЛЯ МЕТОДАМИ КВАНТОВОЙ ХИМИИ 
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Современные методы квантовой химии применены для моделирования компонентов ячейки Гретцеля –
одного из перспективных вариантов солнечных батарей. В данной системе один из электродов представ-
ляет собой сенсибилизованный органическим красителем диоксид титана. В настоящей работе структуры
и электронные возбуждения молекулы полиенового красителя, 2-циано-5(4-диметиламинофенил)пента-
2,4-диеновой кислоты, рассчитаны с учетом влияния водного растворителя в рамках различных моделей
среды, а также при учете влияния поверхности диоксида титана. Для расчетов оптических спектров
модельных молекулярных систем использованы методы функционала электронной плотности и расширен-
ная версия квазивырожденной многоконфигурационной теории возмущений.
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Рис. 1. Структура молекулы 2-циано-5(4-диметиламинофенил)пента-2,4-диеновой кислоты

 

Рис. 2. Молекула красителя в окружении сольватной оболочки
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Рис. 3. Разностная электронная плотность для вертикального перехода S0-S1 в молекуле ПК. Синим
обозначено уменьшение электронной плотности, а красным – увеличение
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Чистые GGA функционалы 

PBE PW91 BLYP BOP BVWN 

2,99 2,77 2,77 2,77 2,77 

Гибридные функционалы 

B3LYP PBE0 X3LYP B3PW91 BHHLYP 

3,04 3,10 3,06 3,04 3,36 

Функционалы с исправленной асимптотикой (Long8range correсted) 

LC8BLYP LC8BOP LC8BVWN CAM8B3LYP 

3,38 3,38 3,38 3,29 

Двойной гибридный функционал B2PLYP 

3,39 

XMCQDPT2 

3,21 

Таблица 1. Энергии перехода S0-S1 (эВ), оцененные по методу TDDFT и в рамках
многоконфигурационной теории возмущений XMCQDPT2
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B2PLYP      0.13-0.15 .  ,   
     XMCQDPT2 (3.45 )  

  B2PLYP (3.52 )  LC (3.42-3.53 ).  ,    
  , ,    . -

    BHHLYP,       -
 ,    B2PLYP  LC. 

 . 5      «  –  
 – ».  Ti12O24    ,   -

           
  ,       -

     . 

 

Рис. 4. Искажение геометрической структуры красителя при дискретном описании сольватной обо-
лочки. Показаны только 7 молекул воды, включенные в квантовую часть расчета. 

Чистые GGA функционалы 

PBE PW91 BLYP BOP BVWN 

80,45 80,21 80,14 80,11 80,03 

Гибридные функционалы 

B3LYP PBE0 X3LYP B3PW91 BHHLYP 

+0,06 +0,07 +0,06 +0,05 +0,13 

Функционалы с исправленной асимптотикой (Long8range correсted) 

LC8BLYP LC8BOP LC8BVWN CAM8B3LYP 

+0,15 +0,15 +0,15 +0,13 

Двойной гибридный фунцкционал(double8hybryd) B2PLYP 

+0,13 

XMCQDPT2 

+0,24 

Таблица 2. Сдвиги (эВ), оцененные по методу TDDFT и в рамках многоконфигурацион-
ной теории возмущений XMCQDPT2
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Рис. 5. Структура системы «краситель – диоксид титана – вода». Расстояния приведены в ангстремах

   ,     
    . 

    24  .  -
     . . .    

     .  
 



44 А.М. Кулакова, А.Ю.Ермилов, И.В. Поляков, А.В. Немухин

 
1.  Grätzel M. Photoelectrochemical cells // Nature, 2001, 414, 338-344. 
2.  Hagfeldt A., Boschloo G., Sun L., Kloo L., Pettersson H. Dye-Sensitized Solar Cells // Chem. Rev., 2010, 

110, 6595-6663. 
3  Hara K., Kurashige M., Ito S., et al. Novel polyene dyes for highly efficient dye-sensitized solar cells // 

Chem. Commun., 2003, 2, 252-255 
4.  Hara K., Sato T., Katoh R., et al. Novel Conjugated Organic Dyes for Efficient Dye-Sensitized Solar Cells 

// Advan. Func. Mater., 2005, 2, 246-252. 
5.   Granovsky A.A. Firefly version 8, www http://classic.chem.msu.su/gran/firefly/index.html 
6.  Schmidt M.W., Baldridge K.K., Boatz J.A., et al. General Atomic and Molecular Electronic Structure 

System // J. Comput. Chem., 1993, 14, 1347-1363. 
7.  Adamo C., Barone V. Toward reliable density functional methods without adjustable parameters: The PBE0 

model // J. Chem. Phys., 1999, 110, 6158-6170. 
8.  Granovsy A.A. Extended multi-configuration quasi-degenerate perturbation theory: The new approach to 

multi-state multi-reference perturbation theory // J. Chem. Phys., 2011, 134, 214113. 
9.  Petersilka M., Gossmann U. J., Gross E. K. U. Excitation Energies from Time-Dependent Density-

Functional Theory // Phys. Rev. Lett., 1996, 76, 1212. 
10.  Grimme S. Semiempirical hybrid density functional with perturbative second-order correlation // J. Chem. 

Phys., 2006, 124, 034108. 
11.  Tawada Y., Tsuneda T., Yanagisawa S., Yanai T., Hirao K. A long-range-corrected time-dependent density 

functional theory // J. Chem. Phys., 2004, 120, 8425-8433. 
12.  Yanai T., Tew D. P.,  Handy N. C. A new hybrid exchange-correlation functional using the Coulomb-

Attenuating Method (CAM-B3LYP) // Chem. Phys. Lett., 2004, 393, 51-57. 
13.  Cossi M., Barone V. Time-dependent density functional theory for molecules in liquid solutions // 

J.Chem.Phys., 2001, 115, 4708-4717. 
14.  Day P.N., Jensen J.H., Gordon M.S. et al. An effective fragment method for modeling solvent effects in 

quantum mechanical calculations // J.Chem.Phys., 1996, 105, 1968-1986. 
15.  Adamovic I., Freitag M.A. and Gordon M.S. Density Functional Theory Based Effective Fragment Potential 

//  J. Chem. Phys., 2003, 118, 6725. 
16.  Humphrey W., Dalke A. and Schulten K. VMD – Visual Molecular Dynamics // J. Molec. Graphics, 1996, 

14, 33-38. 
17.  Phillips J.C., Braun R. et al. Scalable molecular dynamics with NAMD // //  J. Comput. Chem., 2005, 26, 

1781-1802. 
18.  Vanommeslaeghe K., Hatcher E. et al . CHARMM general force field: A force field for drug-like molecules 

compatible with the CHARMM all-atom additive biological force fields //  J. Comput. Chem., 2010, 31, 
671-690.  

A.M. Kulakova1, A.Yu. Ermilov1, I.V. Polyakov1, A.V. Nemukhin1,2

1Lomonosov Moscow State University, Chemistry Department
2Emanuel Institute of Biochemical Physics, Russian Academy of Sciences 

anemukhin@yahoo.com   

Received  03.08.2014

QUANTUM CHEMICAL MODELING 
OF COMPONENTS OF THE GRÄTZEL CELL 

Modern quantum chemistry methods are applied to model components of the Grätzel cell, one of the perspective
variants of solar cells. In this system, one of the electrodes is a dye-sensitized titanium dioxide.  Here, the structures
and electronic excitations of the polyene molecule of a dye,  2-cyano-5(4-dimethylaminophenyl)penta-2,4-dien acid,
are computed by taking into account the effects of water solvent within different models, and also the effects of tita-
nium dioxide surface. To compute optical spectra of model molecular systems we used the methods of the functional
of electronic density as well as the extended version of the quasidegenerate multiconfigurational perturbation theory.
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КВАЗИКЛАССИЧЕСКАЯ АСИМПТОТИКА 
СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ХАРТРИ ВБЛИЗИ ВЕРХНИХ

ГРАНИЦ СПЕКТРАЛЬНЫХ КЛАСТЕРОВ.
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ, 

СОСРЕДОТОЧЕННЫЕ ВБЛИЗИ ОКРУЖНОСТИ

А.В. Перескоков 
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Рассматривается задача на собственные значения для оператора Хартри с кулоновским взаимодействи-
ем, который содержит малый параметр перед нелинейностью. Найдены асимптотические собственные
значения и асимптотические собственные функции вблизи верхних границ спектральных кластеров.
Вблизи окружности, где сосредоточено решение, главный член разложения является решением задачи о
двумерном осцилляторе. Ключевые слова: самосогласованное поле, двумерный осциллятор, спектральный
кластер, асимптотические собственные значения и собственные функции, логарифмическая особенность.

УДК 517.958 + УДК 517.928

1 Введение
Рассмотрим задачу на собственные значения для нелинейного оператора Хартри с
кулоновским взаимодействием в L2(R3)

(−Δq − 1

| q | + ε

∫
R3

| ψ(q′) |2
| q − q′ | dq′)ψ = λψ, (1)

‖ψ‖L2(R3) = 1, (2)

где Δq — оператор Лапласа, ε > 0 — малый параметр.
Уравнение самосогласованного поля во внешнем поле, содержащее интегральную

нелинейность типа Хартри, играет фундаментальную роль в квантовой теории и
нелинейной оптике. В частности, такие уравнения возникают в теории полярона, ко-
торый можно рассматривать как простейший пример частицы, взаимодействующей



с квантовым полем [1,2], в теории конденсата Бозе–Эйнштейна [3], при нахождении
электронных орбиталей в многоэлектронных атомах [4], а также при рассмотрении
сред с пространственной дисперсией [5].

Хорошо известно [6], что при ε = 0 собственные значения λ = λn(ε) задачи (1),
(2) равны

λn(0) = − 1

4n2
.

Здесь n = 1, 2, . . . — главное квантовое число. Для задачи (1), (2) имеются теоре-
мы существования, в частности, для нижней точки спектра, отвечающему основному
состоянию [7, 8]. В работе [9] при n = 2 доказано существование состояний, не облада-
ющих сферической симметрией, а также найдено пять ветвей собственных значений,
выходящих из невозмущенной точки спектра.

В данной работе будет рассмотрен случай, когда квантовое число n, задающее
невозмущенное собственное значение, велико (для определенности будем считать,
что λ имеет порядок ε). Вопрос о существовании состояний, отличных от основ-
ного, является исходным при исследовании процессов, связанных с возбуждением
электронов в поляронных средах [10]. В настоящее время, помимо чисто теоретиче-
ского интереса, проблема возбужденных поляронных состояний приобретает интерес
в связи с проблемой электронного переноса возбуждений в самых различных кон-
денсированных средах. В частности, проблема электронного переноса на большие
расстояния является одной из центральных в молекулярной биологии при описании
коллективных возбуждений в молекулярных цепочках и в молекулах ДНК [11].

Пусть p = n − m − 1, где m — магнитное квантовое число. В данной работе для
каждого p = 0, 1, 2, . . . будут найдены асимптотические собственные значения

λ
(p)
n,i(ε) = − 1

4n2
+ ε

(
ln n

4πn2
+

E
(p)
1,i

n2

)
+ O

(
ε ln n

n5/2

)
, n → ∞, (3)

где i = 0, . . . , Ip, которые расположены вблизи верхних границ спектральных класте-
ров, образующихся вокруг уровней энергии невозмущенного оператора (при ε = 0).
В частности, при p = 0, 1, 2 числа E

(p)
1,i представимы в виде

E
(p)
1,i =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − σ

(p)
i

128

)
. (4)

Здесь γ ≈ 0.57 — постоянная Эйлера. При p = 0 существует одно значение

σ
(0)
0 = 0, (5)

при p = 1 — два значения
σ

(1)
0 = 80, σ

(1)
1 = 96, (6)

при p = 2 — шесть значений

σ
(2)
0 = 123 +

19

39
, σ

(2)
1 = 142, σ

(2)
2 = 144,

σ
(2)
3 = 145 − 1

33
, σ

(2)
4 = 145 − 1

81
, σ

(2)
5 = 147 +

5

9
.
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Соответствующие (3) асимптотические собственные функции локализованы вбли-
зи окружности Γ в R

3, на которой кулоновское ядро самодействия в (1) имеет лога-
рифмическую особенность. Поэтому поправка в формуле (3) содержит ln n, а числа
λ

(p)
n,i(ε) расположены вблизи верхних границ кластеров. Отметим, что на нижней гра-

нице кластера

λn(ε) ∼ − 1

4n2
+

εEmin

n2
, n → ∞,

где число Emin удовлетворяет неравенству

Emin ≤ 1

2π3

∫ π

0

∫ π

0

K

( √
sin θ sin θ′

sin((θ + θ′)/2)

)
dθ′dθ

sin ((θ + θ′)/2)
.

Здесь K(κ) — полный эллиптический интеграл 1 рода [12].
Асимптотическим решениям уравнений типа Хартри, локализованным вблизи ма-

ломерных инвариантных подмногообразий в фазовом пространстве, посвящено боль-
шое число работ (см., например, [13–19]). В данной работе главный член асимпто-
тического разложения вблизи окружности, где локализовано решение, оказывается
решением другой классической задачи квантовой механики — задачи о двумерном
осцилляторе:

Lg
(p)
0,i (τ, s) = 0, ‖g(p)

0,i ‖L2(R2) = 1. (7)

Здесь оператор

L = − ∂2

∂s2
− ∂2

∂τ 2
+ [s2 + τ 2 − 2(p + 1)]. (8)

В результате, функция g
(p)
0,i представима в виде линейной комбинации базисных

собственных функций задачи (7), отвечающих собственному значению p + 1. Коэф-
фициенты этого разложения находятся из системы нелинейных уравнений одновре-
менно с нахождением чисел E

(p)
1,i . Отметим, что данная система выводится из условий

разрешимости уравнений для следующих приближений.
Аналогичная (1), (2) задача на собственные значения в L2(R2) для возмущенного

двумерного резонансного осциллятора, возбуждающий потенциал которого задается
интегральной нелинейностью типа Хартри с гладким потенциалом самодействия,
рассматривалась ранее в [20,21]. Она имеет вид

(H0 + �
2

∫
R2

W (|q − q′|2) | ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ,

‖ψ‖L2(R2) = 1,

где

H0 = −�
2

2

(
∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
+

q2
1 + q2

2

2

— двумерный осциллятор, � > 0 — малый параметр, W (x) = w0 +w1x+w2x
2 — про-

извольный многочлен 2 степени с вещественными коэффициентами, причем w2 > 0.
В работах [20,21] были найдены асимптотические собственные значения и асимп-
тотические собственные функции вблизи верхних границ спектральных кластеров,
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которые образуются вокруг собственных значений �(� + 1) невозмущенного операто-
ра H0. Если � имеет порядок �

−1, то асимптотические собственные значения имеют
вид

λ = λk,� = �� + � + (w0 + 2��w1 + 9�2
�

2w2)�
2 + (2w1+

+2��w2(9 − 2
√

6(k + 1/2)))�3 + O(�7/2), k = 0, 1, 2, . . . , � → 0. (9)

Если сравнить эту серию с (3), то она не содержит логарифмических поправок, а
расщепление спектра в (9) происходит в следующем приближении.

Метод построения квазиклассических асимптотик в гладком случае основан на
алгебраическом усреднении возмущения, последующем переходе на алгебру симмет-
рий и когерентном преобразовании от исходного представления этой алгебры к ее
неприводимому представлению в пространстве функций над лагранжевым подмно-
гообразием в симплектическом листе [22]. Кроме того, при построении асимптотики
вблизи верхних границ спектральных кластеров используется новое интегральное
представление для решения.

План дальнейшего изложения следующий. В разделе 2 найдена асимптотика соб-
ственных функций невозмущенной задачи. В разделе 3 построены асимптотические
решения спектральной задачи для уравнения Хартри. В разделах 4, 5, 6 приведе-
ны примеры решения спектральной задачи на подпространствах Hp. Они состоят из
собственных функций двумерного осциллятора, отвечающих собственному значению
p + 1. В 4 разделе рассмотрены случаи, когда p = 0, 1, а в 5 и 6 разделах — случай
p = 2. Отметим, что в 5 разделе ищутся вещественные, а в 6 разделе — комплексные
решения задачи. Наконец, дополнение к статье содержит доказательство теоремы из
раздела 2.

2 Асимптотика собственных функций
невозмущенной задачи

Пользуясь растяжением q = x/ε, ψ = ε3/2v, λ = εE, приведем задачу (1), (2) к стан-
дартному для теории квазиклассических приближений виду(

− εΔx − 1

| x | + ε

∫
R3

| v(x′) |2
| x − x′ |dx′

)
v(x) = Ev(x), (10)

‖v‖L2(R3) = 1. (11)

При построении асимптотических решений (10), (11) нам потребуется асимптотика
собственных функций невозмущенной задачи(

− εΔx − 1

| x |
)

v(x) = Ev(x), ‖v‖L2(R3) = 1.

Дискретным собственным значениям

En = − 1

4εn2
, n = 1, 2, . . . ,

в сферических координатах (r, θ, ϕ), где

0 ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
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отвечают собственные функции [6]

vn,k,nr = Y�m(θ, ϕ)Rn�(r). (12)

Здесь �, nr — орбитальное и радиальное квантовые числа, n = � + 1 + nr, k = � − m,

Y�m(θ, ϕ) =

√
(2� + 1)(�− | m |)!

4π(�+ | m |)! P
|m|
� (cos θ)eimϕ, (13)

Rn�(r) =
1

(2εn)3/2

2√
n(n − � − 1)!(n + �)!

( r

εn

)�

e−r/(2εn)L2�+1
n−�−1

( r

εn

)
. (14)

Функции (13). (14) содержат присоединенный полином Лежандра

Pm
� (x) =

(−1)�

2��!
(1 − x2)m/2 d�+m

dx�+m
(1 − x2)�,

а также обобщенный полином Лагерра

Ls
n(x) = exx−s dn

dxn
(e−xxn+s).

Пусть
a = 2�2ε. (15)

Будем считать, что при ε → 0 число � имеет порядок ε−1/2. Изучим поведение функ-
ций vn,k,nr вблизи окружности

Γa = {(r, θ, ϕ) | r = a, θ = π/2}

в R
3. Введем новые переменные

τ = (θ − π

2
)
√

�, s = (
r

a
− 1)

√
�.

Справедлива

Теорема 1. При � → ∞ и небольших nr = 0, 1, 2, . . . и k = 0, 1, 2, . . . функции
vn,k,nr по mod O(�−∞) сосредоточены вблизи окружности Γa, где при s6 + τ 4 	 �
справедлива асимптотика

vn,k,nr =
(−1)p

√
�

a3/22(p+1)/2π
√

nr!
√

k!
eimϕe−(s2+τ2)/2Hnr(s)Hk(τ)

[
1+

+O

( | s |3 +1√
�

Hnr(s)

)
+ O

(
s2 + 1√

�
H ′

nr
(s)

)
+

+O

(
τ 4 + 1

�
Hk(τ)

)
+ O

( | τ |3 +1

�
H ′

k(τ)

)]
. (16)

Здесь Hn — полином Эрмита.

Доказательство теоремы 1 приведено в дополнении к статье.
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3 Построение асимптотического решения
Переходя в сферическую систему координат, а также делая подстановку

v(x) =
eimϕ

√
2π

g(r, θ),

преобразуем задачу (10), (11) к виду [17]{
− ε

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
− m2

sin2 θ

)]
− 1

r
+

+ε

∫ π

0

∫ ∞

0

W (r, r′, θ, θ′) | g(r′, θ′) |2 (r′)2 sin θ′dr′dθ′ − E

}
g(r, θ) = 0, (17)

∫ π

0

∫ ∞

0

| g(r, θ) |2 r2 sin θdrdθ = 1, (18)

где ядро

W (r, r′, θ, θ′) =
2

π
√

r2 + (r′)2 − 2rr′ cos(θ + θ′)
K

(
2
√

rr′ sin θ sin θ′√
r2 + (r′)2 − 2rr′ cos(θ + θ′)

)
.

(19)
Для квантовых чисел �, n, m порядка ε−1/2, и следовательно, небольших nr, k и

p = nr + k ниже будут построены асимптотические решения задачи (10), (11) по
mod O(�−1) локализованные вблизи окружности Γa. Асимптотические решения зада-
чи (17), (18) будем искать в виде

g = a−3/2

[√
�g0(τ, s) + g1(τ, s) +

g2(τ, s)√
�

]
+ O

(
g3(τ, s)

�

)
, (20)

E = − 1

2a(1 + (nr + 1)/�)2
+

E0 ln �

�2
+

E1

�2
+ O

(
ln �

�5/2

)
. (21)

Здесь � → ∞, функции gj(τ, s), j = 0, 1, 2, 3, экспоненциально убывают при τ 2 + s2 →
∞; E0, E1 — некоторые константы. (Для упрощения обозначений индексы i и p у g0

и E1 опущены.)
Разложим входящие в (17), (18) функции с помощью формулы Тейлора по сте-

пеням τ и s. Поскольку функция K(κ) имеет логарифмическую особенность при
κ → 1 [12]

K(κ) = ln(4/
√

1 − κ2) + O((1 − κ2)) ln(1 − κ2)), (22)

то непосредственно к W формула Тейлора не применима. Обозначим

t = (τ − τ ′)2 + (s − s′)2.

Тогда из (19), (22) вытекает

Лемма 1. При � → ∞, t 	 � имеет место асимптотика

W (r, r′, θ, θ′) =
1

πa
ln

8
√

�√
t

+ O

(
s + s′√

�
ln

√
�√
t

)
+ O

(
t

�
ln

√
�√
t

)
. (23)
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Далее разложим (1+(nr+1)/�)−2 по степеням � и подставим асимптотики (20), (21)
в уравнения (17), (18). В силу (15), (21), (23), (18) для отсутствия в левой части (17)
слагаемых порядка �−2 ln � достаточно положить E0 = 1/(4π). Приравнивая к нулю
слагаемые порядка �−1, �−3/2 и �−2, получаем следующие задачи для определения
g0, g1 и g2:

Lg0 = 0, (24)∫
R2

| g0 |2 dτds = 1;

Lg1 = F1, (25)

где

F1 = 2

[
∂g0

∂s
− s

∂2g0

∂τ 2
+ (s3 − 2ks + sτ 2)g0

]
,

∫
R2

(g0g1 + g0g1) dτds = −2

∫
R2

s | g0 |2 dτds;

Lg2 = F2,1 + F2,2, (26)

где

F2,1 = −2s
∂g0

∂s
+ 3s2∂2g0

∂τ 2
− τ

∂g0

∂τ
−
[
2

3
τ 4 − 2kτ 2 + k2 − 6ks2 + 3s2τ 2+

+3s4 + 3(nr + 1)2

]
g0 + 2

[
∂g1

∂s
− s

∂2g1

∂τ 2
+ (s3 − 2ks + sτ 2)g1

]
,

F2,2 =
1

2π

(
4πE1 − 6 ln 2 +

∫
R2

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′

)
g0,∫

R2

(g0g2 + g0g2)dτds =

= −
∫

R2

[ | g1 |2 +2s(g0g1 + g0g1) + (s2 − τ 2/2) | g0 |2
]
dτds.

Здесь оператор L задан формулой (8).
Решениями уравнения (24) из L2(R2) являются собственные функции двумерного

осциллятора, отвечающие собственному значению p + 1 (p = 0, 1, 2, . . . ). Они образу-
ют подпространство Hp ⊂ L2(R2), ортонормированный базис в котором состоит из
функций βj,p−j(τ, s), j = 0, . . . , p. Здесь

βj,i(τ, s) = θj,ie
−(s2+τ2)/2Hj(s)Hi(τ),

где

θj,i =
(−1)j+i

2(j+i)/2
√

π
√

j!
√

i!
.

Следовательно,

g0 =

p∑
j=0

cjβj,p−j, (27)
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где cj — некоторые константы, удовлетворяющие условию нормировки

p∑
j=0

| cj |2= 1.

Они находятся из условий разрешимости для следующих приближений. Используя
(24), а также известные свойства полиномов Эрмита [23]

sHj(s) = Hj+1(s)/2 + jHj−1(s), H ′
j(s) = 2jHj−1(s),

преобразуем правую часть уравнения (25). Так как[
s

∂2

∂s2
+

∂

∂s
+ 2s(nr + 1)

]
e−s2/2Hj(s) = e−s2/2

[
s(s2 − 1)Hj(s) − 4s2jHj−1(s)+

+4sj(j − 1)Hj−2(s) − sHj(s) + 2jHj−1(s) + 2s(nr + 1)Hj(s)
]

=

= e−s2/2

{
1

8
Hj+3(s) +

(3

4
j +

3

4

)
Hj+1(s) +

3

2
j2Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)+

+2nr

[1
2
Hj+1(s) + jHj−1(s)

]
− 4j

[1
4
Hj+1(s) +

(
j − 1

2

)
Hj−1(s)+

+(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)
]

+ 2jHj−1(s) + 4j(j − 1)
[1
2
Hj−1(s) + (j − 2)Hj−3(s)

]}
=

= e−s2/2

{
1

8
Hj+3(s) +

[
− j

4
+

3

4
+ nr

]
Hj+1(s)+

+j
[
− j

2
+ 2nr + 2

]
Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)

}
,

то F1 принимает вид

F1 = 2
[
s
∂2g0

∂s2
+

∂g0

∂s
+ 2s(nr + 1)g0

]
=

= 2

p∑
j=0

cjθj,p−je
−(s2+τ2)/2Hp−j(τ)

{
Hj+3(s)/8 + ((3 − j)/4 + nr)Hj+1(s)+

+j(−j/2 + 2nr + 2)Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)
}
. (28)

Поскольку (28) не содержит функций из Hp, то уравнение (25) разрешимо. Его ре-
шение имеет вид

g1 = −1

3

∂3g0

∂s3
− 2(nr + 1)

∂g0

∂s
+

p∑
j=0

c∗jβj,p−j,

где c∗j — некоторые константы.
Аналогично доказывается, что F2,1 также не содержит функций из Hp. Поэтому

условия разрешимости уравнения (26) принимают вид∫
R2

F2,2βj,p−jdτds = 0, j = 0, . . . , p. (29)
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При выполнении (29) функция g2 ∈ L2(R2) может быть представлена в виде суммы
следующего ряда [24, 23]

g2 =
∞∑

j,i=0
j+i�=p

1

2(j + i − p)

∫
R2

(F2,1(τ
′, s′) + aF2,2(τ

′, s′))βj,i(τ
′, s′)dτ ′ds′βj,i(τ, s)+

+

p∑
j=0

c∗∗j βj,p−j, (30)

где c∗∗j — некоторые константы.
Условие (29) позволяют найти входящие в (27) коэффициенты

cj =
1

6 ln 2 − 4πE1

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2) | g0(τ
′, s′) |2 g0(τ, s)βj,p−j(τ, s)dτ ′ds′dτds,

j = 0, . . . , p. В результате, приходим к следующей не содержащей малых параметров
задаче на собственные значения

(6 ln 2 − 4πE1)g0 =

=

∫
R2

Ω(τ, s, τ ′′, s′′)
∫

R2

ln((τ ′−τ ′′)2+(s′−s′′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′g0(τ

′′, s′′)dτ ′′ds′′, (31)
∫

R2

| g0(τ, s) |2 dτds = 1. (32)

Здесь функция

Ω(τ, s, τ ′′, s′′) =
e−(s2+τ2+(s′′)2+(τ ′′)2)/2

2pπ

p∑
j=0

Hj(s)Hj(s
′′)Hp−j(τ)Hp−j(τ

′′)
j!(p − j)!

.

Поскольку в результате преобразования Гаусса [23]

1√
π

∫
R

(2ix)ne(ix−y)2dx = Hn(y),

то для ядра Ω имеет место интегральное представление

Ω(τ, s, τ ′′, s′′) =
(−1)p2p

p!π3
e−(s2+τ2+(s′′)2+(τ ′′)2)/2×

×
∫

R4

(s̃s̃′ + τ̃ τ̃ ′)pe(is̃−s)2+(iτ̃−τ)2+(is̃′−s′)2+(iτ̃ ′−τ ′)2dτ̃ds̃dτ̃ ′ds̃′.

Из (31), (32) следует, что число E1 может быть записано в виде

E1 =
3 ln 2

2π
− 1

4π

∫
R2

∫
R2

Ω(τ, s, τ ′′, s′′)g0(τ
′′, s′′)g0(τ, s)dτds×

×
∫

R2

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′dτ ′′ds′′. (33)
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Замечание 1. Уравнение (31) является нелинейным интегральным уравнением. Ра-
нее при нахождении серии асимптотических собственных функций для оператора
Хартри нелинейное интегральное уравнение на сфере возникало в работе [14].

Пусть при некотором p = 0, 1, 2, . . . число E1 = E
(p)
1,i и функция g0 = g

(p)
0,i являются

решением задачи (31), (32). Определим число λ
(p)
n,i по формуле (3), а также функцию

ψ
(p)
n,i = ε3/2

p∑
j=0

cjvn,p−j,j(εq),

где vn,k,nr задаются формулой (12), а коэффициенты cj совпадают с коэффициеттами
разложения g0 согласно (27)(см. теорему 1). Справедлива

Теорема 2. При ε → 0 и n порядка ε−1/2 число λ
(p)
n,i является асимтотическим

собственным значением, а функция ψ
(p)
n,i — главным членом разложения соответ-

ствующей асимптотической собственной функции задачи (1), (2) в пространстве
L2(R3). Число λ

(p)
n,i расположено вблизи верхней границы спектрального кластера,

отвечающего квантовому числу n, а функция ψ
(p)
n,i по mod O(n) сосредоточена вбли-

зи окружности Γ = {(r, θ, ϕ) | r = 2n2, θ = π/2} в R
3.

Замечание 2. Поправка к ψ
(p)
n,i строится аналогично (30), однако имеет весьма гро-

моздкий вид.

4 Решение спектральной задачи
на подпространствах H0, H1

Найдем решение задачи (31), (32) при p = 0. Будем искать g
(0)
0,0 в виде

g
(0)
0,0 = c

(0)
0 β0,0 =

c
(0)
0√
π

e−(s2+τ2)/2. (34)

В силу условия нормировки (32) константа c
(0)
0 удовлетворяет равенству

c
(0)
0 = 1. (35)

Замечание 3. Формулы для асимптотических собственных функций в статье приво-
дятся с точностью до произвольного множителя вида eiϕ, где ϕ ∈ R.

Подставляя (34) в соотношение (33), имеем:

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

4π3

∫
R4

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2)e−s′2−τ ′2−(s′′)2−(τ ′′)2dτ ′ds′dτ ′′ds′′. (36)

Далее, делая замену переменных

ξ = τ ′′ − τ ′, η = s′′ − s′, (37)
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а также учитывая при n = 0 равенство [25]∫
R

r2ne−2r2

dr =

√
π(2n)!

23n
√

2n!
, n = 0, 1, 2, . . . , (38)

преобразуем (36) к виду

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

8π2

∫
R2

ln(ξ2 + η2)e−(ξ2+η2)/2dξdη. (39)

Наконец, переходя в правой части (39) к полярным координатам

ξ = ρ cos ϕ, η = ρ sin ϕ

и используя интеграл [25] ∫ ∞

0

e−r/2 ln rdr = −2γ + 2 ln 2, (40)

где γ – постоянная Эйлера, находим, что

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

8π2

∫ 2π

0

∫ ∞

0

ln ρ2e−ρ2/2ρdρdϕ =

=
3 ln 2

2π
− 1

8π

∫ ∞

0

e−r/2 ln rdr =
5 ln 2 + γ

4π
.

При p = 1 решение будем искать в виде

g
(1)
0,i = c

(1)
0,i β0,1 + c

(1)
1,i β1,0 = −

√
2

π
e−(s2+τ2)/2(c

(1)
0,i τ + c

(1)
1,i s), (41)

где c
(1)
0,i , c

(1)
1,i — константы. Подставляя функцию (41) в (31), (32), приходим к системе

уравнений
(4πE

(1)
1 − 6 ln 2)c

(1)
0 + I(c

(1)
0 , c

(1)
1 ) = 0, (42)

(4πE
(1)
1 − 6 ln 2)c

(1)
1 + I(c

(1)
1 , c

(1)
0 ) = 0, (43)

| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2= 1, (44)

где

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

4

π2

∫
R4

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+(s′′)2+(τ ′′)2)[| c
(1)
0 |2 (τ ′)2+

+ | c
(1)
1 |2 (s′)2 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )s′τ ′][c(1)

0 (τ ′′)2 + c
(1)
1 s′′τ ′′]dτ ′ds′dτ ′′ds′′.

(Индекс i для краткости обозначений опущен.)
Вычислим входящий в I(c

(1)
0 , c

(1)
1 ) интеграл. Делая замену переменных (37), имеем:

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

4

π2

∫
R2

ln(ξ2 + η2)e−(ξ2+η2)/2I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η)dξdη. (45)
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Здесь

I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η) =

∫
R2

e−2(s′+η/2)2−2(τ ′+ξ/2)2 [| c
(1)
0 |2 (τ ′)2 + + | c

(1)
1 |2 (s′)2+

+(c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )s′τ ′][c(1)

0 (ξ + τ ′)2 + c
(1)
1 (ξ + τ ′)(η + s′)]dτ ′ds′.

Делая далее еще одну замену

x = s′ + η/2, y = τ ′ + ξ/2

и пользуясь равенствами (38) при n = 0, 1, 2 находим, что

I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η) =

π

32
{3 | c

(1)
0 |2 c

(1)
0 + | c

(1)
1 |2 c

(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 +

+c
(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 + +[| c

(1)
0 |2 ξ2+ | c

(1)
1 |2 η2 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )ξη]c

(1)
0 −

−[4 | c
(1)
0 |2 c

(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 ]ξ2 − 2[(c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
0 +

+(| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2)c(1)

1 ]ξη − (c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 η2+

+[| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2 + | c

(1)
0 |2 ξ2+ | c

(1)
1 |2 η2+

+(c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )ξη](c

(1)
0 ξ2 + c

(1)
1 ξη)}. (46)

Подставим, наконец, правую часть (46) в (45). Переходя в получившемся инте-
грале к полярным координатам, а также используя (40) и равенства [25]

∫ ∞

0

rne−r/2 ln rdr = n!2n+1
( n∑

k=1

1

k
− γ + ln 2

)
, n = 1, 2, . . .

при n = 1, 2, приходим к следующей лемме.

Лемма 2. Справедливо равенство

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

(
ln 2 − γ +

5

8

)
(| c

(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2)c(1)

0 + (c
(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
1

8
. (47)

С учетом (47) система уравнений (42)–(44) принимает вид

(
4πE

(1)
1 − 5 ln 2 − γ +

5

8

)
c
(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
1

8
= 0, (48)

(
4πE

(1)
1 − 5 ln 2 − γ +

5

8

)
c
(1)
1 − (c

(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
0

8
= 0, (49)

| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2= 1. (50)

Система (48)–(50) при

E
(1)
1,0 =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − 5

8

)

56 А.В. Перескоков



имеет однопараметрическое семейство вещественных решений

c
(1)
0,0 = cos α, c

(1)
1,0 = sin α, (51)

где α ∈ R, а при

E
(1)
1,1 =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − 3

4

)
— комплексные решения

c
(1)
0,1 =

1√
2
, c

(1)
1,1 = ± i√

2
. (52)

Справедлива

Теорема 3. При p = 0, 1 собственные значения задачи (31), (32) имеют вид (4)–(6),
а соответствующие собственные функции при p = 0 определяются равенствами
(34), (35), а при p = 1 — равенствами (41), (51), (52).

5 Спектральная задача на подпространстве H2.
Вещественные решения

При p = 2 будем искать решение задачи (31), (32) в виде

g
(2)
0,i = c

(2)
0,i β0,2 + c

(2)
1,i β1,1 + c

(2)
2,i β2,0 =

=
1√
2π

e−(s2+τ2)/2[c
(2)
0,i (2τ

2 − 1) + c
(2)
1,i 2

√
2τs + c

(2)
2,i (2s

2 − 1)]. (53)

Тогда система (31), (32) примет вид

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
0 + I2(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = 0, (54)

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
1 + I3(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = 0, (55)

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
2 + I2(c

(2)
2 , c

(2)
1 , c

(2)
0 ) = 0, (56)

| c
(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2= 1. (57)

Здесь

I2(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) =

1

4π2

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+s2+τ2)×

×I4(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s)(2τ 2 − 1)dτ ′ds′dτds,

I3(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) =

1√
2π2

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+s2+τ2)×

×I4(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s)τsdτ ′ds′dτds,

где
I4(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s) = {| c

(2)
0 |2 (2(τ ′)2 − 1)2 + 8 | c

(2)
1 |2 (τ ′s′)2+

+ | c
(2)
2 |2 (2(s′)2 − 1)2 + 2

√
2(c

(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1 )τ ′s′(2(τ ′)2 − 1)+
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+2
√

2(c
(2)
2 c

(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1 )τ ′s′(2(s′)2 − 1) + (c

(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2 )(2(τ ′)2 − 1)×

×(2(s′)2 − 1)}[c(2)
0 (2τ 2 − 1) + 2

√
2c

(2)
1 τs + c

(2)
2 (2s2 − 1)].

(Индекс i снова опущен.)
Вычисления, аналогичные случаям p = 0, 1, но значительно более громоздкие,

приводят к следующей лемме.

Лемма 3. Справедливы равенства

I2(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = (ln 2 − γ)(| c

(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2)+

+
1

128

{
| c

(2)
0 |2

(247

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
+ | c

(2)
1 |2 (153c

(2)
0 − c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(343

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
− 15

(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 − 9

(
c
(2)
2 c

(2)
1 +

+c
(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(c
(2)
0

2
− 9

2
c
(2)
2

)}
, (58)

I3(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = (ln 2 − γ)(| c

(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2)+

+
1

128
{153 | c

(2)
0 |2 c

(2)
1 + 142 | c

(2)
1 |2 c

(2)
1 + 153 | c

(2)
2 |2 c

(2)
1 −

−(c(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)
c
(2)
1 − (c(2)

0 c
(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)(
15c

(2)
0 + 9c

(2)
2

)−
−(c(2)

2 c
(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)(
9c

(2)
0 + 15c

(2)
2

)}. (59)

С учетом (58), (59) система уравнений (54)–(57) принимает вид

−σ(2)c
(2)
0 + | c

(2)
0 |2

(247

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
+ | c

(2)
1 |2 (153c

(2)
0 − c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(343

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
− 15

(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 −

−9
(
c
(2)
2 c

(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(c
(2)
0

2
− 9

2
c
(2)
2

)
= 0, (60)

−σ(2)c
(2)
1 + 153 | c

(2)
0 |2 c

(2)
1 + 142 | c

(2)
1 |2 c

(2)
1 + 153 | c

(2)
2 |2 c

(2)
1 −

−(c(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)
c
(2)
1 − (c(2)

0 c
(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)(
15c

(2)
0 + 9c

(2)
2

)−
−(c(2)

2 c
(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)(
9c

(2)
0 + 15c

(2)
2

)
= 0, (61)

−σ(2)c
(2)
2 + | c

(2)
0 |2

(c
(2)
0

2
+

343

2
c
(2)
2

)
+ | c

(2)
1 |2 (− c

(2)
0 + 153c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(c
(2)
0

2
+

247

2
c
(2)
2

)
− 9
(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 − 15

(
c
(2)
2 c

(2)
1 +

+c
(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(− 9

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
= 0, (62)
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| c
(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2= 1. (63)

Здесь σ(2) = 128(−4πE
(2)
1 + 5 ln 2 + γ).

Перейдем к решению системы (60)-(63). (Для упрощения обозначений индекс 2
сверху у c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , σ(2) будем ниже опускать.) Вначале найдем вещественные ре-

шения. Если c0, c1, c2 ∈ R, то система (60)-(63) принимает вид

−σc0 + c2
0

(247

2
c0 +

3

2
c2

)
+ c2

1

(
123c0 − 19c2

)
+ c2

2

(325

2
c0 +

c2

2

)
= 0,

c1(−σ + 123c2
0 + 142c2

1 + 123c2
2 − 38c0c2) = 0, (64)

−σc2 + c2
0

(c0

2
+

325

2
c2

)
+ c2

1

(− 19c0 + 123c2

)
+ c2

2

(3

2
c0 +

247

2
c2

)
= 0,

c2
0 + c2

1 + c2
2 = 1.

Учитывая (64), при c1 = 0 получаем систему

(
− σ + 123 +

c2
0

2
+

79

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0, (65)

(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)
c0 +

(
− σ + 123 +

79

2
c2
0 +

c2
2

2

)
c2 = 0, (66)

c2
0 + c2

2 = 1, (67)

а при c1 �= 0 приходим к уравнениям (65), (66),

−σ + 142 − 19(c0 + c2)
2 = 0, (68)

c2
1 = 1 − c2

0 − c2
2. (69)

Рассмотрим случай, когда c1 = 0. Обозначим x = c2
2. Тогда, исключая c0 из (65)-

(67), имеем:
σ2 − 286σ − 1520x2 + 1520x + 20068 = 0, (70)

σ2(x − 1) − σ(x − 1)(78x + 247) +
(
1522x3 + 8109x2 +

11243

2
x − 61009

4

)
= 0. (71)

Из уравнений (70), (71) вытекает, что
(
x − 1

2

)(
− 78(x − 1)σ + 3042x2 + 6590x − 19263

2

)
= 0. (72)

Если x = 1/2, то из уравнения (70) находим

σ
(2)
1 = 142, σ

(2)
2 = 144. (73)

Соответствующие коэффициенты в формуле (53) имеют вид

c
(2)
0,1 =

1√
2
, c

(2)
1,1 = 0, c

(2)
2,1 = − 1√

2
,

c
(2)
0,2 =

1√
2
, c

(2)
1,2 = 0, c

(2)
2,2 =

1√
2
. (74)
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Если же x �= 1/2, то выражая σ из (72) и подставляя его в (70), получаем урав-
нение

x4 − 4x3 +
15971

3042
x2 − 1141

507
x +

1

2704
= 0.

Оно сводится к двум квадратным уравнениям:

(x − 3/2)2 = 0 (75)

и
x2 − x +

1

6084
= 0. (76)

Так как x ∈ [0, 1], то уравнение (75) решений не имеет. В случае уравнения (76)
находим корни

x1 =
1

78(39 + 4
√

95)
, x2 = 1 − 1

78(39 + 4
√

95)
.

Они отвечают значению
σ

(2)
0 = 123 +

19

39
. (77)

Доказана

Лемма 4. Система (65)–(67) разрешима лишь в случае, когда σ имеет вид (73) или
(77).

Перейдем к изучению уравнений (65), (66), (68), (69), которые возникают при
c1 �= 0. Исключая из этой системы σ и c2

1, находим, что(
− 19 +

39

2
c2
0 + 38c0c2 +

117

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0, (78)

(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

117

2
c2
0 + 38c0c2 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0. (79)

Если c0 = c2 = 0, то из (68), (69) следует, что c1 = 1, а σ = 142. Если же c0c2 �= 0, то
условием разрешимости (78), (79) будет равенство

(
− 19 +

39

2
c2
0 + 38c0c2 +

117

2
c2
2

)(
− 19 +

117

2
c2
0 + 38c0c2 +

39

2
c2
2

)
−

−
(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
= 0.

Вследствие симметрии уравнений (78), (79) оно может быть записано в виде

(c0 + c2)
2[38 − 39(c0 + c2)

2] = 0.

Пусть c0 + c2 = 0. Тогда из соотношения (68) находим, что σ
(2)
1 = 142. Этому зна-

чению σ соотвествует однопараметрическое семейство решений (53), коэффициенты
которого имеют вид

c
(2)
0,1 =

sin α√
2

, c
(2)
1,1 = cos α, c

(2)
2,1 = −sin α√

2
. (80)
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Здесь α ∈ R.
В случае, если

(c0 + c2)
2 =

38

39
,

для σ снова получаем значение (77). Ему соотвествует однопараметрическое семей-
ство решений (53), коэффициенты которого имеют вид

c
(2)
0,0 =

1√
39

(√38

2
+
√

10 cos α
)
, c

(2)
1,0 =

2
√

5√
39

sin α, c
(2)
2,0 =

1√
39

(√38

2
−

√
10 cos α

)
.

(81)
Здесь α ∈ R. Отметим, что если σ = σ

(2)
0 и σ = σ

(2)
1 , то построенные выше при c1 = 0

решения системы (65)–(67) содержатся в однопараметрических семействах (81), (80).
Доказана

Теорема 4. При p = 2 собственные значения задачи (31), (32), отвечающие веще-
ственным собственным функциям, имеют вид (4), (77), (73). Соответствующие
собственные функции определяются равенствами (53), (81), (80), (74).

6 Спектральная задача на подпространстве H2.
Комплексные решения

Перейдем к построению комплексных решений системы (60)–(63). В силу замечания
3 мы можем считать, что c1 ∈ R. Поэтому положим

c
(2)
0 =| c0 | eiϕ0 , c

(2)
1 =| c1 |, c

(2)
2 =| c2 | eiϕ2 .

Поделим далее (60) на eiϕ0 , (62) на eiϕ2 и приравняем в уравнениях (60)–(62) к нулю
вещественные и мнимые части. В результате получаем систему

−σ | c0 | +
247

2
| c0 |3 +

1

2
| c0 |2| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0) + 153 | c1 |2| c0 | −

− | c1 |2| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)+ | c2 |2
(343

2
| c0 | +

1

2
| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)

)
−

−30 | c0 || c1 |2 cos2 ϕ0 − 18 | c2 || c1 |2 cos ϕ2 cos ϕ0+

+2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |

2
− 9

2
| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)

)
= 0, (82)

| c1 | {−σ + 153 | c0 |2 +142 | c1 |2 +153 | c2 |2 −
−2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0) − 2 | c0 | cos ϕ0(15 | c0 | cos ϕ0 + 9 | c2 | cos ϕ2)−

−2 | c2 | cos ϕ2(9 | c0 | cos ϕ0 + 15 | c2 | cos ϕ2)} = 0,

−σ | c2 | + | c0 |2
(1

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) +

343

2
| c2 |

)
+

+ | c1 |2
(− | c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) + 153 | c2 |

)
+ | c2 |2

(1

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0)+

+
247

2
| c2 |

)
− 18 | c0 || c1 |2 cos ϕ0 cos ϕ2 − 30 | c2 || c1 |2 cos2 ϕ0+
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+2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
(
− 9

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) +

| c2 |
2

)
= 0, (83)

| c0 |2 + | c1 |2 + | c2 |2= 1, (84)

| c2 | sin (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |2

2
− | c1 |2 +

| c2 |2
2

− 9 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
)
+

+ | c1 |2 sin ϕ0(30 | c0 | cos ϕ0 + 18 | c2 | cos ϕ2) = 0, (85)

| c0 | sin (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |2

2
− | c1 |2 +

| c2 |2
2

− 9 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
)
−

− | c1 |2 sin ϕ2(18 | c0 | cos ϕ0 + 30 | c2 | cos ϕ2) = 0, (86)

| c1 | {| c0 | sin ϕ0(5 | c0 | cos ϕ0 + 3 | c2 | cos ϕ2)+

+ | c2 | sin ϕ2(3 | c0 | cos ϕ0 + 5 | c2 | cos ϕ2)} = 0. (87)

Уравнение (87) здесь можно отбросить, так как оно является линейной комбинацией
(85), (86).

Анализ уравнений (85), (86) показывает, что комплексные решения спектральной
задачи на подпространстве H2 могут существовать в следующих пяти случаях.

1 случай. c1 = 0.
2 случай. | c2 |= 0, | c0 |�= 0, ϕ0 = ±π/2.
3 случай. | c0 |= 0, | c2 |�= 0, ϕ2 = ±π/2.
4 случай. ϕ0 = ϕ2 = ±π/2.
5 случай. | c0 |=| c2 |�= 0, ϕ2 = −ϕ0.
Рассмотрим случай 1. Пусть c1 = 0. Тогда из уравнений (84), (85) следует, что

cos (ϕ2 − ϕ0) =
1

18 | c0 || c2 | . (88)

(При sin (ϕ2 − ϕ0) = 0 снова приходим к вещественным решениям.) Далее подставим
правую часть (88) в (82), (83). В результате получаем систему

| c0 |
{
− σ +

247

2
+ | c2 |2

(
48 − 9

(18 | c0 || c2 |)2

)
}+

+ | c2 |
( 1

12 | c0 || c2 | −
| c2 |

18 | c0 |
)

= 0,

| c0 |
( 1

36 | c0 || c2 | +
| c2 |

18 | c0 |
)
+ | c2 | {−σ+

+
343

2
− 9

(18 | c0 || c2 |)2
+ | c2 |2

(
− 48 +

9

(18 | c0 || c2 |)2

)}
= 0,

| c0 |2 + | c2 |2= 1,

которая сводится к решению следующих уравнений

σ + 48 | c2 |2= 1

18
+

343

2
, σ − 48 | c2 |2= 1

18
+

247

2
. (89)

Из (89) находим, что

σ
(2)
5 = 147 +

5

9
, (90)
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| c0 |=| c2 |= 1√
2
,

и, следовательно,

cos (ϕ2 − ϕ0) =
1

9
.

Таким образом, соответствующие (90) коэффициенты разложения (53) имеют вид

c
(2)
0,5 =

1 ± 4
√

5i

9
√

2
, c

(2)
1,5 = 0, c

(2)
2,5 =

1√
2
. (91)

Остальные случаи рассматриваются аналогично. Во втором случае находим число

σ
(2)
4 = 145 − 1

81
(92)

и коэффициенты

c
(2)
0,4 = ±

√
22i

9
, c

(2)
1,4 =

√
59

9
, c

(2)
2,4 = 0. (93)

В третьем случае находим число (92) и коэффициенты

c
(2)
0,4 = 0, c

(2)
1,4 =

√
59

9
, c

(2)
2,4 = ±

√
22i

9
. (94)

В четвертом случае находим число

σ
(2)
3 = 145 − 1

33
(95)

и коэффициенты

c
(2)
0,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
, c

(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 −√

24i√
66

; (96)

c
(2)
0,3 =

±√
5 −√

24i√
66

, c
(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
. (97)

Наконец, в пятом случае находим два числа (90), (95), а также коэффициенты

c
(2)
0,5 = ±

√
5i

3
√

2
, c

(2)
1,5 =

2

3
, c

(2)
2,5 = ±

√
5i

3
√

2
. (98)

и

c
(2)
0,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
, c

(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 −√

24i√
66

; (99)

c
(2)
0,3 =

±√
5 −√

24i√
66

, c
(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
. (100)

Справедлива

Теорема 5. При p = 2 собственные значения задачи (31), (32), отвечающие ком-
плексным собственным функциям, имеют вид (4), (95), (92), (90). Соответству-
ющие собственные функции определяются равенствами (53), (99), (100), (96), (97);
(93), (94); (91), (98).

Таким образом, в данной работе найдены асимптотические собственные значения
и асимптотические собственные функции для оператора Хартри вблизи верхних гра-
ниц спектральных кластеров. Отметим, что использованные в работе методы носят
общий характер. Они применимы не только в случае оператора Хартри, но и при
изучении более сложных нелинейных уравнений с сингулярными ядрами.
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Дополнение
Данное дополнение содержит доказательство теоремы 1, относящейся к теории спе-
циальных функций. Начнем с асимптотики полинома Лежандра. Поскольку полином
Эрмита имеет вид [23]

Hk(τ) =

[k/2]∑
j=0

(−1)jk!

j!(k − 2j)!
(2τ)k−2j,

где [α] — целая часть числа α, то заменяя в равенстве

d2�−k

dx2�−k
(1 − x2)� = (−1)�

[k/2]∑
j=0

(−1)j�!(2� − 2j)!

(� − j)!j!(k − 2j)!
xk−2j

факториалы по формуле Стирлинга, а также разлагая функцию (1 − x2)(�−k)/2 с
помощью формулы Тейлора, имеем:

P �−k
� (cos θ) =

(−1)k��−k/22�−k+1/2e−�

k!
e−τ2/2

{
Hk(τ)+

+O
(τ 4 + 1

�
Hk(τ)

)
+ O

( | τ |3 +1

�
H ′

k(τ)
)}

.

Здесь τ 4 	 �.
Чтобы найти асимптотику полинома Лагерра, воспользуемся интегральными пред-

ставлениями [23]:

Ls
n(x) =

n!

2πi

∮
|ω|=ρ

e−xω/(1−ω)

(1 − ω)s+1ωn+1
dω, (101)

Hn(x) =
n!

2πi

∮
|z|=R

e2xz−z2

dz.

Здесь ρ < 1, контуры интегрирования ориентированы против часовой стрелки. Делая
в интеграле (101) замену ω = z/

√
� и разлагая далее функции по формуле Тейлора,

имеем:

L2�+1
nr

(
r

εn

)
=

nr!

2πi

∮
|ω|=ρ

e−[2(�−nr−1)+2
√

�s+O(s/
√

�)+O(1/�)]ω/(1−ω)

(1 − ω)2�+2ωnr+1
dω =

=
�nr/2nr!

2πi

∮
|z|=√

�ρ

e−2sz−z2

znr+1

[
1 + O

(
(2nr + 4)z − 2sz2 − 4z3/3√

�

)]
dz =

= �nr/2(−1)nr

[
Hnr(s) + O

( | s |3 +1√
�

Hnr(s)

)
+ O

(
s2 + 1√

�
H ′

nr
(s)

)]
.

Здесь s6 	 �.
Чтобы получить формулу (16), остается разложить функцию r�e−r/(2εn) вблизи

точки r = a и применить к входящим в (13), (14) факториалам формулу Стирлинга.
Теорема доказана.
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SEMICLASSICAL ASYMPTOTICS OF THE HARTREE
OPERATOR SPECTRUM NEAR THE UPPER 
BOUNDARIES OF SPECTRUM CLUSTERS.

ASYMPTOTIC SOLUTIONS
CONCENTRATED NEAR CIRCLE

The eigenvalue problem for the Hartree operator with Coulomb interaction and with a small parameter at the non-
linearity is considered. The asymptotic eigenvalues and eigenfunctions near the upper boundaries of the spectral clus-
ters are calculated. The leading term of expansion is a solution of the two-dimensional oscillator problem near the cir-
cle, where the solution is concentrated.
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Впервые для определения параметров спиновых систем предложен подход совместного использования
двумерной DPFGSE J-спектроcкопии с селективным возбуждением и анализа одномерных спектров ЯМР
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взаимодействия необходимы для корректного описания динамической структуры молекулы.

УДК 544.176, 537.635



         
     –      

   (selJres, SERF, E.COSY – .  [1]    , 
selDPFGSE [2])         [3, 4].  

        
      .    

 , ,    ,  ,   N    
  ½N(N+1) ,    

.       
 ,      

 . 
      . ,   

   1H,1H-E.COSY [1]   ,    
    (    AMX),   , 
        

 .       
   -      

 .      
      (  0.5 ),   
       ,  

       .  
        
   (SERF [1], PFGSE  DPFGSE [2]).  ,  

      [2]  -
       (   

  . 1). 
    ,     

        
  ,      

   .     
  -       -

 ,      G3–S1S2–G4. 
        -
. 

       “Bruker 
AV-600”.     180o    
 1%    35  (     

 ~30 );      .   
    –     

       
.        , 

      .  
      ( .  

. 1).       1  
,  10% (G1, G2)  20% (G3, G4)   

-   ,    . 
      200 .  

       Bruker 
XWINNMR v. 3.5         

      . 

68 Д.А. Чешков, Д.О. Синицын, В.А. Чертков



       (1    
).     (“Bruker AV-600”, TE=300K, . 

2)     AA’BB’CMPX,  A, B, C – -, 
-  -   ; M, P –   H   H , X – 

  .  
  H  (P; =6.75 . .)   ,    

     .  

Двумерная J-спектроскопия с селективным возбуждением и анализ спектров ЯМР 1H... 69

 



70 Д.А. Чешков, Д.О. Синицын, В.А. Чертков

 

 M,   .   H     
 (M; =6.49 . .; 3JMP=15.99 , 3JMX=7.55 , 7JCM= 0.23 ).  

      (X; =9.45 . .; 3JMX=7.55 
, 4JPX= -0.30 ).      P  

  4JPX,      -
  DPFGSE J-      P  X 

( . 3). 
     ( . 4.).   

     VALISA [4].  
          

,    [5].     
     1H,13C-HSQC  1H,13C-HMBC ( -

  nJCH ~ 8 ).      
 : 2, 1, 0.5  0 .   -

     R-  12.3%.  
     . 

 ,      
,     .    -

       ,  -  -
   H      .   

 -       H . -   
   H        H  ( . 

). -      H     H .  
           

    .   ,  
        



Двумерная J-спектроскопия с селективным возбуждением и анализ спектров ЯМР 1H... 71

,         
 J- .       

  -     ,   
     .  
 

 
      (   09-03-00779). 

 
 
Литература 

1.  Eberstadt M., Gemmecker G., Mierke D.F., Kessler H. Scalar Coupling Constants-Their 
Analysis and Their Application for the Elucidation of Structures // Angew. Chem. Int. 
Ed., 1995, 34, 1671-1695. 

2.  Rastrelli F., Bagno A. Selective J-resolved spectra: a double pulsed field gradient spin-
echo approach // J. Magn. Reson., 2006, 182, 29-37. 

 

 
 

 
 

.  

( , . .) 
 ( ) 

Орто8 A,A’ 7.043 

3J
AB

= 7.766; 
4J

AA’
= 1.924; 

4J
AC

= 1.236; 

4J
AP

= 80.541; 
5J

AB’
= 0.612; 

Мета8 B,B’ 7.005 
3J

BC
= 7.461; 

4J
BB’

= 1.384; 

5J
BP

= 0.365; 
6J

BM
= 80.045 

Пара8 C 7.013 
6J

CP
= 80.205; 

7J
CM

=0.228 

H  M 6.489 
3J

MP
= 15.988; 

3J
MX

= 7.551 

H  P 6.763 
4J

PX
= 80.293 

CH=O X 9.451  

Стандартное отклонение КССВ – 0.001 Гц; ширина линии теоретического спектра 0.0860(4) Гц. 

Таблица. Параметры спектра ЯМР 1H коричного альдегида



72 Д.А. Чешков, Д.О. Синицын, В.А. Чертков

Cheshkov D.A.1, Sinitsyn D.O.2, Chertkov V.A.3

1State Scientific Research Institute of Chemistry and Technology of Organoelement
Compounds

2N.N. Semenov Institute of Chemical Physics of Russian Academy of Sciences
3Department of Chemistry, M.V. Lomonosov Moscow State University 

dcheshkov@gmail.com   

Received 19.08.2014

CINNAMIC ALDEHYDE SELECTIVE 2D NMR 
J-SPECTROSCOPY AND 1H SPECTRUM TOTAL

LINESHAPE ANALYSIS

We propose a novel approach for determining spin system parameters using selective two-dimensional DPFGSE
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Статья посвящена проблемам реконструкции начальной стадии внутренней турбулентности (без учета
граничных эффектов), включая математическое опиcание возникновения двухскоростного режима (ката-
строфа Римана–Гюгонио) и перемежаемости.

УДК 517.9

1 Введение
Существующие формы моделирования турбулентности отражают две крайности-
волновую (вибрационная газовая динамика, см. например [1]) и, наиболее распро-
страненную, диффузионную(статистическая) теорию турбулентности [28–31]. Совре-
менные подходы к теоретическому описанию начальной стадии внутренней турбу-
лентности дают результаты, плохо согласуемые с экспериментом. Наша задача, по-
строить реконструкцию начальной стадии турбулентности, промежуточную для этих
двух крайностей, согласующую волновой и диффузионный характер турбулентности.
Был построен математический объект [5]–[6], реконструирующий основные неустой-
чивости процесса и стабилизирующий их обратные связи. Грубо говоря, была по-
строена аналоговая машина для воспроизводства базовых свойств турбулентности.
Ее создание потребовало согласования микро и макро масштабов, волнового и диф-
фузионного процессов. В частности, удалось построить математическую реконструк-
цию начального этапа внутренней турбулентности, зарождение двухскоростного ре-
жима(катастрофы Римана–Гюгонио) и перемежаемости, и предложить возможную
гипотезу, объясняющую их зарождение.



Трудности расчетов таких процессов заключаются в том, что моделирование про-
водится одновременно на нескольких масштабных уровнях. К настоящему време-
ни в экспериментальных исследованиях изучены многие детали начальной стадии
процесса внутренней турбулентности, но общего теоретического представления об
этом процессе пока не существует. Модель, используемая в данной работе, основа-
на на многоскоростной системе уравнений Эйлера, распространение возмущений в
которой приводит к катастрофе Римана–Гюгонио, являющейся причиной возник-
новения двухскоростного режима. Для описания образования флуктуаций плотно-
стий, приводящих к перемежаемости, используется модифицированное уравнение
Кана-Хилларда. Разномасштабность требует значительных вычислительных ресур-
сов. Двумерные расчеты основаны на явных и явно-итерационных алгоритмах, эф-
фективно реализованных на многопроцессорной вычислительной системе.

Современный прогресс технологии связывают, например, в области материало-
ведения с созданием наноматериалов и технологий их производства – нанотехно-
логий. Однако не верно будет утверждать, что об этом классе технологий не было
известно до появления самого термина “нанотехнологии”. К нанотехнологиям отно-
сят, в частности “золь-гель технологии”, отработанной за долго до появления терми-
нов “наноматериалы” и “нанотехнологии”. Методические основы технологии произ-
водства дисперсионно упрочненных сплавов, которые по характерным структурным
параметрам относятся к наноматериалам, начали закладываться академиком С.Т.
Кишкиным, начиная с работ 30-х годов [7]. В то же время появление самих терми-
нов “наноматериалы” и “нанотехнологии” поставило задачу – дать критерий, отли-
чающий эти материалы и технологии от других. С другой стороны, эти термины
поставили вопрос о характерных чертах, объединяющих эти материалы в единый
класс. Ответ заложен в самих терминах: характерный размер структуры больше
микроразмера (размера атомной или молекулярной структуры), но гораздо меньше
макроразмера образца материала (детали, конструкции, изделия). Это – промежу-
точный размер – мезоскопический структурный уровень. Кроме того, введение этих
терминов поставило вопрос об общих теоретических основах производства и эксплу-
атации этих материалов, т.е. потребовалось теоретическое обобщение. Как правило,
“скелет” таких теоретических основ – это математический аппарат, разработанный
для решения специфических задач конкретной области. Понимание множества при-
чин, от которых зависят требуемые свойства материала, заставляет при создании
таких математических моделей учитывать многие факторы, определяющие процес-
сы формирования структур жаропрочных материалов. Этого можно достичь только
используя совместно методы физического (экспериментального) и математическо-
го моделирования. Большая роль в этом отводится методам математического моде-
лирования, которые развиваются бурными темпами благодаря использованию ком-
пьютерных технологий - быстродействующих компьютеров и высокоэффективных
численных методов решения математических задач. В свою очередь в процессе со-
вершенствования математических моделей физических процессов их формулировка
все больше смещается от построений, базирующихся на эмпирических или полуэм-
пирических зависимостях, к моделям, строящихся на физических закономерностях
фундаментального характера, так называемых “первых принципах”. При этом, есте-
ственно, происходит усложнение этих моделей, которое, тем не менее, оказывается
оправданным, во-первых, благодаря развитию методов прикладной математики и
компьютерной техники и, во-вторых, из-за значительной экономии времени и средств
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за счет снижения объема экспериментальных исследований, конструкторской прора-
ботки, стендовых и летных испытаний. В данной работе представлена попытка обоб-
щения термодинамической теории Кана-Хилларда на более широкий класс объектов
по сравнению с тем, для которого она первоначально создавалась - описание про-
цесса спинодального распада сплава [8, 9]. Мезоструктурный масштаб представля-
ет интерес не только для материаловедения. Характерный масштаб турбулентности
(пульсации давления, завихренность по Тейлору и Томсону, моли Прандтля) также
относится к этому структурному, но динамически подвижному, уровню. К объектам
этого же масштаба следует отнести характерные размеры фронта ударной волны и
элементов ее структуры: скачков уплотнения, ударных, энтропийных и релаксацион-
ных слоев. Кроме того, в настоящее время наблюдается повышенный интерес к ме-
тодам управления состоянием гиперзвуковых пограничных слоев, что связано с раз-
работкой перспективных летательных аппаратов с гиперзвуковой крейсерской ско-
ростью. Ламинарно-турбулентный переход приводит к существенному увеличению
сопротивления и сильному локальному нагреву теплонагруженных поверхностей ле-
тательных аппаратов [12, 13]. Проблема увеличения области ламинарного режима
обтекания является одной из важнейших при их проектировании. Все перечислен-
ные системы обладают одним общим свойством: они могут быть охарактеризованы
как неоднородные на промежуточном масштабном уровне. В связи с этим представ-
ляет интерес разработка математического аппарата, фиксирующего “вложенность”
одного структурного уровня в другой. Попытка разработки математического аппа-
рата с иерархической структурой “вложенности” подобного типа была предпринята
нами на примере спинодального распада сплавов [13–14]; эти работы явились про-
должением и развитием работ [5–6], в частности, связанных с обобщением теории
Кана–Хилларада на неизотермический случай.

2 Базовые свойства турбулентности
В этой статье мы продолжим исследование [12, 14, 5, 6] процессов с избыточной энер-
гией. Кратко остановимся на выводах классической теории ударных волн. Течения
жидкостей и газов, наблюдаемые в природных условиях и технических устройствах,
делятся на два сильно отличающиеся друг от друга типа: ламинарные-спокойные,
плавные, регулярные и турбулентные, в которых скорость, давление, температура и
другие гидродинамические величины изменяются хаотично, неупорядоченно не толь-
ко во времени, но и в пространстве. По-видимому, наиболее емкое и содержательное
определение турбулентности принадлежит П.Брэдшоу (1971) [15]: “турбулентность-
это трехмерное нестационарное движение, в котором вследствие растяжения вихрей
создается непрерывное распределение пульсаций скорости в интервале длин волн
от минимальных, определяемых вязкими силами, до максимальных, определяемых
граничными условиями течения. Она является обычным состоянием движущейся
жидкости, за исключением течений при малых числах Рейнольдса”. Существование
резко различающихся ламинарных и турбулентных режимов течения было замечено
еще в первой половине XIX в., но начало теории турбулентности было положено лишь
в конце того же столетия в работах Осборна Рейнольдса (1883) [2, 4]. Изучая усло-
вия перехода ламинарного течения жидкости в трубах в турбулентное, Рейнольдс
установил существование общего критерия динамического подобия течений вязкой
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несжимаемой жидкости, названного впоследствии его именем: Re = (UL)/ν= число
Рейнольдса, где U - и L-характерные масштабы скорости и длины в рассматриваемом
течении, а ν-кинематический коэффициент вязкости (например, для течения в трубе:
U – среднерасходная скорость, L – диаметр трубы). Из опытов Рейнольдса следова-
ло, что существенное влияние на характер течения в трубе оказывают возмущения
на входе в нее. Если число Re достаточно мало, то эти возмущения затухают на неко-
тором расстоянии, а течение в трубе является ламинарным. При достижении числом
Re критического значения (в опытах Рейнольдса Reкр = 2000) возмущения не за-
тухают и движение в трубе становится турбулентным. Наиболее распространенной
является интерпретация числа Рейнольдса как меры относительной значимости сил
инерции и сил вязкости, действующих внутри жидкости. Силы инерции (см. [16]): “ес-
ли они существенно превосходят силы вязкости, что соответствует большим числам
Re, вызывают перемешивание конечных объемов жидкости, движущихся с разными
скоростями. В результате осуществляется передача энергии от крупномасштабных
структур (вихрей) к менее крупным, образующимся за счет потери устойчивости бо-
лее крупных вихрей. Иными словами, крупномасштабные cтруктуры играют роль
аккумуляторов энергии из основного потока. Поглощая энергию основного потока,
эти структуры оказываются сильно анизотропными, завихренными и существенно
отличаются от течения к течению.” Там же [16]: “Основным механизмом генера-
ции энергии турбулентности является деформация структур, представляющая собой
трехмерный процесс, поэтому все развитые турбулентные течения являются трех-
мерными. Посредством нелинейных взаимодействий крупномасштабные структуры
передают часть своей энергии менее крупным структурам и т.д. в результате реали-
зуется так называемый каскадный механизм передачи энергии”. Впервые описание
этого процесса было дано Льюисом Ричардсоном (1922) (см. [2, 4]). Согласно Ричард-
сону каскадный процесс передачи энергии в турбулентном потоке, базирующийся
на представлении о существовании иерархии вихрей, завершается на самых мелко-
масштабных структурах вязкой диссипацией кинетической энергии в тепло. Однако
понимание роли мелкомасштабной турбулентности в процессах турбулентного пере-
носа пришло лишь после опубликования работы Джеффри Тэйлора (1935) [2, 4], в
которой впервые было введено понятие об однородной и изотропной турбулентно-
сти. Основным свойством такой турбулентности является ее слабая зависимость от
индивидуальных особенностей течения (локальная изотропия). В предельном случае
можно говорить об инвариантности свойств изотропной турбулентности относитель-
но любых ортогональных преобразований (параллельных переносов, вращений и т.
д.).

В общей картине гиперзвукового течения рассматривается зона, непосредственно
примыкающую к ударной волне, где наблюдаются явления диссоциации и химиче-
ских реакций, что позволило выделить основные факторы течения, визуализация
которых есть предмет этой статьи, а именно:

1) двухскоростное течение (катастрофа Римана–Гюгонио),
2) образование флуктуаций плотности,
3) перемежаемость (полосчатость), на самой поверхности разрыва возникает рябь

(аналог волны Маренгони),
4) согласование катастрофы Римана–Гюгонио и неустойчивостей, порождающих

образование флуктуаций плотности,
5) при множественности стационарных состояниях переходы по закону “все или

76 Н.Н. Яковлев, Е.А. Лукашев, Е.В. Радкевич



ничего” (переходы вандерваальсовского типа),
6) характерные неустойчивости: срыв струй с фронта ударной волны (аналог тей-

лоровской неустойчивости) и образование вихрей.
Приведем экспериментальное обоснование сформулированных выше базовых фак-

торов течения:
Во-первых, при рассмотрении гофрировочной неустойчивости ударных волн отме-

чается, что: “Произвольное возмущение течения складывается из энтропийно-вихревой
волны и звуковой волны. . . . Возмущение в целом представляется линейной ком-
бинацией возмущений обоих типов” [17] (Теоретическая физика. Гидродинамика,
стр. 472). И далее в том же параграфе (стр. 476): “К происхождению неустойчи-
вости ударных волн . . . можно подойти . . . , рассмотрев отражение от поверхности
разрыва звука, падающего на нее со стороны сжатого газа. Поскольку ударная вол-
на движется относительно газа впереди нее со сверхзвуковой скоростью, то в этот
газ звук не проникает. В газе же позади волны будем иметь, наряду с падающей
звуковой волной, еще и отраженную звуковую и энтропийно-вихревую волны, а на
самой поверхности разрыва возникает рябь (аналог волны Маренгони, см. [14]). Зада-
ча об определении коэффициента отражения по своей постановке близка к задаче об
исследовании устойчивости.” Какой можно сделать вывод – на начальной стадии тур-
булентности образуется два типа возмущения, с разными скоростями перемещения
по газу (звуковые со скоростью звука и энтропийно-вихревые со скоростью потока
газа), что позволяет выдвинуть гипотезу существования на мезоструктурном уровне
двухскоростной гидродинамики, когда разные части газа (инертная часть и флук-
туации уплотнений) обладают разными скоростями относительно неподвижного га-
за, разными коээфициентами переноса, если рассматривать поток этих флуктуаций,
обусловленный градиентом их плотностей.

Как видим, эти факты дают экспериментальное обоснование пункта 1). Как от-
мечается Николис Г., Пригожиным И. [18] – возникновение двухскоростного потока
(двух типов возмущений, с разными скоростями перемещения по газу) можно на-
звать катастрофой Римана–Гюгонио (Николис, Пригожин, стр. 189).

Далее, то, что энтропийно-вихревые возмущения могут рассматриваться как флук-
туации плотности может быть обосновано соответствующим законом сохранения-
законом сохранения циркуляции скорости (теорема Томпсона). Там же в Николис,
Пригожин [18], раздел 8.4., стр. 187, отмечается что возникновение двухскоростного
потока можно интерпретировать, как: “переходы при множественных стационарных
состояниях по закону “все или ничего” и теория катастроф”. Эти факты дают экспе-
риментальное обоснование пункта 5) о переходах вандерваальсовского типа.

Для пояснения напомним, что любое сложное пространственное распределение
скорости можно представить в виде суперпозиции гармонических колебаний. В тур-
булентном потоке длина волны крупномасштабных колебаний сопоставима с харак-
терным линейным размером задачи. Длина волны наиболее мелкомасштабных коле-
баний намного меньше характерных размеров задачи и, что самое главное, умень-
шается по мере роста числа Рейнольдса. Поэтому в рассматриваемой суперпозиции
(т.е. в спектре турбулентности) представлено очень большое число колебаний, длина
волн которых сильно варьируется. Крупномасштабные колебания определяют энер-
гия турбулентности, а мелкомасштабные – ее диссипацию, которая оказывается су-
щественной при всех числах Рейнолдса (т.е. при любой сколь угодно малой вязкости).

Описанная структура потока характерна для многих задач гидродинамики. В
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теории турбулентности фундаментальную роль играют диссипация энергии < ε > и
скалярная диссипация < N >:

< ε >=
1

2
ν(∂xi

u′
j − +∂xj

u′
i)

2, < N >= |∇z|2 (1)
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ν(∂xi

u′
j − +∂xj

u′
i)

2 = ν|ω|2 + 2ν∂xi
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j∂xj
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i, u′ = u − u.

Здесь ui – актуальная скорость; чертой сверху обозначено осредненное ее значение;
штрихом обозначена пульсационная скорость; D, v – коэффициенты диффузии и ки-
нематической вязкости, x – радиус вектор точки в декартовой прямоугольной системе
координат, ω = ∇ · u′ – вектор вихря (завихренность), z – концентрация инертной
примеси (т.е. примеси, не участвующей в химической реакции). По повторяющимся
индексам производится суммирование, а угловые скобки означают осреднение. По-
добно тому, как ε характеризует уменьшение энергии турбулентности из-за вязкости,
скалярная диссипация N описывает, с какой скоростью происходит выравнивание
неосредненных концентрационных неоднородностей из-за молекулярной диффузии.
Следует отметить, что скалярная диссипация и диссипация энергии не зависят от
коэффициентов молекулярного переноса и в ламинарном пограничном слое смеше-
ния между двумя плоскопараллельными потоками. Увеличение числа Рейнольдса
приводит к уменьшению толщины пограничного слоя и соответствующему возрас-
танию градиентов скорости и концентрации. В результате (см. [19]) величины ε и
N остаются в точности неизменными. Такая картина течения наблюдается только
внутри узкого пограничного слоя (толщина слоя стремится к нулю при увеличении
числа Рейнольдса), вне которого процессы молекулярного переноса несущественны,
т.е. ε = N = 0, а характеристики потока описываются уравнениями Эйлера (в ряде
случаев можно использовать предположение о потенциальности течения). Описан-
ная структура потока характерна для многих задач гидродинамики, в том смысле,
что при больших числах Рейнольдса силы вязкости существенны лишь в очень уз-
ких областях, вне которых процессы молекулярного переноса не играет роли, что
определяет перемежаемость областей где силы вязкости существенны и где процес-
сы молекулярного переноса не играет роли.

Аналогичная структура перемежаемости наблюдается и в турбулентном потоке. В
этом случае процессы диссипации также происходят лишь в узких областях. Особен-
ности турбулентного течения проявляются в том, что эти области хаотически пере-
мещаются в пространстве, а значит < ε > и < N >, вообще говоря, зависят от числа
Рейнольдса. Согласно теории Колмогорова–Обухова [2] пространственный масштаб
наиболее мелкомасштабных движений, так называемый колмогоровский или внут-
ренний масштаб турбулентности η = ν3/4 < ε >−1/4. Описанное явление впервые
обнаружено Корсиным [3], [20] и обычно называется перемежаемостью (полосчато-
стью). В настоящее время установлено, что оно характерно для всех турбулентных
течений. Экспериментальные данные и результаты их теоретического анализа ука-
зывают на то, что количественное определение характеристик перемежаемости
связано с рядом принципиальных трудностей.
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3 О возможности расширения подхода Kана
и Хилларда на решение ряда задач
газовой динамики

Эта статья – вторая из триптиха: кристаллизация [23], турбулентность и горение.
Притом, первые два фактора нас интересуют в той специфике, которая связана с
реконструкцией начальной стадии турбулентного диффузионного горения [3]. При
реконструкции начальной стадии кристаллизации бинарных сплавов за базу [23],
описывающую процесс на макроуровне, мы взяли классическую модель механики
сплошных сред-модель Био насыщенной пористой среды и для описания производ-
ства флуктуаций плотности использовали механизм диффузионного расслоения [31,
8, 9], что соответствует экспериментальным свойствам кристаллизации [7].

Как мы отмечали выше, существующие формы моделирования турбулентности
отражают две крайности-волновую (вибрационная гидродинамика) и, наиболее рас-
пространенную, диффузионную (статистическая) теория турбулентности. Наша за-
дача, построить реконструкцию начальной стадии турбулентности, промежуточную
для этих двух крайностей, согласующую волновой и диффузионный характер тур-
булентности, и дать возможное объяснение зарождения двухскоростного режима и
перемежаемости. Для для реконструкции зарождения двухскоростного режима, как
базу макро уровня(для описания волновых свойств процесса), мы используем класси-
ческую модель механики сплошных сред-регуляризацию вязкостью одной из хорошо
известных форм системы Эйлера (2) для смеси [21, 22], когда задана концентрация
примеси. Таким образом, для описания визуализации в гиперзвуковом потоке газа
начальной стадии образования флуктуации плотности концентрации c c разными
скоростями, соответственно скорости газа и флуктуаций плотности (вихрей), мы ис-
пользуем три уравнения макро уровня: уравнения двухскоростной системы Эйлера –
уравнение неразрывности для суммарной плотности и средней скорости и уравнения
для импульсов газа и вихрей. Стандартно введя механизмом, действующим в зоне
ударной волны, вязкость, получим уравнения

∂t� + ∂x(�U) = ε∂2
x�, (2)

∂t((1 − c)�u1) + ∂x((1 − c)�u2
1 + P (c, �)) = ε∂2

xu1,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = ε∂2

xu2,

где �2 = c� – плотность флуктуаций, �1 = (1 − c)� – плотность инертной части газа
и P (c, �) – давление.

Для описания производства флуктуаций плотности также как в [23] использовали
механизм диффузионного расслоения– кинетическое уравнение (3) (для описания
диффузионных свойств процесса). Мы применим расширение [34, 35, 23] подхода
Кана и Хилларда [8, 9] на решение задач газовой динамики. Четвертое уравнение
реконструкции – кинетическое уравнение мезо-уровня, для флуктуаций плотности:

∂t(c�) + ∂x(c�u2) = �K(c, T ), (3)

где K(c, T ) – производство флуктуаций (кинетическое уравнение для флуктуаций),
T – температура. Явление диффузионного расслоения в зоне ударной волны моде-
лируются при помощи производства флуктуаций плотности в уравнении (3) в форме
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“обобщенного химического потенциала” (уравнения Кана–Хилларда [8, 9])

K(c, T ) = ∂x

(D

T
∂xμ
)

(4)

Здесь D – коэффициент макро диффузии, обобщенный химический потенциал

μ = Φ′
c(c, T ) − ε2∂2

xc (5)

При этом коэффициент диффузии, как производная химического потенциала по
составу, может в определенном интервале составов принимать отрицательные зна-
чения (“отрицательная” или “восходящая” диффузия). Потенциал Ван-дер-Ваальса
Φ′

c(c, T ) = 4(c−c+)(c−ccr)(c−c−), c± и ccr – заданные параметры, зависящие от темпе-
ратуры так, что c±, ccr ∈ (0, 1), с симметричным потенциалом Φ(c) = (c−c+)2(c−c+)2,
когда 2ccr = c+ + c−.

Что, в этом случае, позволило выдвинуть такую гипотезу механизма, действу-
ющего в зоне ударной волны?

Процесс горения однородной смеси в турбулентном потоке обычно анализируется
с позиции так называемой “поверхностной” модели, т.е. предполагается, что горение
происходит в тонких фронтах пламени. Турбулентные пульсации, искривляя фронт
пламени, увеличивают его поверхность, а движение фронта пламени по нормали со
скоростью нормального распространения пламени un приводит к уменьшению пло-
щади этой поверхности. Этот процесс должен очевидно, характеризоваться двумя
параметрами: пульсационной скоростью u′ и величиной un. При одинаковых зна-
чениях un и u′ скорость турбулентного распространения пламени uT в “богатых” и
“бедных” смесях оказывается существенно различной. В литературе [37, 38] отмечает-
ся, что при одинаковых значениях скорости нормального распространения пламени
un в богатых смесях водорода и метана с воздухом величина un ниже, чем у бедных.
У пропано-воздушных смесей наблюдается противоположная картина. Отмеченное
обстоятельство естественно связать с поведением эффективного коэффициента моле-
кулярного переноса при изменении состава смеси. В связи с этим напомним, что при
увеличении коэффициента α избытка воздуха эффективный коэффициент молеку-
лярного переноса a(α) в первом случае уменьшается, а во втором возрастает. Такой
эффект обусловлен диффузионным расслоением, т.е. неравенством коэффициентов
диффузии окислителя и горючего.

Наличие диффузионного расслоения особенно наглядно демонстрируется в при-
ближении сильного разбавления [41], когда смеси в большом количестве находится
инертное вещество. Это приближение с хорошей точностью пригодно при анализе
процессов горения углеводородных горючих в воздухе, когда содержание азота в
смеси достаточно велико (порядка 80 процентов). В [40] доказано наличие диффузи-
онное расслоение в сферически симметричном случае.

Качественные соображения о том, что диффузионное расслоение может суще-
ственно влиять на скорость распространения пламени в развитом турбулентном
потоке, содержится в работе [39]. На первый взгляд такие представления кажутся
мало правдоподобными, так как хорошо известно, что структура развития турбу-
лентности и процессы турбулентного переноса практически не зависят от числа Рей-
нольдса и Пекле. Однако следует иметь в виду, что в турбулентном потоке горение
происходит в узких зонах сильно искривленных турбулентными пульсациями. При
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увеличении числа Рейнольдса появляются все более мелкие вихри, которые должны
все сильнее и сильнее искривлять фронт пламени и тем самым увеличивать диффу-
зионное расслоение. Не смотря на то, что механизм этого явления в турбулентном
потоке не вполне ясен, полученные значения эффективного коэффициента молеку-
лярного переноса позволяют обобщать данные измерений скорости турбулентного
распространения пламени uT в турбулентных потоках разных газов. В качестве при-
мера приведем результаты обработки данных [38], которые получены при измерении
uT в сферической бомбе. Турбулентность создавалась вращением мешалок, распо-
ложенных на стенке бомбы. Использовались смеси водорода, метана и пропана с
воздухом.

Процесс горения однородной смеси в турбулентном потоке обычно анализируется
с позиции так называемой “поверхностной” модели, т.е. предполагается, что горение
происходит в тонких фронтах пламени. Турбулентные пульсации, искривляя фронт
пламени, увеличивают его поверхность, а движение фронта пламени по нормали со
скоростью нормального распространения пламени un приводит к уменьшению пло-
щади этой поверхности. Этот процесс должен очевидно, характеризоваться двумя
параметрами: пульсационной скоростью u′ и величиной un. При одинаковых зна-
чениях un и u′ скорость турбулентного распространения пламени uT в “богатых” и
“бедных” смесях оказывается существенно различной. Для объяснения этого факта
в работе [40] сделано предположение, что величина uT также должна зависеть от
толщины δ ламинарного фронта пламени. Эту зависимость удобно характеризовать
с помощью эффективного коэффициента молекулярного переноса a, определяемо-
го как δun. Величина a находится находится путем обработки опытных данных, в
которых измерялись минимальная энергия искрового воспламенения, критический
градиент скорости при проскоке пламени, гасящий диаметр и т.д. Расположение экс-
периментальных точек (для водорода, метана,пропана) вокруг единой кривой свиде-
тельствуют о том, что диффузионное расслоение при горении в турбулентном потоке
можно хорошо описать с помощью введенного коэффициента молекулярного пере-
носа.

Предложенная гипотеза механизма, действующего в зоне ударной волны, опира-
ется на предположение, что существенную роль в формировании флуктуаций плот-
ности играют диффузионное расслоение и возникновение двухскоростного режима
(катастрофа Римана–Гюгонио). Реконструкция этих базовых свойств потока, диф-
фузионной и волновой характеристик потока и их согласование, станет предметом
наших исследований. Как мы покажем ниже, возникновение двухскоростного режи-
ма(катастрофа Римана–Гюгонио) связано с потерей строгой гиперболичности мно-
госкоростной системы Эйлера(волновая природа процесса), в то время как эффект
рождения перемежаемости связан с предположением о существенной роли в фор-
мировании флуктуаций плотности диффузионного расслоения (диффузионная при-
рода процесса). Последнее вводится кинетическим уравнением производства флук-
туаций плотности. Потенциал Φ определяется спинодалями c±(T ), существование
которых следует из утверждения Пригожина, что возникновение двухскоростного
потока можно интерпретировать, как: “переходы при множественных стационарных
состояниях по закону “все или ничего” и теория катастроф” и определяются экспе-
риментом.

Cуммарно (2), (3) дают нестандартную регуляризацию [5] классической системы
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уравнений Эйлера (6) [21, 22]

∂t� + ∂x(�U) = 0 (6)
∂t((1 − c)�u1) + ∂x((1 − c)�u2

1 + P (c, �)) = 0,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = 0,

∂t(c�) + ∂x(c�u2) = 0.

В чем нестандартность регуляризации (2), (3)? Для этих целей мы прежде всего в
системе (6) перейдем к новым переменным (c, �, U, u2), в которых система (6) примет
следующий вид

∂tc + U∂xc − ∂x(c(U − u2) − c(U − u2)�
−1∂x� = 0, (7)

∂t� + ∂x(�U) = 0,

∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �)) + ∂x

( c

1 − c
�(U − u2)

2
)

= 0,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = 0,

Систему (7) будем называть приведенной системой Эйлера. Ее регуляризация (2),
(3) запишется в виде

∂tc + U∂xc − ∂x(c(U − u2) − c(U − u2)�
−1∂x� = K(c, T ), (8)

∂t� + ∂x(�U) = ε∂2
x�,

∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �)) + ∂x

( c

1 − c
�(U − u2)

2
)

= ε∂2
xU,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = ε∂2

xu2,

В дальнейшем, для простоты, мы рассмотрим изотермический случай, когда T =
const, и случай T = P/κ�− температура совершенного газа. Что общего с классикой,
что нет: 1) нестандартность определения слабого решения для приведенной систе-
мы Эйлера связана с тем, что первое уравнение умножаем на тестовую функцию
c(x, t) ϕ(x, t), где ϕ(x, t) ∈ C∞

0 (R2) – бесконечно дифференцируемая функция в R2, с
компактным носителем, в то время как три уравнения для усредненной плотности, U
и u2 стандартно умножаем на тестовые функции ψj(x, t) ∈ C∞

0 (R2), j = 1, 2, 3, соот-
ветственно; 2) есть четыре семейства волн разряжения и четыре семейства устойчи-
вых ударных волн (см. [5]), три семейства устойчивых ударных волн (8) есть поднятие
устойчивых ударных волн усеченной системы Эйлера. Система (2), (3) является ре-
гуляризацией в смысле приведенного выше определения слабого решения, поскольку
правая часть – интегралы∫

R2
+

ε∂x�∂xψ1(x, t)dxdt,

∫
R2

+

ε∂xU∂xψ2(x, t)dxdt,

∫
R2

+

ε∂xu2∂xψ3(x, t)dxdt ⇒ 0,

и ∫
R2

+

D

T
∂xμ∂x

(
c(x, t) ϕ(x, t)

)
dxdt ⇒ 0.

при ε → 0.
На основе, приведенной выше нестандартной регуляризации системы (7) урав-

нений Эйлер с использованием вязкости и введения отрицательной диффузии, мы
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приведем визуализацию самовозбуждающихся режимов для сверхзвукового потока,
с достаточно большим числом Маха. Хорошо известно что система уравнений Эй-
лера имеет много решений. А нет ли среди них решений, естественно отличных от
вязких, которые обладали бы свойствами дальнодействия и самовозбуждения и как
их выделить?

4 Катастрофа Римана–Гюгонио
Начнем с первого пункта: 1) двухскоростное течение (катастрофа Римана–Гюгонио),
реконструкции базовых свойств начальной стадии турболенизации.

Что общего в задаче Римана для приведенной системой Эйлера с классикой, что
нет? Есть четыре семейства волн разряжения и четыре семейства устойчивых удар-
ных волн (см. [5],[6]). Три семейства устойчивых ударных волн (4.3) есть поднятие
устойчивых ударных волн усеченной системы Эйлера

∂t� + ∂x(�U) = 0, (9)

∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �))) + ∂x

( c

1 − c
�(U − u2)

2
)

= 0,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = 0,

Чем интересна усеченная система Эйлера (9)? Система (9) дает пример нестрого ги-
перболической системы законов сохранения, для которых на критическом многообра-
зии (кратных собственных значений) нет полного базиса собственных векторов, есть
присоединенный вектор. Построенные ниже бифуркации критических ударных волн
дают ответ на давно поставленную Лаксом задачу о том, что происходит с ударной
волной, при прохождении ею в фазовом пространстве критического многообразия.
Процесс остается волновым. В фазовой плоскости переменных (�, U, u2) выделяется
множество точек, не достижимых цепочками устойчивых ударных волн и волн раз-
ряжения. Вход в это множество приводит к появлению бифуркации фронта ударной
волны компоненты u2. При любом фиксированном c ∈ (0, 1) при специальном подборе
начальных данных [5],[6] можно получить неклассическое решение задачи Римана, с
бифуркацией фронта ударной волны компоненты в два фронта, когда для переднего
фронта выполнено условие Гюгонио, в то время как для заднего фронта уравнение
для скорости имеет другой характер. Численно такая бифуркация однофронтового
решения для упрощенной усеченной системы

∂t� + ∂x(�U) = 0, (10)
∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �))) = 0,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = 0,

без члена ∂x(
c

1−c
�(U − u2)

2) во втором уравнении (9), получена в [5]. Ниже, мы при-
водим результаты численного моделирования, приведенного в [24]. Рисунок ниже
(Рис.1b) – укрупнение динамики бифуркации фронта устойчивой ударной волны ско-
рости второй компоненты u2:
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Рис.1a Рис.1b

Как показало численное моделирование [24], в фазовой плоскости переменных
выделяется множество точек, не достижимых цепочками устойчивых ударных волн
и волн разряжения. Вход в это множество приводит к появлению бифуркации фрон-
та ударной волны компоненты. При любом фиксированном при специальном подборе
начальных данных можно получить неклассическое решение задачи Римана (так на-
зываемый горбатый кинк), которое представляет катастрофу Римана–Гюгонио. По-
лученные бифуркации, типа многогорбых кинков, имеют сверхзвуковой характер,
связанный с критической скоростью ωcr =

√
4[P ]
c[�]

, большей скорости звука. В общем
случае, для полной усеченной системы (9), бифуркации фронта ударной волны усред-
ненной скорости U и усредненной плотности � имеют тот же профиль (ближайшая
публикация).

5 Согласование неустойчивостей
Теперь перейдем к реконструкции пункта 4) базовых свойств начальной стадии тур-
булентности, а именно: согласование катастрофы Римана–Гюгонио и неустойчиво-
стей, порождающих образование флуктуаций плотности. При исследовании усечен-
ной модели Эйлера мы получили семейства бифуркаций верхнего и нижнего кри-
тический решений, определяемые, при фиксированном значении ω, выбором либо
значения второй скорости ω1 ∈ (0, ω), либо начальной амплитуды ударной волны
флуктуаций – значения a+

0 (см. [5, 23]). Эта многозначность связана с тем, что мы не
описали неустойчивость, рождающую всплеск (a+

0 ) в стадии зарождения бифуркации
для усеченной системы Эйлера. Из численного моделирования(см. [24]) следует, что
в полной приведенной системе это можно отнести на счет неустойчивости константы
c0 в данных Коши концентрации c активной компоненты из области лабильности
уравнения Кана–Хилларда (Рис.2a):
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Рис.2a Рис.2b

Начальный всплеск (Рис.3a) определяется уравнением для концентрации в при-
веденной системе и согласуется с всплеском бифуркации устойчивой однофронтовой
волны u2 (Рис.3b).

Рис.3a Рис.3b

Возникающий промежуток между передним и задним фронтами ударной волны
для u2 заполняется осцилляциями самовозбуждающегося решения (Рис.4b). В об-
щем случае, для полной усеченной системы (9), бифуркации фронта ударной волны
усредненной скорости U и усредненной плотности � имеют тот же профиль

Рис.4a Рис.4b

6 Пережежаемость
Как видим, диссипация энергии ε проходит в зоне биффуркаци, между фронтами
флуктуации скорости u2. Процессы диссипации происходят лишь в узких областях,
что соответствует определению перемежанмости (полосчатости) течения. Этот факт
подтверждает утверждение 4) списка базовых свойств внутренней турбулентности.
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В силу приведенного выше определения слабого решения предельный переход
при [c] → 0 трех семейств ударных волн, определяемых устойчивыми ударными вол-
нами усеченной системы Эйлера, дает три семейства устойчивых ударных волн, для
которых первое приближение c = c0 = const и (�, U, u2) – решение усеченной системы
Эйлера. Регуляризация (8) для многокомпонентной системы уравнений Эйлера, поз-
воляет выделить в ней НЕВЯЗКИЕ решения, описывающие процессы с избыточной
энергией (в мезомасштабе), которые прежде всего характеризуются дальнодействием
и самовозбуждающимися режимами (пример коагуляции, начальной стадии кристал-
лизации сплавов). Нестандартным регуляризациям классических моделей механики
сплошных сред, встречались и ранее (см. [14]).

7 О природе бифуркаций односкоростных
(однофронтовых) решений задачи Римана
усеченной системы Эйлера)

Как мы отмечали выше, основу “странного” поведения решений регуляризации (8)
составляют бифуркации односкоростных (однофронтовых) решений усеченной си-
стемы Эйлера в двухскоростные (двухфронтовые) решения. В статье [6], для упро-
щенной усеченной системы Эйлера (9), приведены результаты, аналитически дока-
зывающие существование бифуркаций односкоростных решений в двухскоростные
решения. Перейдем к исследованию условий существования двухфронтовых реше-
ний усеченной системы Эйлера. Рассмотрим упрощенную усеченную систему

∂t� + ∂x(�U) = 0, (11)
∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �))) = 0,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = 0,

и задачу Римана для V = (�, U, u2)
T системы (11), т.е. задачу Коши с начальными

условиями

V |t=0 =

{
V−, x < 0,
V+, x > 0.

Ее регуляризация вязкостью имеет вид

∂t� + ∂x(�U) = ε∂2
x�, (12)

∂t(�U) + ∂x(�U2 + 2P (c, �))) = ε∂2
xU,

∂t(c�u2) + ∂x(c�u2
2 + P (c, �)) = ε∂2

xu2,

Будем предполагать, что выполнены следующие условия знаков:

[�] < 0, [U ] < 0, [u2] < 0, (13)

а также имеет место уравнение состояния

P (�) = P0�
γ, (14)
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где P0 > 0, γ > 1 – заданные константы. Кроме того, будем предполагать, что имеет
место неравенство

0 < ω1 < ω. (15)

Алгебраическое исследование. Перепишем систему (11) в форме Коши:⎧⎪⎨
⎪⎩

∂t� + U∂x� + �∂xU = 0,

∂tU + 2P ′
�

∂x� + U∂xU = 0,

∂tu2 + c0u2(u2−U)+P ′
c0�

∂x� − u2∂xU + 2u2∂xu2 = 0,

что можно записать в матричном виде:

∂tV + A∂xV = ε∂2
xV, (16)

где

A =

⎛
⎜⎝

U � 0
2P ′
�

U 0
c0u2(u2−U)+P ′

c0�
−u2 2u2

⎞
⎟⎠ .

Собственные значения этой матрицы имеют вид

λ± = U ±
√

2P ′, λ3 = 2u2 (17)

и при � > 0 нарушение строгой гиперболичности происходит на гиперповерхностях

Σ± = {(�, U, u2)|2u2 = U ±
√

2P ′}.
Будем рассматривать окрестность гиперповерхности Σ+ (для Σ− все аналогично).
Обозначим

A± = A− λ±E.

Тогда на критической поверхности Σ+ имеем

A±|Σ+ =

⎛
⎜⎝

∓√
2P ′ � 0

2P ′
�

∓√
2P ′ 0

c0u2(
√

2P ′−u2)+P ′
c0�

−u2

√
2P ′ ∓√

2P ′

⎞
⎟⎠ .

Для матрицы A+|Σ+ получаем, что если выполнено условие жордановости

c0u
2
2 − P ′ �= 0, (18)

то ранг матрицы A+|Σ+ равен двум, т.е. λ+ соответствует жорданова клетка размера
2. Соответствующий собственный вектор ν = (0, 0, 1)T будем называть критическим.
Для матрицы A− собственный вектор, соответствующий нулевому собственному зна-
чению, имеет вид

ν− = (�,−
√

2P ′, α−)T ,

где

α− = −u2 +
u2

2

2
√

2P ′ −
√

2P ′

4c0

.
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Нетрудно показать (см. [5]), что проекция множества нарушения строгой гиперболич-
ности Σ+ на плоскость переменных (U, u2) разделяет плоскость переменных (U, u2)
на две открытых части. Отсюда следует несправедливость теоремы А. Майда [26]
для усеченной системы Эйлера (11).
Устойчивые ударные волны. Решения системы (12) будем искать в виде бегу-

щих волн. Для случая, когда решение имеет один общий фронт, положим

� = �(
x − x∗(t)

ε
), U = U(

x − x∗(t)
ε

),

u2 = u2(
x − x∗(t)

ε
). (19)

Для случая двухфронтового решения положим

� = �(
x − x∗(t)

ε
), U = U(

x − x∗(t)
ε

),

u2 = a(
x − x∗(t)

ε
) + b(

x − x1(t)

ε
). (20)

Обозначим также
ẋ∗(t) = ω, ẋ1(t) = ω1.

Потребуем, чтобы для однофронтовых решений имело место условие стабилизации:

�(±∞) = �±, U(±∞) = U±, u2(±∞) = u2,±,

�̇(±∞) = 0, U̇(±∞) = 0, u̇2(±∞) = 0. (21)

Для двухфронтовых решений условие стабилизации имеет вид

�(±∞) = �±, U(±∞) = U±, a(−∞) = u2,−,

b(−∞) = 0, (a + b)(+∞) = u2,+ (22)

После подстановки вида однофронтового решения (21) в (12) получаем систему ОДУ⎧⎨
⎩

−ω(� − �−) + (�U − �−U−) = �̇,

−ω(�U − �−U−) + (�U2 − �−U2
− + 2(P − P−)) = U̇ ,

−0ω(�u2 − �−u2,−) + c0(�u2
2 − �−u2

2,− + P − P−) = u̇2.
(23)

Проинтегрировав эту систему по и воспользовавшись условиями стабилизации (21),
получаем условия Рэнкина–Гюгонио для однофронтового случая:⎧⎨

⎩
−ω[�] + [�U ] = 0,
−ω[�U ] + [�U2 + 2P ] = 0,
−ω[c0�u2] + [c0�u2

2 + P ] = 0.
(24)

Заметим, что регуляризованная система (12) допускает факторизацию: первые два
уравнения этой системы не содержат неизвестной функции u2. После подстановки
явного вида двухфронтового решения соответствующая первым двум уравнениям
(12) система ОДУ имеет вид{

−ω�̇ + (�U )̇ = �̈,

−ω(�U )̇ + (�U2 + 2P )̇ = Ü .
(25)
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Рассмотрим теперь ОДУ, соответствующее третьему уравнению системы (12). После
подстановки вида двухфронтового решения (20) получаем:

−ωc0(�̇(a + b) + �ȧ) − ω1c0�ḃ + (c0�(a + b)2 + P )̇ = (a + b)̈.

После перегруппировки это уравнение принимает вид

−ωc0(�a)̇ − ω1c0(�b)̇+

+(ω1 − ω)c0�̇b + (c0�(a + b)2 + P )̇ = (a + b)̈. (26)

Аналогично тому, как было получено условие Рэнкина–Гюгонио для однофронтового
решения, получим: ⎧⎨

⎩
−ω[�] + [�U ] = 0,
−ω[�U ] + [�U2 + 2P ] = 0,
−ω[�u2] + (ω − ω1)[b]�− + [�u2

2 + P
c0

] = 0.
(27)

При этом в последнем уравнении мы воспользовались равенством

+∞∫
−∞

�̇(τ)b(τ)dτ = [b]�−,

которое имеет место при условии (13).
Бифуркации критических однофронтовых решений. В этом разделе мы

приведем построение бифуркаций однофронтового решения в двухфронтовое как
возмущение критических однофронтовых решений усеченной системы Бифуркация
реализуется распадом решения на две бегущих волны. Каков сценарий бифуркации?
Задача этого параграфа – найти условия бифуркации однофронтового решения в
двухфронтовое, т.е. природу разветвления фронта ударной волны. Мы покажем ни-
же, что биффуркация возникает как возмущение критических решений (�cr, U cr, ucr

2 ),
исследованных выше. Система (refreg2cut) факторизуется, поэтому исследуем снача-
ла первые два уравнения

−ω(� − �−) + �U − �−U− = �̇, (28)

−ω(�U − �−U−) + �U2 − �−U2
− + 2(P − P−) = U̇

Определим условия Лакса, при которых есть сепаратрисное решение, т.е. существу-
ет пара (�, U), монотонных функций, являющаяся решением системы ОДУ (28) и
удовлетворяющая условиям стабилизации

�(±∞; t) = �±(t), U(±∞; t) = U±(t), (29)
◦
� (±∞; t) = 0,

◦
U (±∞; t) = 0.

c условиями Гюгонио

−ω[�] + [�U ] = 0, (30)
−ω[�U ] + [�U2] = 0
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где ω = ẋ∗. Из условий Гюгонио получаем

ω =
[�U ]

[�]
= U− + �+

[U ]

[�]

В дальнейшем рассматриваем случай, когда [�] < 0, [U ] < 0. Как мы установили
выше, собственные значения усеченной системы

λ1(τ) = U −
√

P ′, λ2(τ) = U +
√

P ′, λ3(τ) = 2u2

Положим λ±
j = λj(±∞). Теперь сформулируем условие Лакса существования сепа-

ратрисного решения системы (усредненных компонент).
Условие устойчивости Лакса (см. [27]). Пусть для ω выполнено неравенство

для ударной волны первого семейства

Условие 7.1 (Условие устойчивости Лакса) Пусть для ω выполнено неравен-
ство для ударной волны первого семейства

λ+
1 < λ+

2 < ω

λ−
1 < ω < λ−

2 (31)

которое определяет интервал устойчивых скоростей ω для ОДУ усредненных па-
раметров (�, U). Условие (31) гарантирует существование стабилизирующегося ре-
шения системы ОДУ (28) для усредненных параметров. Приведем условия, когда
справедливы эти неравенства для скорости ω, определяемой условием Гюгонио. Ес-
ли �, U > 0, [�] < 0, [U ] < 0 и дополнительно справедливо неравенство

�− − 2�+ < 0 (32)

скорость ω, определяемая условиями Гюгонио, удовлетворяет неравенствам (31) усло-
вия Лакса для подсистемы первых двух уравнений (23) усредненных компонент. В
дальнейшем будем считать ω выбранным условием Гюгонио однофронтовой задачи.
Нарушение условия Лакса. Теперь докажем существование двух критических

решений системы ОДУ (12). Пусть в фазовом пространстве ось u2 направлена вверх,
перпендикулярно плоскости усредненных переменных (�, U). Пусть для ω выполнено
неравенство для ударной волны первого семейства

λ+
1 < λ+

2 < ω < λ+
3

λ−
1 < ω < λ−

2 < λ−
3 (33)

который гарантируют существование стабилизирующегося решения системы ОДУ
(12). Здесь возможны два сценария управления устойчивыми ударными волнами (и
их регуляризациями) для получения критических решений системы (12). Одно кри-
тическое решение, которое назовем верхним, получим управлением левым предель-
ным значением (�−, U−, u2,−)⊥, находясь выше верхней ветви критического многооб-
разия Σ+, уменьшая u2,− до первого выхода на критическое многообразие Σ+ в точке
(�cr

+ , U cr
+ , ucr

2,+. Второе критическое решение, которое назовем нижним, получим, если
в фазовой плоскости будем управлять левым предельным значением (�−, U−, u2,−)⊥,
находясь ниже верхней ветви критического многообразия Σ+, и увеличивая u2,− до
первого выхода на критическое многообразие Σ+ в точке (�cr

− , U cr
− , ucr

2,−).
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Теперь отметим, что при выполнении условий: �, U > 0, [�] < 0, [U ] < 0, (32) и

ω2 − 4[P ]

c0[�]
> 0, (34)

для критического значения управления

ucr
2,− =

1

2

(
ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

) )
, (35)

существует монотонно убывающее стабилизирующееся решения системы (12), для
которого (�cr

+ , U cr
+ , ucr

2,+) принадлежат верхней ветви критического многообразия Σ+,
и ucr

2,+ = 1
2
ω. Более того, не существует однофронтовое монотонно убывающее стаби-

лизирующееся решения системы (12), с теми же компонентами (�U), но для которого
u2− < ucr

2,−, отвечающего верхнему критическому решению.
Если же выполнены условия: �, U > 0, [�] < 0, [U ] < 0, (32) и

4[P ]

c0[�]
− ω2 > 0, (36)

для критического значения управления

ucr
2,− =

1

2
ω, (37)

существует однофронтовое монотонно убывающее стабилизирующееся решение си-
стемы (12), для которого левое предельное значение (�cr

− , U cr
− , ucr

2,−) ∈ Σ+, и

ucr
2,+ =

1

2
(ω −

√
|[�]|
�+

(4[P ]

c0[�]
− ω2

)
)

Более того, не существует монотонно убывающее стабилизирующееся решения си-
стемы (12), с тем же компонентами (�U), но для которого u2− > ucr

2,−, отвечающего
нижнему критическому решению. Отметим, что условия (36) справедливо, если

0 < U− <

√
2�+

�−

(
− 1 +

√
4�−
c0�+

) √ [P ]

[�]

О бифуркации верхнего критического решения. Теперь получим бифурка-
цию типа горбатого кинка, как возмущение верхнего критического решения, суще-
ствующего при условии

ω2 − 4c2
s

c0

> 0, ω > ω1 > 0.

В чем природа такой бифуркации? Как мы показали выше, верхнее критическое
решение, которое мы получаем в фазовой плоскости подходом сверху к критиче-
скому многообразию Σ+, если ось u2 направлена вертикально вверх, есть предел
существования классической однофронтовой ударной волны. Попытка опуститься
ниже критического многообразия приводит к распаду классической ударной вол-
ны, однофронтовой, на две–замедление критического решения и со старой скоро-
стью сброс предвестника, с немонотонным отрицательным профилем типа горба-
того кинка. Т.е. мы понижаем правое предельное значение u2,+, опуская его ниже
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критического ucr
2,+(переход каустики). Таким образом, происходит разрядка критиче-

ской (неустойчивой) ситуации посредством двухфронтовых ударных волн. Как ви-
дим, это есть реконструкция: “Произвольное возмущение течения складывается из
энтропийно-вихревой волны и звуковой волны. . . . Возмущение в целом представля-
ется линейной комбинацией возмущений обоих типов” (Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М.).

После подстановки вида двухфронтового решения (20) в систему ОДУ (12) для
u2, вида

u2 = a0(
x − x∗(t)

ε
) + b0(

x − x1(t)

ε
), (38)

получаем третье уравнение системы ОДУ двухфронтовой задачи Римана:

(a0 + b0)̇ = −ωc0(�a0 − �−a−
0 ) − ω1c0(�b0 − �−b−0 )+ (39)

+(ω1 − ω)c0

∫ τ

−∞
�̇b0ds + c0(�(a0 + b0)

2 − �(a−
0 + b−0 )2 + P − P−)̇.

Потребуем выполнения условия

ω2 >
4[P ]

c0[�]
(40)

существования верхнего критического решения. Разложение (38) будем искать как
возмущение верхнего критического решения. Для этого положим b0(x, t) = ucr

2 (x−x1(t)
ε

),
где ẋ1 = ω1, тем самым, ускоряя или замедляя компоненту ucr

2 (τ)− верхнего крити-
ческого решения ОДУ (12), отвечающего скорости фронта ω. Предельные константы
верхнего критического решения:

ucr
2,− =

1

2

(
ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

) )
, ucr

2,+ =
1

2
ω. (41)

Тогда для возмущения a0 получим уравнение

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr
2 − ω)a0 − c0(ω1 − ω)(�ucr

2 − �−ucr
2,−)+

+c0(ω1 − ω)

∫ τ

−∞
�̇ucr

2 ds (42)

с условиями стабилизации

a−
0 = 0, (ȧ0)

− = (ȧ0)
− = 0

В рассматриваемом случае третье условие Гюгонио двухфронтовой задачи запишет-
ся в виде:

�+(a+
0 − ω)a+ − 1

2
(ω − ω1)�±

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

)
= 0. (43)

где плюс или минус в (43) выбираем в зависимости от знака ω1 − ω. Здесь мы ис-
пользовали справедливость соотношения

−ω[�ucr
2 ] + [�(ucr

2 )2] +
1

c0

[P ] = 0,
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для критического управлении ucr
2 . Прежде всего определимся со знаком ω1 − ω. Ис-

следование нулевых изоклин уравнения (42):

a± =
1

2

(
− (2ucr

2 − ω) ±
√

Da

)
, a−

− =

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

)
, a+

− = 0

показывает, что для дискриминанта

Da = (2ucr
2 − ω)2 − 4(ω1 − ω)

�

∫ τ

∞
�̇ucr

2 ds + 4(ω1 − ω)
(
ucr

2 − �−
�

ucr
2,−
)

имеем
D−

a =
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

)
,

D+
a = −4(ω1 − ω)

�+

(
�−ucr

2,− − �+ucr
2,+ +

∫ ∞

−∞
�̇ucr

2 ds
)

> 0(или = 0)

если

Z = ω − ω1 > 0 (44)

Таким образом, мы замедляем верхнее критическое решение и возмущение a0 пред-
вестник. Тогда получили следующую спектральную задачу по параметру Z:

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr
2 − ω)a0 + c0Z(�ucr

2 − �−ucr
2,−) − c0Z

∫ τ

−∞
�̇ucr

2 ds (45)

a−
0 = 0, (ȧ0)

− = (ȧ0)
+ = 0,

(a+
0 − ω)a+ − �−

2�+

Z

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

)
= 0. (46)

Задача состоит в нахождении стабилизирующегося решения уравнения (45). Немоно-
тонное стабилизирующееся решение этой задачи назовем одногорбым кинком, если
его график y = a− стартует из нуля при τ = −∞ и убывает, находясь между нулевы-
ми изоклинами, до пересечения с нижней изоклиной в точке его минимума. Затем,
находясь под нижней изоклиной, возрастает, стабилизируясь к ucr

2,+ при τ → +∞. Со-
ответственно, двугорбым кинком назовем немонотонное стабилизирующееся решение
этой задачи, график y = a− которого стартует из нуля при τ = −∞ и убывает, на-
ходясь между нулевыми изоклинами, до пересечения с нижней изоклиной в точке
его минимума. Затем, находясь под нижней изоклиной, возрастает до пересечения с
ней в точке его максимума. Далее убывает, находясь между нулевыми изоклинами,
и стабилизируется к ucr

2,+ при τ → +∞. В [27] при выполнении условия (32), оценки
(40) и

ω > Z >

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2

s

c0

)
(47)

доказано существование немонотонного решения задачи (4.5), (4.6), с профилем, типа
“одногорбого кинка”.

О реконструкции начальной стадии внутренней турбулентности 93



О бифуркации нижнего критического решения. Исследование биффурка-
ции нижнего критического решения аналогично, приведенному выше для верхнего
критического решения. Бифуркация однофронтового решения в интервале скоростей

4c2
s

c0

− ω2 > 0, ω > ω1 > 0,

рассматривается как возмущения нижнего критического однофронтового решения.
В чем природа такой бифуркации? Как мы показали выше, нижнее критическое
решение, которое мы получаем в фазовой плоскости подходом снизу к критическо-
му многообразию Σ+, если ось u2 направлена вертикально вверх, есть предел суще-
ствования классической однофронтовой ударной волны. Попытка подняться выше
критического многообразия приводит к распаду классической ударной волны, одно-
фронтовой, на две – замедленной критической волной и со старой скоростью сброс
предвестника. Таким образом, происходит разрядка критической (неустойчивой) си-
туации посредством двухфронтовых ударных волн.

8 Критическая волна разряжения (см. [27])
Начнем с волн разряжения в области строгой гиперболичности, когда (�, U, u2) не
принадлежит критическому множеству Σ+ фазового пространства. Из классической
теории каждому собственному вектору соответствует волна разряжения. Действи-
тельно, будем искать волну разряжения в виде

� = �
(x

t

)
, U = U

(x

t

)
, u2 = u2

(x

t

)
. (48)

Подставляя эти равенства в систему уравнений (11) и обозначаяs = x
t
, а точкой –

производную по s, получаем:⎧⎪⎨
⎪⎩

−s�̇ + (�U )̇ = 0,

−s(�U )̇ + (�U2 + 2P )̇ = 0,

−s(�u2)̇ + (�u2
2 + 1

c0
P )̇ = 0,

(49)

Откуда ⎛
⎝ U − s � 0

U2 − sU + 2P ′ 2�U − s� 0
u2

2 − su2 + 1
c0

P ′ 0 2�u2 − s�

⎞
⎠
⎛
⎝ �̇

U̇
u̇2

⎞
⎠ = 0, (50)

и либо
� = const, U = const, u2 = const,

либо вектор (�̇, U̇ , u̇2)
T = Rλ – собственный для матрицы A, а q = λ, соответству-

ющему собственному значению. В дальнейшем фиксируем c0 ∈ (0, 1) и рассмотрим
случай � > 0, U > 0, u2 > 0. Будем считать, что левое состояние находится на
критическом многообразии: (�−, U−, u2,−)T ∈ Σ+. Из алгебраического исследования
системы (49) следует, что на Σ+ матрица A имеет два собственных вектора. В ко-
нусе [�] > 0, [U ] > 0, [u2] > 0, уменьшая значение u2,−, мы выйдем на первую точку
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пересечения прямой � ≡ �−, U ≡ u−, с критической гиперповерхностью Σ+, так что
левое состояние (�−, U−, U2,−) ∈ Σ+ и правое состояние (�+, U+, U2,+) лежит выше Σ+.
Тогда

ucr
2,− =

1

2
(U− +

√
2P ′(�−)).

Для достаточно малого [u2] существует решение системы (49), определяющее часть
волны разряжения между левым (�−, U−, U2,−) и правым (�+, U+, U2,+) состояния-
ми. Это критическая волна разряжения, т.е. существует волны разряжения с левым
(�−, U−, U2,−+ε) и правым (�+, U+, U2,+) состояниями, для сколь угодно малого ε > 0.
Таким образом, мы не можем соединить волной разряжения точки фазового про-
странства, лежащие по разные стороны верхней критической гиперповерхности Σ+

в некоторой малой ее окрестности. Теперь рассмотрим второй случай, когда

0 < u2 <
P ′(0)

c
. (51)

В этом случае получим d�
dm2

> 0, ∀s ∈ R, если

2m2

�
− m1

�
−

√
2P ′ < 0,

т.е. λ1 < λ3 < λ2 (под верхней гиперповерхностью Σ+ критического многообразия).
Здесь m1 = �U,m2 = �u2. В конусе [�] > 0, [m1] > 0, [m2] > 0, увеличивая значение
u2,+, мы выйдем на первую точку пересечения прямой � ≡ �+, U ≡ U+, с критиче-
ской гиперповерхностью Σ+, так что правое состояние (�+, U+, u2,+)T ∈ Σ+ и левое
состояние (�−, U−, u2,−)T лежит ниже Σ+. Тогда

ucr
2,+ =

1

2
(U+ +

√
2P ′(�+)).

Для достаточно малого [u2] существует решение системы (49), определяющее часть
волны разряжения между левым (�−, U−, u2,−)T и правым (�+, U+, u2,+)T состояния-
ми. Это критическая волна разряжения, т.е. существует волны разряжения с правым
(�+, U+, u2,+−ε)T и левым (�−, U−, u2,−)T состояниями, для сколь угодно малого ε > 0.
Таким образом, и в этом случае мы не можем соединить волной разряжения точки
фазового пространства, лежащие по разные стороны верхней критической гиперпо-
верхности Σ+ в некоторой малой ее окрестности.

9 Бифуркация верхней критической волны
разряжения

Будем считать, что левое состояние находится на критическом многообразии
(�−, U−, u2,−)T ∈ Σ+, c = const. Положим s± = λ2(U

±, �±). Тогда, как мы форму-
лировали выше, существует верхняя критическая волна разряжения. В случае

ω < s− = U− +
√

2P ′(�−).

О реконструкции начальной стадии внутренней турбулентности 95



В переменных �,m1 = �U,m2 = �u2 система (49) запишется в виде

−s�̇ + (m1)̇ = 0, (52)(
− s +

2m1

�

)
ṁ1 +

(
2P ′(�) − m2

1

�2

)
�̇ = 0,

(
− s +

2m2

�

)
ṁ2 +

(
− m2

2

�2
+

P ′(�)

c

)
�̇ = 0.

Рассмотрим возмущение верхней критической волны разряжения

� = �(
x

t
) + A(1 − θ)(x − ωt), m1 = m1(

x

t
) + B(1 − θ)(x − ωt),

m2 = mcr
2 (

x

t
) + β(1 − θ)(x − ωt),

где (�(x
t
),m1(

x
t
),mcr

2 (x
t
))T – критическая волна разряжения. Для достаточно малого

[�] > 0 существует возмущение верхней критической волны разряжения, так что

β = �−(ω − 2ucr
2,−) < �−(s− − 2ucr

2,−) < 0.

Доказательство смотри в [25]. Там же приведено доказательство существования би-
фуркации нижней критической волны разряжения.

10 Выводы
Какие можно сделать выводы? Как мы отмечали выше, cуществующие формы мо-
делирования турбулентности отражают две крайности-волновую (вибрационная га-
зовая динамика, см. например [1]) и, наиболее распространенную, диффузионную
(статистическая) теорию турбулентности [2–4]. В тоже время, эксперимент показы-
вает, что турбулентность есть сочетание и взаимодействие двух факторов-волнового
и диффузионного. Существование двух типов возмущений, с разными скоростями
перемещения по газу (звуковые со скоростью звука и энтропийно-вихревые со ско-
ростью потока газа) позволяет выдвинуть гипотезу существования на мезострук-
турном уровне двухскоростной гидродинамики, когда разные части газа обладают
разными скоростями относительно неподвижного газа, разными коэффициентами
переноса, если рассматривать поток этих флуктуаций, обусловленный градиентом
их плотностей(точнее химическим потенциалом). То, что энтропийно-вихревые воз-
мущения могут рассматриваться как флуктуации плотности может быть обоснова-
но соответствующим законом сохранения-законом сохранения циркуляции скорости
(теорема Томпсона). Очевидно, что это волновые характеристики процесса. В осно-
ве классической гидродинамики лежит система Эйлера, регуляризованная за счет
моделирования вязкости и турбулентости. Как мы показали–переход при больших
числах Рейнольдса от односкоростной модели к двухскоростной связан с потерей
строгой гиперболичности системы Эйлера. Двухскоростная модель возникает по той
причине, что в общем положении потеря строгой гиперболичности связана с появле-
нием двукратных корней дисперсионного уравнения. Все полученные эффекты есть
внутренние свойства самой системы Эйлера, связанные со структурой собственного
пространства на критических многообразиях (появление присоединенных векторов).
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Построенные выше бифуркации критических ударных волн дают ответ на давно по-
ставленную Лаксом задачу о том, что происходит с ударной волной, при прохождении
ею в фазовом пространстве критического многообразия. Процесс остается волновым.
Попытка опуститься ниже критического многообразия приводит к распаду класси-
ческой ударной волны, однофронтовой, на две – замедление верхнего критического
решения и со старой скоростью сброс предвестника, с немонотонным отрицатель-
ным профилем. Таким образом, происходит разрядка критической (неустойчивой)
ситуации посредством двухфронтовых ударных волн.

Теперь отметим (см. [3]), что в газе наряду с падающей звуковой волной, еще име-
ем и отраженную звуковую и энтропийно-вихревую волны (а на самой поверхности
разрыва возникает рябь (аналог волныМерангони (см. [13]). Согласуясь с результата-
ми [3], можно утверждать, что в двумерном случае, бифуркация критической устой-
чивой ударной волны приведет к перемежаемости (полостчатой структуре), затем
на самой поверхности разрыва возникнет рябь аналога волны Мерангони (см. [13]),
которая породит срывающиеся с фронта ударной волны струи(аналог дендритов в
кристаллизации (см. [13])). Как видим, это уже факторы сочетания волновых и диф-
фузионных свойств процесса. Можно выдвинуть гипотезу, что в двумерном случае
бифуркация критической волны разряжения [18] приведет к образованию вихрей.
Оба эти утверждения имеют отношение к реконструкции пункта 6) базовых свойств
внутренней турбулентности. Проведенные исследования дают надежду, что природа
построенных бифуркаций имеет общий характер.
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ON THE RECONSTRUCTION TO THE INITIAL
STAGE OF INNER TURBULENCE

The mathematical inner turbulence model describing structure formations in instability zones are proposed and
justified. The constructed mathematical object reproduces the basic process instabilities and their stabilization
inverse relations, that requires the agreement of micro and macro scales, wave and diffusion processes. The birth of
two-speed flow (the Riemann–Hugoniot catastrophe) and the alternation origin(band flow) are discribed. Physical
interpretation and numerical analysis are discussed.
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Информация и правила для авторов   

Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:
НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -
трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель
из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -
ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -
же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим
проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -
лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -
ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние
по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -
де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -
ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть
крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных
на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во
Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это
увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -
ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -
те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -
лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные
со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -
ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -
т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -
ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как
правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -
ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны
ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -
лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -
ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей
на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.
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По ря док пред став ле ния ста тей
� В ре дак цию из на чаль но пред став ля ют ся:

�� файл статьи, файлы с иллюстрациями;
�� со про во ди тель ное пись мо, мож но в элек трон ной фор ме, со дер жа щее све де ния об

объ еме ста тьи и обо всех ав то рах (фа ми лии, име на, от че с т ва, пол ные на зва ния
мест ра бо ты, поч то вый ад рес с ин дек сом, но мер кон такт но го те ле фо на с ко дом
го ро да, элек трон ный ад рес ав то ра, от вет ствен но го за пе ре пи с ку с ре дак ци ей);
пред поч ти тель но, что бы это пись мо бы ло вы пол не но на блан ке уч реж де ния, в ко -
то ром ра бо та ет кто-то из ав то ров, бы ло за ве рен ное пе ча тью и со дер жа ло ут вер -
жде ние о воз мож но с ти от кры то го опуб ли ко ва ния ста тьи;

�� файл с пе ре во дом на ан г лий ский язык на зва ния ста тьи, фа ми лий и ини ци а лов ав -
то ров, аннотации, ключевых слов.

� Ав тор ские фай лы мо гут быть при сла ны на элек трон ный ад рес: papers@nano-journal.ru;
(резервный адрес в случаях затруднений с пересылкой: nano@miem.edu.ru) или пе ре -
да ны в ре дак цию на лю бом элек трон ном но си те ле. Ав то ры по лу ча ют из ре дак ции
под твер жде ние о по лу че нии их ма те ри а лов. 

� Те ле фон (факс) ре дак ции: +7 (495) 916-8876. Ад рес ре дак ции: Мос к ва 109028,
Б. Трех свя ти тель ский пер., 3/12, Мо с ков ский ин сти тут элек тро ни ки и ма те ма ти ки
(МИ ЭМ), комн. 449.

Об щие тре бо ва ния к пред став ля е мым фай лам 
� До пу с ка ет ся ис поль зо ва ние тек с то вых ре дак то ров WORD  и  LATEX.

К  рабочим фай лам  долж на быть при ло же на их pdf-ко пия.  В на зва нии фай лов ис поль -
зу ет ся ла тин ский ал фа вит, про бе лы за ме ня ют ся зна ком _. Шап ка ста тьи со дер жит на -
зва ние, ини ци а лы и фа ми лии ав то ров, ме с то ра бо ты, элек трон ный ад рес, крат кую ан -
но та цию, клю че вые сло ва. В ан но та ции не сле ду ет ис поль зо вать фор му лы и ссыл ки на
текст ра бо ты или спи сок ли те ра ту ры; в кон це она долж на со дер жать ин декс УДК 
(к ан г лий ской вер сии ан но та ции мож но до ба вить ин дек сы за ру беж ных ру б ри ка то ров).

� Объ ем крат ких со об ще ний 4-8 стра ниц, ис сле до ва тель ских ста тей, как пра ви ло, до
20 стра ниц, а об зо ров – более 20 стра ниц. Верх няя гра ни ца со гла су ет ся с ред кол ле -
ги ей. При под сче те объ ема нуж но ори ен ти ро вать ся на стра ни цы фор ма та А4, шрифт
12, зна ков в стро ке 80, ин тер ва лов меж ду стро ка ми 1.

� Ав то ры не долж ны зло упо т реб лять со кра ще ни я ми, со став лен ны ми из за глав ных на -
чаль ных букв тер ми нов. Пред поч ти тель ней каж дый раз ис поль зо вать пол ное на име -
но ва ние объ ек та. Воз мож но ис поль зо ва ние толь ко ус то яв ших ся аб бре ви а тур. 

Тре бо ва ния к фай лам Word
� Ре ко мен ду е мый шрифт – Times New Roman. 
� Стро ки в пре де лах аб за ца не долж ны раз де лять ся сим во лом воз вра та ка рет ки (Enter). 
� Нель зя ис поль зо вать ав то ма ти че с кое со зда ние сно сок, ав то ма ти че с кий пе ре нос или

ав то ма ти че с кий за прет пе ре но сов, со зда ние спи с ков, ав то ма ти че с кий от ступ и т.п. 
� Ссыл ки на спи сок ли те ра ту ры да ют ся ци ф ра ми в ква д рат ных скоб ках: [1], [5,6,7], 

[1-9].
� Все без ис клю че ния фор му лы и обоз на че ния раз мер но с ти, да же со сто я щие из од ной

ла тин ской бу к вы, и в тек с те и вы не сен ные в от дель ную стро ку, все г да на би ра ют ся
в фор муль ном ре дак то ре и ни ко г да – в обыч ном тек с то вом ре дак то ре.



Наноструктуры. Математическая физика и моделирование, 2014, том 11, № 1 103

� При со зда нии таб ли цы ре ко мен ду ет ся ис поль зо вать воз мож но с ти Word или MS
Excel. Таб ли цы, на бран ные вруч ную (с по мо щью боль шо го чис ла про бе лов), не при -
ни ма ют ся. 

Тре бо ва ния к ил лю с т ра ци ям 
� Иллюстрации представляются в отдельных файлах, черно-белыми. Они должны

иметь разрешение не менее 600 dpi.
� Фор ма ты фай лов – TIFF, EPS, PSD, JPEG. 

Тре бо ва ния к спи с ку ли те ра ту ры 
� Ф.И.О. ав то ров или ре дак тров вы де ля ют ся кур си вом.  
� Для ста тей при во дит ся на зва ние. На зва ния от де ля ют ся от вы ход ных дан ных зна ком

//. Рас по ло же ние вы ход ных дан ных ука за но на об раз це ни же. Но мер то ма вы де ля ет -
ся жир ным шриф том, но мер вы пу с ка да ет ся в скоб ках. Ука зы ва ют ся но ме ра пер вой
и по след ней стра ниц ста тьи, ли бо уни каль ный но мер ста тьи и ее объ ем. Для книг же -
ла тель но ука зы вать их объ ем. Ес ли из ве ст на ссыл ка на элек трон ный ар хив или сайт,
то ее же ла тель но ука зать. 

Фа ми лия И.О. На зва ние ста тьи // Назв. журн., 2000, 1 (1), 1-6.

Family F.M. and Family F. Title of the paper // Name of the Jornal, 2006, 73, 165313, 9 pp.

Фамилия И.О., Фамилия И.О. На зва ние кни ги // На ука, С.-П., 1999, 176 стр.

Family F.M. Title of the paper // In book: Family F.M. (еt al. eds), Title of the collection,
Publisher, Boston, 2005, 9-24.

Family F.M. (ed.), Title of the collection // Publisher, N.Y., 2005, 324 pp.

Фа ми лия И.О. На зва ние до кла да // До клад на кон фе рен ции «На зва ние кон фе рен ции 

(ме с то и да та про ве де ния)»; ссыл ка на элек трон ный рес урс.
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