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Аннотация

Это вторая часть статьи. Здесь модель общего характера, построенная в
первой части, использована для построения моделей ценообразования в част-
ных случаях одномерного неполного конечного рынка и рынка с компактным
носителем.
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Введение

Это вторая часть статьи. Здесь модель общего характера, построен-
ная в первой части, использована для построения моделей ценообразова-
ния в частных случаях европейского опциона, обращающегося на одно-
мерном неполном конечном рынке и на (1, S)-рынке с компактным носи-
телем (в обоих случаях — с дискретным временем и без транзакционных
издержек). Результаты приведены в параграфах 5 и 6. Так, в парагра-
фе 5 построены суперхеджирующий и минимаксный портфели для евро-
пейского опциона, обращающегося на неполном конечном (1, S)-рынке,
заданном соотношением (1). Рекуррентное соотношение (5) из теоремы 1
первой части статьи (т.е. [3]) позволило установить, что верхнее гаранти-
рованное значение в этом случае является марковской случайной функ-
цией (теорема 16), и найти явные формулы для переходных вероятностей
за один шаг случайной последовательности (1) относительно "наихуд-
шей" меры Q∗. В параграфе 6 приведен пример расчета европейского
опциона на неполном одномерном компактном (1, S)-рынке.

§5. Минимаксный хеджирующий портфель на конечном
неполном (1, S)-рынке
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Цель этого параграфа заключается в построении минимаксного
хеджирующего портфеля европейского опциона на конечном (1, S)-
рынке, т.е. в этом параграфе предполагается, что относительно базовой
меры P динамика доходности рисковых активов описывается последо-
вательность независимых в совокупности и одинаково распределенных
случайных величин, принимающих конечное число значений.

5.1. В этом разделе дано описание конечного (1, S)-рынка.
Пусть задан стохастический базис

(
Ω,F , (Ft)t∈N0

,P
)
. Будем предпо-

лагать, что
{
St,FSt

}
t∈N0

есть одномерная последовательность случайных
величин, заданных на

(
Ω,F , (Ft)t∈N0

,P
)
, таких, что для любого t ∈ N0

последовательность допускает представление

St = St−1 (1 + ρt) , St|t=0 = S0 > 0, (1)

где S0 не случайно, а {ρt}t∈N1
— последовательность случайных вели-

чин. В теории финансов ρt интерпретируется как доходность рискового
актива в момент времени t ∈ N1. Пусть 0 < S0 ≤ c5. Будем также предпо-
лагать, что последовательность {ρt}t∈N1

удовлетворяет следующим усло-
виям.

Conditions (ρ):
1) {ρt}t∈N1

— это последовательность независимых в совокупности и
одинаково распределенных случайных величин;

2) при любом t ∈ N1 случайная величина ρt принимает значение в
Γ , {a1, . . . , al} с вероятностями p1, . . . , pl, где pi = P (ρt = ai), i = 1, l;
причем

а) 2 ≤ l <∞;
б) inf

1≤i≤l
ai > −1, sup

1≤i≤l
ai <∞;

в) не существует i ∈ {2, . . . , l} такого, что ai = 0;
г) найдутся такие j, k ∈ {1, . . . , l}, что aj < 0, ak > 0.
Из условий (ρ) вытекает, что
1) ρt есть l-значная случайная величина с мультиномиальным рас-

пределением и допускает представление

ρt =
l∑

i=1

ai1{ρt=ai},

где 1{ρt=ai} =

{
1, ρt = ai
0, ρt 6= ai

;

2) без потери общности можно предполагать, что −1 < a1 < a2 <
· · · < al <∞;
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3) при любом t ∈ N0 случайная величина St > 0;
4) последовательность {St}t∈N0

, заданная рекуррентным соотноше-
нием (1) является однородной марковской цепью относительно базовой
меры P.

5.2. В дальнейшем нам потребуются следующие обозначения и заме-
чания.

Ясно, что заданный (1, S)-рынок без транзакционных издержек яв-
ляется неполным при l ≥ 3.

Пусть последовательность {ρt}t∈N1
удовлетворяет условиям (ρ), а <dN,l

— вероятностные меры, заданные на траекториях этой последователь-
ности. Очевидно, что <dN,l 6= ∅. Для любых P и Q ∈ <dN,l определим
pi , P (ρt = ai), qi , Q (ρt = ai).

Conditions
(
<dN,l

)
:

1) относительно любой меры Q ∈ <dN,l случайные величины {ρt}t∈N1

независимы в совокупности и одинаково распределены;
2) если P,Q ∈ <dN,l, то для любого i ∈ {1, ..., l}: 0 < pi < 1, 0 < qi < 1,

а
l∑

i=1

pi =
l∑

i=1

qi = 1.

Тогда производная Родона-Никодима вероятностной меры Q относи-
тельно вероятностной меры P может быть записана так (см. [6]):

dQ

dP
(ρ1, . . . , ρN) =

l∏
j=1

(
qj
pj

) N∑
t=1

1{ρt=aj}
.

Отметим, что в рассматриваемом случае <dN,l — выпуклое слабо ком-
пактное множество.

Пусть ϕ : R+ → R1 является ограниченной борелевской функцией,
обозначаемой ϕ (x). Мы предполагаем, что функция выплаты имеет вид
ϕ (SN) = ϕ (x) |x=SN .

В этом параграфе рассматривается проблема построения минимакс-
ного хеджирующего портфеля для европейского платежного обязатель-
ства ϕ (SN) с горизонтом N на описанном неполном конечном (1, S)-
рынке.

Легко видеть, что теоремы 10–15 из [3] в данном случае справедли-
вы. Значит, существует вероятностная мера Q∗l , относительно которой
рассматриваемый (1, S)-рынок является "наихудшим" полным. Тем не
менее, из результатов [3] не следуют непосредственно явные формулы
для вероятности перехода за один шаг последовательности (St,Ft)t∈N0

относительно меры Q∗. Чтобы получить такие формулы и построить
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минимаксный хеджирующий портфель, необходимо исследовать рекур-
рентное соотношение (5) из [3] с учетом сделанных выше предположений.

5.3. В этом разделе мы исследуем рекуррентное соотношение (5) из [3]
с учетом приведенных выше предположений и сделанных замечаний.

Через V l

t обозначим FSt -измеримую случайную величину

V
l

t , inf
γNt+1∈DNt+1

sup
Q∈<dN,l

EQ

[
exp

{
ϕ (SN)−

N∑
i=t+1

γi∆Si

}
|FSt

]
. (2)

Рассуждая аналогично тому, как это было сделано при доказательстве
теоремы 1 из [3], можно показать, что в рассматриваемом случае после-
довательность

{
V
l

t,FSt
}
t∈N1

удовлетворяет рекуррентному соотношению

 V
l

t−1 = inf
γ∈Dt

sup
Q∈<dN,l

EQ
[
V
l

te
−γSt−1ρt|FSt−1

]
V
l

t|t=N = eϕ(SN ).

(3)

Следующее утверждение является основным в этом разделе.

Т е о р ем а 16 Пусть последовательность
{
St,FSt

}
t∈N0

удовлетворя-
ет рекуррентному соотношению (1) и выполнены условия (ρ) и

(
<dN,l

)
, а

ϕ (x) — ограниченная борелевская функция. Предположим также, что
V
l

t, определенные формулой (2), удовлетворяют рекуррентному соот-
ношению (3).

Тогда справедливы следующие утверждения.
1) Dt = R1 для любого t ∈ N0.
2) Существует борелевская функция V l

t (x), действующая из N0×R+

в R+, и такая, что для любого t ∈ N0: V
l

t = V
l

t (x) |x=St.
Кроме того, для любых t ∈ N1 и x ∈ R+ функция V l

t (x) удовлетво-
ряет рекуррентному соотношению

V
l

t−1 (x) = inf
γ∈R1

sup

0 < qi < 1, i = 1, l,
l∑

i=1

qi = 1

(
l∑

i=1

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxaiqi

)

V
l

t|t=N = eϕ(x)

.

(4)

4



Дока зат ельст во т ео р емы 16. 1) Докажем сначала, что
для любого t ∈ N1 множество Dt = R1. Достаточно показать, что для
любых t ∈ N1 и γ ∈ R1

sup
Q∈<dN,l

EQ
[
V
l

te
−γSt−1ρt |FSt−1

]
<∞. (5)

Отметим, что: а) из sup
x∈R1

|ϕ (x)| ≤ c6, где c6 > 0 — константа, следует

для любого t ∈ N0, что
0 < V

l

t ≤ ec6 . (6)

Обоснование, приведенное при доказательстве неравенства (52) в [3] (см.
доказательство теоремы 2 в [3]), применимо и для (6). Поэтому доказа-
тельство (6) опущено.

б) Из представления (1) следует, что для любого t ∈ N0 случайная
величина St представима в виде

St = S0

t∏
i=1

(1 + ρi) . (7)

Если Fρt , σ {S0, ρ1, . . . , ρt}, то (7) означает, что для любого t ∈ N1:
FSt = Fρt . Далее, в силу (7) и условий (ρ) для любого t ∈ N0 найдется
константа c7 > 0 такая, что

0 < St ≤ c5 (1 + al)
t ≤ c7. (8)

Рассмотрим EQ
[
V
l

te
−(γ,∆St)|FSt−1

]
, где t ∈ N1, Q ∈ <dN,l, а γ ∈ Dt

произвольно. Применив лемму Дынкина-Евстигнеева [2], получим

0 ≤ EQ
[
V
l

te
−γSt−1ρt|FSt−1

]
= EQ

[
V
l

te
−γxρt |FSt−1

]∣∣∣
x=St−1

. (9)

Поскольку {ρt}t∈N1
— семейство независимых в совокупности случайных

величин относительно любой меры Q ∈ <dN,l, то в силу (6) и (9), а также
условий (ρ) получим, что для любых t ∈ N1 и x, γ ∈ R1, справедливо
неравенство

EQ
[
V
l

te
−γxρt |FSt−1

]
≤ ec6EQ

[
e−γxρt |FSt−1

]
= (10)

= ec6EQe−γxρt = ec6
l∑

i=1

e−γxaiqi ≤ ec6le|γ||x|al <∞.
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Формула (10) и условия (ρ) дают неравенство (5) при любом γ ∈ R1.
Поэтому для любого t ∈ N1 получили Dt = R1.

2) Докажем теперь, что V
l

t является марковской случайной функ-
цией, т.е. что существует борелевская функция V l

t (x), действующая из
N0×R+ в R+, и такая, что для любого t ∈ N1 имеет место представление
V
l

t = V
l

t (x) |x=St . Сделаем для этого несколько вспомогательных заме-
чаний. Раз V l

t является FSt -измеримой, то из теоремы Бореля следует,
что для любого t ∈ N0 существует борелевская функция Ṽt (x0, . . . , xt),
действующая из (R+)

t+1 в R+, где xi ∈ R+, i = 0, t, и такая, что

V
l

t = Ṽt (x0, . . . , xt)
∣∣
xi=Si i=0,t .

Тогда из (1), леммы Дынкина-Евстигнеева [2] и условий (ρ) следует, что
для любых t ∈ N1, Q ∈ <dN,l и γ ∈ Dt справедливы соотношения

EQ
[
V
l

te
−γSt−1ρt|FSt−1

]
= EQ

[
Ṽt (S0, . . . , St−1, St) e

−γSt−1ρt |FSt−1

]
=

= EQ
[
Ṽt (S0, . . . , St−1, St−1 (1 + ρt)) e

−γSt−1ρt |FSt−1

]
=

= EQ
[
Ṽt (x0, . . . , xt−1, xt−1 (1 + ρt)) e

−γxt−1ρt |FSt−1

]∣∣∣
xi=Si i=0,t−1

=

= EQ
[
Ṽt (x0, . . . , xt−1, xt−1 (1 + ρt)) e

−γxt−1ρt
]∣∣∣
xi=Si i=0,t−1

=

=
l∑

i=1

Ṽt (x0, . . . , xt−1, xt−1 (1 + ai)) e
−γxt−1aiqi

∣∣∣∣∣
xi=Si i=0,t−1

=

=
l∑

i=1

Ṽt (S0, . . . , St−1, St−1 (1 + ai)) e
−γSt−1aiqi. (11)

В свою очередь, из (11) получаем для любых t ∈ N1 и γ ∈ Dt

sup
Q∈<dN,l

EQ
[
V
l

te
−γSt−1ρt |FSt−1

]
= (12)

= sup
0 < qi < 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

Ṽt (S0, . . . , St−1, St−1 (1 + ai)) e
−γSt−1aiqi.
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С учетом сделанных выше замечаний и (12), формулу (3) можно пере-
писать следующим образом:

Ṽt (S0, . . . , St−1) =

= inf
γ∈R1

sup
0 < qi < 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

[
Ṽt (S0, . . . , St−1, St−1 (1 + ai)) ×

×e−γSt−1aiqi
]
.

Покажем теперь, что V l

t — марковская случайная функция. Для на-
чала докажем, что для любого t ∈ N0 существует борелевская функция
V
l

t (x) со значениями в R+, обозначаемая V
l

t (x), и такая, что V l

t (St) ,

V
l

t (x) |x=St удовлетворяет рекуррентному соотношению (13). Воспользу-
емся методом обратной индукции. Поскольку V

l

t|t=N = eϕ(SN ), то для
t = N утверждение верно.

Предположим, что V
l

t = V
l

t (St). Требуется доказать, что V
l

t−1 =

V
l

t−1 (St−1). Из рекуррентного соотношения (13) имеем

V
l

t−1 = inf
γ∈R1

sup
0 < qi < 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

V
l

t (St−1 (1 + ai)) e
−γSt−1aiqi.

(13)
Поскольку правая часть (13) измерима относительно σ-алгебры σ {St−1},
порожденной случайной величиной St−1, то левая часть (13) также из-
мерима относительно σ {St−1}. Значит, V

l

t — марковская. Значит, рекур-
рентное соотношение (13) примет вид (4). Доказательство завершено.

5.4. В этом разделе доказано, что внешняя верхняя и внутренняя
нижняя грань в рекуррентном соотношении (4) достигаются. Здесь так-
же установлено существование единственной "наихудшей" мартингаль-
ной меры на рассматриваемом (1, S)-рынке. Основные результаты этого
раздела собраны в следующей теореме.

Т е о р ем а 17 Пусть выполнены условия теоремы 16. Тогда справед-
ливы следующие утверждения.

1) Для любых t ∈ N1 и x ∈ R+ борелевская функция lnV
l

t (x) удовле-
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творяет рекуррентному соотношению lnV
l

t−1 (x) = inf
γ∈R1

max
1≤i≤l

[
lnV

l

t (x (1 + ai))− γxai
]

lnV
l

t (x) |t=N = ϕ (x) .
(14)

2) Существуют отображения i∗ : N1 × R+ → Γ; j∗ : N1 × R+ → Γ и
γ∗ : N1 × R+ → R1, обозначенные, соответственно, через i∗t (x), j∗t (x) и
γ∗t (x), такие, что

inf
γ∈R1

max
1≤i≤l

[
lnV

l

t (x (1 + ai))− γxai
]

= lnV
l

t

(
x
(
1 + ai∗t (x)

))
− γ∗t (x)xai∗t (x) =

= lnV
l

t

(
x
(
1 + aj∗t (x)

))
− γ∗t (x)xaj∗t (x), (15)

причем для любых t ∈ N1 и x ∈ R+:
а) ai∗t (x) < 0, aj∗t (x) > 0,
б) γ∗t (x) можно вычислить по формуле

γ∗t (x) =
1

x
(∣∣ai∗t (x)

∣∣+ aj∗t (x)

) ln
V
l

t

(
x
(
1 + aj∗t (x)

))
V
l

t

(
x
(
1 + ai∗t (x)

)) . (16)

3) Равенство (14) можно переписать в виде{
lnV

l

t−1 (x) = (1− q∗t (x)) lnV
l

t

(
x
(
1 + ai∗t (x)

))
+ q∗t (x) lnV

l

t

(
x
(
1 + aj∗t (x)

))
lnV

l

t (x) |t=N = ϕ (x) ,
(17)

где

q∗t (x) =

∣∣ai∗t (x)

∣∣∣∣ai∗t (x)

∣∣+ aj∗t (x)

. (18)

4) Существует и единственна вероятностная мера Q∗l , относи-
тельно которой: а) марковская случайная функция

{
lnV

l

t (St) ,FSt
}
t∈N0

удовлетворяет рекуррентному соотношению (17), б) последователь-
ность

(
St,FSt

)
t∈N0

, удовлетворяющая рекуррентному соотношению (1),
есть неоднородная марковская цепь. Кроме того, при любом t ∈ N1

случайная величина ρt принимает два значения: ai∗t (St−1) или aj∗t (St−1) с
условными вероятностями

Q∗
(
ρt = ai∗t (St−1)|St−1

)
= 1− q∗t (St−1) (19)(

Q∗
(
ρt = aj∗t (St−1)|St−1

)
= q∗t (St−1)

)
,

где q∗t (St−1) , q∗t (x) |x=St−1, а q∗t (x) определено с помощью (18), в) мера
Q∗ — мартингальная, т.е. для любого t ∈ N1

EQ∗ (
ρt|FSt−1

)
= 0. (20)
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Дока зат ельст во т ео р емы 17. 1) Отметим сначала, что
для любых t ∈ N1 и x ∈ R+ верно, что

sup
0 < qi < 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxaiqi =

= max
0 ≤ qi ≤ 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxaiqi.

Ясно, что

max
0 ≤ qi ≤ 1, i = 1, l,

l∑
i=1

qi = 1



l∑
i=1

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxaiqi = (21)

= max
1≤i≤l

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxai .

Вместе рекуррентное соотношение (4) и (21) дают

V
l

t−1 (x) = inf
γ∈R1

max
1≤i≤l

V
l

t (x (1 + ai)) e
−γxai . (22)

Поскольку для любых t ∈ N1 и x ∈ R+ функция V l

t (x) > 0, то из фор-
мулы (22) следует, что lnV

l

t (x) удовлетворяет (14).
2) По определению,

ψ (t, x, γ) , max
1≤i≤l

[
lnV

l

t (x (1 + ai))− γxai
]
.

Для любых (t, x) функция ψ (t, x, γ) есть верхняя огибающая [5] множе-
ства функций

{
lnV

l

t (x (1 + ai))− γxai
}
i=1,l

, рассматриваемых как функ-

ций по γ ∈ R1. Не трудно проверить, что для любых (t, x) функция
ψ (t, x, γ) непрерывная, кусочно-линейная, выпуклая, ограниченная сни-
зу функция от γ ∈ R1. Кроме того,

ψ (t, x, γ) →
|γ|→∞

∞.

9



Значит, существует борелевская функция γ∗ : N0 × R+ → R1, которую
обозначим через γ∗t (x), такая, что

inf
γ∈R1

ψ (t, x, γ) = ψ (t, x, γ∗t (x)) .

Найдем явный вид γ∗t (x). Из свойств функции ψ (t, x, γ) и условий (ρ)
следует, что для каждой пары (t, x) существуют i∗t (x) и j∗t (x), принима-
ющие значения в Γ, такие, что:

а) ai∗t (x) < 0 and

ψ (t, x, γ∗t (x)) = lnV
l

t

(
x
(
1 + ai∗t (x)

))
− γ∗t (x)xai∗t (x), (23)

б) aj∗t (x) > 0 and

ψ (t, x, γ∗t (x)) = lnV
l

t

(
x
(
1 + aj∗t (x)

))
− γ∗t (x)xaj∗t (x). (24)

Очевидно, что для каждой пары (t, x) верно, что i∗t (x) < j∗t (x). Согласно
(23) и (24) величина γ∗t (x) удовлетворяет равенству

lnV
l

t

(
x
(
1 + ai∗t (x)

))
− γ∗t (x)xai∗t (x) = (25)

= lnV
l

t

(
x
(
1 + aj∗t (x)

))
− γ∗t (x)xaj∗t (x).

Разрешив уравнение (25) относительно γ∗t (x), получим (16).
3) Применив (16), (24) и сделав несколько элементарных преобразо-

ваний рекуррентного соотношения (14), можно получить (17) и (18).
4) Из формул (17) и (18) следует существование вероятностной ме-

ры Q∗ такой, что: а) {St}t∈N0
— неоднородная марковская цепь, (ii) при

любом t ∈ N1 случайная величина ρt принимает значения ai∗t (St−1) и
aj∗t (St−1) с условными вероятностями Q∗

(
ρt = ai∗t (St−1)|St−1

)
= 1− q∗t (St−1)

и Q∗
(
ρt = aj∗t (St−1)|St−1

)
= q∗t (St−1), соответственно, где q∗t (St−1) =

q∗t (x) |x=St−1 и q∗t (x) определено с помощью (18). Значит, получили (20).
А из (20) следует, что мера Q∗ — мартингальная. Доказательство завер-
шено.

5.5. В этом разделе доказано, что мера Q∗, построенная в разделе 5.4,
является "наихудшей".

Т е о р ем а 18 Пусть выполнены условия теоремы 17. Тогда вероят-
ностная мера Q∗ является наихудшей.
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Дока зат ельст во т ео р емы 18. Предположим обратное,
т.е. что Q∗ не "наихудшая". Тогда, согласно (13), найдется t ∈ N0 та-
кой, что

1 = inf
γ∈R1

sup
Q∈<dN,l

EQ

[
V
l

t

V
l

t−1

e−γ∆St|FSt−1

]
> (26)

> inf
γ∈R1

EQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∆St

}
|FSt−1

]
.

Выше было доказано (см. второе утверждение теоремы 17), что суще-
ствует Ft−1-измеримая случайная величина γ∗t , γ∗t (x) |x=St−1 :

inf
γ∈R1

EQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∆St

}
|FSt−1

]
=

= EQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St
}
|FSt−1

]
.

Неравенство (26) и последнее равенство позволяют записать

0 > lnEQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St
}
|FSt−1

]
. (27)

Применение неравенства Йенсена к (27) дает

0 > EQ∗
[
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St|FSt−1

]
. (28)

С другой стороны, из (20) следует мартингальное свойство последова-
тельности {St,Ft}t∈N0

with относительно меры Q∗. Поэтому, применив
(17) и (20), получим

0 = EQ∗
[
∆ lnV

l

t|FSt−1

]
= EQ∗

[
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St|FSt−1

]
. (29)

При сравнении (28) и (29) очевидно противоречие. Значит, наше предпо-
ложение не верно и Q∗ — "наихудшая". Теорема доказана.

5.6. В этом разделе доказано, что платежное обязательство допускает
S-представление относительно меры Q∗. Соответствующее утверждение
составляет суть следующей теоремы.

Т е о р ем а 19 Пусть выполнены условия теоремы 18. Тогда любое
платежное обязательство ϕ (SN) допускает S-представление относи-
тельно мартингальной меры Q∗, т.е.,

ϕ (SN) = EQ∗
[ϕ (SN) |F0] +

N∑
i=1

γ∗i (Si−1)Si−1ρi, (30)

где γ∗i (Si−1) определено формулой (16).
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Дока зат ельст во т ео р емы 19. Из теорем 17 и 18 следует,
что рекуррентное соотношение (14) можно переписать в виде

1 = EQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St
}
|FSt−1

]
. (31)

Докажем, что случайная последовательность
{

lnV
l

t,Ft
}
t∈N0

удовле-
творяет рекуррентному соотношению{

∆ lnV
l

t = γ∗t ∆St,

lnV
l

t|t=0 = lnV
l

0, lnV
l

t|t=N = ϕ (SN)
(32)

относительно меры Q∗.
Действительно, с одной стороны, формула (31) и неравенство Йенсена

дают для любого t ∈ N1,

0 = lnEQ∗
[
exp

{
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St
}
|FSt−1

]
≥ (33)

≥ EQ∗
[
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St|FSt−1

]
.

С другой стороны, при доказательстве теоремы 18 было установлено ра-
венство (29). Очевидно, что неравенство (33) становится равенством то-
гда и только тогда, когда случайная величина

(
∆ lnV

l

t − γ∗t ∆St
)
являет-

ся FSt−1-измеримой. Таким образом, получили рекуррентное соотношение
(32). Также легко видеть, что lnV

l

t|t=0 = lnV
l

0 и lnV
l

t|t=N = ϕ (SN). По-
скольку мера Q∗ — мартингальная, то из (32) следует S-представление
(30) и равенство

lnV
l

0 = EQ∗
[ϕ (SN) |F0]

относительно Q∗. Доказательство завершено.
5.7. В этом разделе построен минимаксный хеджирующий портфель

европейского опциона на конечном (1, S)-рынке.

Т е о р ем а 20 Пусть ϕ (SN) — ограниченное платежное обязатель-
ство и выполнены условия теоремы 19. Тогда конечный неполный (1, S)-
рынок, заданный рекуррентным соотношением (1), является "наихуд-
шим" полным, т.е. существуют мера Q∗ и минимаксный хеджирую-
щий самофинансирующий портфель π∗ = (β∗t , γ

∗
t )t∈N0

такие, что:
1) для любого t ∈ N1 предсказуемая последовательность (γ∗t )t∈N0

определяется формулой (16), а γ∗0 можно выбрать равным нулю;
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2) предсказуемая последовательность (β∗t )t∈N0
определяется рекур-

рентным соотношением

β∗t = β∗t−1 − St−1∆γ∗t , β∗t |t=0 = β∗0 , (34)

а β∗0 можно выбрать равным lnV
l

0 (S0);
3) капитал Xπ∗

t портфеля π∗ в любой момент t ∈ N0 допускает
представления

Xπ∗

t = β∗t + γ∗t St (35)

Xπ∗

t = Xπ∗

0 +
t∑
i=1

γ∗i Si−1ρi, (36)

причем Xπ∗
0 = lnV

l

0 (S0);

Xπ∗

t = lnV
l

t (St) ,

где lnV
l

t (St) удовлетворяет рекуррентному соотношению (17), а Xπ∗
N =

ϕ (SN).

Дока зат ельст во т ео р емы 20. Поскольку количество рис-
кового актива γ∗t в любой момент t ∈ N1 определено посредством (16),
то можно использовать условие самофинансируемости (18) из [3], чтобы
получить рекуррентное соотношение (34) для количество безрискового
актива β∗t . Поэтому капитал Xπ∗

t портфеля π∗ = (β∗t , γ
∗
t )t∈N0

допускает
представление (35) для любых t ∈ N0. Формулы (35) и (18) из [3] дают
представление для ∆Xπ∗

t :

∆Xπ∗

t = γ∗t ∆St = γ∗t St−1ρt. (37)

Сравнив (32)с (37), получим для любого t ∈ N1

∆Xπ∗

t = ∆ lnV
l

t. (38)

Выберем Xπ∗
0 = lnV

l

0. Из (38) видно, что для любого t ∈ N0 выпол-
няется: Xπ∗

t = lnV
l

t. Поэтому Xπ∗
N = lnV

l

N = ϕ (SN). Таким образом,
(1, S)-рынок, заданный рекуррентным соотношением (1), является "наи-
худшим" полным, а портфель π∗, заданный соотношениями (16), (17) и
(34), является минимаксным хеджирующим относительно меры Q∗. Тео-
рема доказана.
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З ам е ч а н и е 11 1) Условие
(
ρc)
)
можно опустить, но это приведет

к усложнению формул для начальной цены опциона и компонент порт-
феля.

2) Пусть имеется биномиальный (1, S)-рынок с q∗ = Q∗(ρt = a) =
b
|a|+b , p

∗ = Q∗(ρt = b) = |a|
|a|+b , где −1 < a < 0 < b < ∞. Рассуждая ана-

логично тому, как это было сделано выше, легко показать, что такой
рынок является "наихудшим".

§6. Пример

В этом параграфе приведен пример расчета минимаксного хеджи-
рующего портфеля европейского опциона на (1, S)-рынке в предположе-
нии, что доходность рискового актива описывается последовательностью
независимых в совокупности одинаково распределенных случайных ве-
личин (относительно базовой меры P) с компактным носителем распре-
деления вероятностей.

6.1. Пусть
{
St,FSt

}
t∈N0

— согласованная случайная последователь-
ность, заданная на стохастическом базисе

(
Ω,F , (Ft)t∈N0

,P
)
. Будем

предполагать, что
{
St,FSt

}
t∈N0

удовлетворяет рекуррентному соотноше-
нию (1), а случайная последовательность

{
ρt,FSt

}
t∈N1

обладает следую-
щими свойствами (относительно базовой меры P):

1)
{
ρt,FSt

}
t∈N1

— последовательность независимых в совокупности и
одинаково распределенных случайных величин;

2) носителем распределения ρt является отрезок [a, b], где −1 < a <
0 < b <∞.

В описанной ситуации при любом t ∈ N0 случайная величина St > 0
P-п.н. Из сделанных предположений также следует, что последователь-
ность {St}t∈N0

является однородной марковской цепью относительно ме-
ры P.

Пусть ϕ : R+ → R1 — ограниченная борелевская функция, которую
будем обозначать через ϕ (x), а ϕ (SN) = ϕ (x) |x=SN — платежное обяза-
тельство.

Через M [a, b] обозначим множество вероятностных мер, носите-
лем которых является отрезок [a, b]. По определению, MN [a, b] ,
M [a, b]× · · · ×M [a, b]︸ ︷︷ ︸

N

. Известно (см. [1]), чтоt M [a, b] и MN [a, b] есть вы-

пуклые множества (в топологии слабой сходимости σ
(
MN ,

(
MN

)∗)).
Пусть <cN — подмножество <N такое, что: 1) случайные величины

{ρt}t≥1 независимы в совокупности и одинаково распределены относи-
тельно каждой меры QN ∈ <cN ; 2) любая мера QN ∈ <cN абсолютно
непрерывна относительно меры Лебега.
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Приведем некоторые свойства множества <cN :
1) <cN 6= ∅ и <cN ⊂MN [a, b];
2) <cN выпуклое слабо компактное множество;
3) последовательность, определенная с помощью (1), является одно-

родной марковской цепью относительно каждой из мер QN ∈ <cN .
Легко проверить, что введенный (1, S)-рынок не полон.
6.2. Заметим, что в рассматриваемом случае справедливы все пред-

положения теорем 5, 11, 13–15 из [3]. Значит, существуют: 1) "наи-
худшая" (мартингальная и дискретная) вероятностная мера Q∗N такая,
что относительно нее рассматриваемый (1, S)-рынок является "наихуд-
шим" полным; 2) минимаксный хелжирующий портфель π∗. При этом
Q∗N ∈

(
MN [a, b] \<cN

)
∩MN — единственная (в смысле замечания 7 из [3])

мартингальная мера. Поэтому Q∗N является экстремальной точкой мно-
жества. Изложенное позволяет применить теорему Шоке [4, ?], чтобы
определить вид распределения случайных величин ρt (относительно Q∗N)
и построить минимаксный хеджирующий портфель π∗.

6.3. В этом разделе доказано, что двуточечное множество {a, b}N яв-
ляется носителем меры Q∗N .

Поскольку Q∗N ∈
(
MN [a, b] \<cN

)
∩MN , то Q∗N = Q∗1 × · · · × Q∗1︸ ︷︷ ︸

N

, где

Q∗1 ∈M [a, b]. А в силу мартингальности Q∗N , имеем

EQ∗
Nρt = 0.

Таким образом, ноль является барицентром [4] меры Q∗1. Очевидно, что
мера Q∗1 удовлетворяет предположениям теоремы Шоке [4, ?]. Значит,
носитель Q∗1 является подмножеством множества экстремальных точек
отрезка [a, b]. Понятно, что случайная величина ρ1 принимает значения
a и b относительно Q∗1 с вероятностями q∗ = Q∗1 (ρ1 = a) и p∗ = 1 − q∗,
соотвенственно. А раз ноль является барицентром меры Q∗1, то q∗ = b

b+|a| .
Таким образом, показали, что двуточечное множество {a, b}N является
носителем меры Q∗N .

6.4. Обозначим

V
c

t , ess inf
γNt+1∈DNt+1

ess sup
QN∈<cN

EQN

[
exp

{
ϕ (SN)−

N∑
i=t+1

γiSi−1ρi

}
|FSt

]
. (39)

Поскольку Q∗N — "наихудшая" мера, при том мартингальная, то (39)
можно переписать в виде

V
c

t , inf
γNt+1∈DNt+1

EQ∗
N

[
exp

{
ϕ (SN)−

N∑
i=t+1

γiSi−1ρi

}
|FSt

]
.
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Тогда из теорем 4 и 6 работы [3] следует, что
(
V
c

t ,FSt
)
t∈N0

удовлетворяет
рекуррентному соотношению{

V
c

t = inf
γ∈Dt

EQ∗
N

[
V
c

t+1e
−γStρt+1|FSt

]
V
c

t |t=N = eϕ(SN ).
(40)

Согласно выводам раздела 6.3, для любого t ∈ N0 множество {a, b} яв-
ляется носителем условного распределения вероятностей Q∗N(·|FSt ). Рас-
суждения, аналогичные приведенным в разделах 5.2 и 5.3, позволяют
сделать вывод, что для любого t ∈ N0,

1) Dt = R1,
2) существует борелевская функция V c

t (x) такая, что
а) V c

t = V
c

t (x) |x=St ,
б) V c

t (x) удовлетворяет рекуррентному соотношению{
V
c

t−1 (x) = inf
γ∈R1

[
V
c

t (x (1 + a)) eγx|a|q∗ + V
c

t (x (1 + b)) e−γxbp∗
]

V
c

t (x) |t=N = eϕ(x).
(41)

Отметим, что
[
V
c

t (x (1 + a)) eγx|a|q∗ + V
c

t (x (1 + b)) e−γxbp∗
]
строго вы-

пукла по γ ∈ R1. Значит, существует и единственна функция γ∗t (x), дей-
ствующая из N1 × R+ в R1, такая, что

inf
γ∈R1

[
V
c

t (x (1 + a)) eγx|a|q∗ + V
c

t (x (1 + b)) e−γxbp∗
]

= (42)

= V
c

t (x (1 + a)) eγ
∗
t (x)x|a|q∗ + V

c

t (x (1 + b)) e−γ
∗
t (x)xbp∗.

Из (42) следует равенство

γ∗t (x) =
1

x (b+ |a|)
ln
V
c

t (x (1 + b))

V
c

t (x (1 + a))
. (43)

Применив к (41), (42) и (43) некоторые элементарные преобразования,
легко получить, что{

V
c

t−1 (x) =
(
V
c

t (x (1 + a))
)q∗ (

V
c

t (x (1 + b))
)p∗

V
c

t (x) |t=N = eϕ(x).
(44)

Отсюда вытекает рекуррентное соотношение{
lnV

c

t−1 (x) = q∗ lnV
c

t (x (1 + a)) + p∗ lnV
c

t (x (1 + b))

lnV
c

t (x) |t=N = ϕ (x) .
(45)
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Легко проверить, что решение рекуррентного уравнения (45) допускает
представление

lnV
c

t (x) =
N−t∑
i=0

ϕ
(
x (1 + a)i (1 + b)N−t−i

)
Ci
N−t (q∗)i (p∗)N−t−i . (46)

Последнее выражение совпадает с хорошо известной формулой (3) из [6]
(см. стр. 744).

Формулы (43) и (46) — это явный вид количества рискового актива
γ∗t = γ∗t (x)|x=St−1

в любой момент t ∈ N1.
Условие самофинансируемости (18) из [3] означает, что количество

безрискового актива β∗t в любой момент t ∈ N0 удовлетворяет рекур-
рентному соотношению {

β∗t = β∗t−1 − St−1∆γ∗t ,
β∗t |t=0 = β∗0 .

Без потери общности можно взять β∗0 равным lnV
c

0, а γ∗0 = 0. Итак, по-
строили самофинансируемый портфель π∗ = (β∗t , γ

∗
t )t∈N0

. В силу теоре-
мы 15 из [3] для любого t ∈ N0 капитал Xπ∗

t портфеля π∗ ∈ SF допускает
представление

Xπ∗

t = lnV
c

t ,

где lnV
c

t = lnV
c

t (x) |x=St . Кроме того,
1) Xπ∗

t |t=N = ϕ (SN),
2) начальный капитал Xπ∗

0 = lnV
c

0,

3) Xπ∗
t = Xπ∗

0 +
t∑
i=1

γ∗i Si−1ρi.

Согласно теоремам 14–15 из [3] рассматриваемый (1, S)-рынок явля-
ется "наихудшим" полным, а π∗ — минимаксный хеджирующий порт-
фель.
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