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Введение
В экспериментах по проблематике управляемого термоядерного синтеза используют-

ся лазерные мишени [1]. Лазерная мишень представляет собой тонкостенную сфериче-
скую стеклянную (или полимерную) оболочку, симметрично заполненную криогенным 
слоем (смесь дейтерия , и трития , находящихся в твердом состоянии).
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Рисунок 1. Лазерная мишень

При выстреле мощного импульсного лазера возникающей ударной волной по лазер-
ной мишени, мишень сжимается (из-за высокой симметричности мишени), ядра атомов 
дейтерия и трития сближаются (в международной практике данный процесс называет-
ся  – nuclear fusion process), и достигается очень высокая температура . Такое 
явление приводит к возникновению различных реакций термоядерного синтеза с выде-
лением энергии.

Примером такой реакции может служить ниже следующая реакция синтеза

 МэВ. 

Ниже мы рассмотрим процесс охлаждения лазерной мишени с образованием в ней 
криогенного топливного слоя, необходимого для обеспечения, требуемых для создания 
условий запуска термоядерной реакции, физических характеристик лазерной мишени. 
Процесс охлаждения можно разбить на следующие два этапа

1. Охлаждение до начала образования твердого топливного слоя.
2. Формирование твердого топливного слоя.

1. Допущения и характеристики лазерной мишени, 
применяемые при моделировании
Далее, при построении математической модели и расчетах в отношении параметров 

лазерной мишени и условий процессов, протекающих в ней, будем считать справедли-
выми следующие предположения. Мы пренебрегаем линейным температурным расши-
рением материалов. Полагаем радиус мишени  м. Здесь и далее все данные 
приведены в Международной Системе Единиц (СИ). Толщина оболочки лазерной ми-
шени задается соотношением  м, будем считать её постоянной. Ис-
ключаем из рассмотрения процессы переноса масс внутри газообразного топлива. В 
качестве температуры внешней среды определим температуру  – температу-
ра жидкого гелия ( ). В качестве анализируемого газа будем рассматривать водород  

, для которого температура тройной точки [2] . Удельная теплота десу-
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блимации определяется соотношением μ = . Плотность твердого водорода при-
нимает значение . Коэффициенты удельной теплоемкости и теплопроводности, 
являясь функциями температуры аппроксимируются линейными соотношениями, для 
удельной теплоемкости , где , , для коэффициента 

теплопроводности справедливо равенство . В случае газообразного водорода, 
полагаем начальную температуру , удельную теплоемкость ,

где ,  и коэффициент теплопроводности , где

, . Материал оболочки лазерной мишени — стекло «пирекс» 
(сорт боросиликатного стекла с очень низким температурным коэффициентом линейного 
расширения и устойчивостью к широкому диапазону температур), параметры такой обо-
лочки принимают следующие значения: плотность , удельная теплоемкость

, где , коэффициент теплопроводности , где 

, .

2. Модель охлаждения газа до температуры тройной точки 
при конвективном перемешивании газа
Для оценки времени охлаждения газа до начала процесса десублимации необходи-

мо сформировать модель, описывающую процесс охлаждения топлива. Из-за высокого 
градиента температур внутри лазерной мишени происходит «мгновенное» конвективное 
перемешивание газа, поэтому при моделировании полагаем температуру газа  и его 
давление , не зависящими от расстояния до центра мишени ( ), т.е. однородными по 
пространству. Распределение температуры в оболочке мишени  описывается квазили-
нейным уравнением теплопроводности

	 .� (1.1)

Отметим, что соотношение записано не в сферических, а в декартовых координатах. 
Такая запись целесообразна ввиду того, что радиус лазерной мишени существенно пре-
вышает толщину её оболочки . Поток тепла на границе раздела газ/оболочка 
задается уравнением теплового баланса

	 ,� (1.2)

здесь  – плотность газа в лазерной мишени,  – объем газа,  – 
площадь пятна контакта внутренней стенки лазерной мишени с газом. Граничные и на-
чальные условия определяются следующими соотношениями  и  – 
что означает равенство температур с внутренней и внешней стороны оболочки 
температурам газа и внешней среды соответственно. В начальный момент времени пер-
воначальное распределение температуры в оболочке имеет вид .
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Построим разностную схему [3] для уравнения

	 � (1.3)

здесь   – размер временного шага,  – шаг сетки (  – количество узлов сетки), 

 – текущая радиус-координата в -ом узле,  – 

коэффициенты для оболочки в -ом узле (их значения можно брать на предыдущей итера-
ции), – значения температур в узлах сетки,  – уже известные, полученные на предыду-
щем шаге значения температур в узлах сетки.

Для решения задачи нахождения температуры и времени охлаждения с при-
менением такой разностной схемы возможно провести методом прогонки [4], [5] 

�

(1.4)

На каждом временном шаге оценивается градиент температур на внутренней стенке 

оболочки лазерной мишени –  А с учетом этого изменения опре-

деляется температура газа 

	 �
(1.5)

	 �
(1.6)

Результаты расчетов с применением описанной схемы приведены в таблице ниже.

Таблица 1.

20 20 25 30 35 40 45

tохл,10-3с 5.0 5.7 6.9 8.1 9.3 10.5 11.7

Сходимость обеспечивается за счет изменения количества узлов разностной схемы и 
временного шага, что подтверждается тем фактом, что при увеличении этих параметров 
в несколько раз, результаты вычислений менялись незначительно.
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3. Упрощенная модель формирования криогенного 
топливного слоя
Рассмотрим одномерную задачу Стефана о промерзании с одним фазовым фронтом. 

Ввиду того, что характерная величина температуропроводности оболочки значительно 
превышает температуропроводность водорода, присутствием оболочки можно прене-
бречь.

Рисунок 2. Формирование криогенного топливного слоя с плоской границей фазового раздела.

Распределение температуры в газе  описывается параболическим уравне-
нием

	 � (2.1)

где ,  и  удельная теплоемкость, плотность и коэффициент теплопроводно-
сти газа соответственно. Будем считать эти коэффициенты не зависящими от време-
ни  и температуры . Для твердого слоя это уравнение будет выглядеть аналогично 

, где ,  и  – удельная теплоемкость, плотность и коэффициент те-
плопроводности твердого слоя соответственно. Далее приведем описание граничных ус-
ловий. На границе твердый слой/внешняя среда условие будет описываться равенством 
температур: . На левом краю , а это центр мишени, где поток тепла равен 
нулю . На границе раздела двух фаз  соблюдается равенство темпера-
тур, а разность тепловых потоков равна произведению энтальпии фазового перехода на 
скорость движения границы раздела фаз ,

	 � (2.2)

Начальные условия описывают следующие соотношения. В момент времени  
твердой фазы нет, что означает , а температуру газа будем считать равной темпе-
ратуре тройной точки водорода . При такой постановке задача имеет анали-
тическое решение [6], при вычислении которого время процесса десублимации опреде-
ляется следующим образом

	 � (2.3)

Параметр — корень трансцендентного уравнения
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,� (2.4)

где  – коэффициент температуропроводности. 

Функция   – интеграл ошибок. Формулы (2.3)–(2.4) получены при ре-
шении задачи о вымерзании заданной массы газа на плоской холодной поверхности без 
учета теплофизических свойств самой поверхности, т.е. оболочки.

Результаты вычислений по полученным соотношениям приведены в таблице 2.

Таблица 2.

Начальная плотность газа: 15 20 30 35 40 45

Полученное время охлаждения: tsub,10-3с 2.53 4.51 10.1 13.8 18.0 22.8

4. Основная модель формирования криогенного слоя
Газовая смесь в лазерной мишени охлаждена до температуры  близкой к темпера-

туре тройной точки водорода , в этот момент времени криогенный топливный слой 
отсутствует. В процессе дальнейшего охлаждения будет происходить десублимация 
газа – газ начнет осаждаться на внутренней поверхности оболочки лазерной мишени, как 
это показано на рисунке 3.

Рисунок 3. Схема десублимация газа.  – внешний, внутренний радиусы мишени  
и функция расстояния от центра мишени до внутренней границы твердого топливного слоя

Такая модель может быть описана следующей системой уравнений теплопроводно-
сти в сферической системе координат по каждому из слоев

	 �

(3.1)
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	 �
(3.2)

В описанной выше системе уравнений (3.1)–(3.2), плотность газа зависит от времени

	 � (3.3)

при нарастании твердого слоя, плотность которого  больше, чем первоначальная 
плотность газа , масса вещества внутри оболочки остается постоянной, поэтому 
плотность газа уменьшается в соответствии с вышеописанной зависимостью.

Зададим граничные условия

	 � (3.4)

на внешней стороне мишени температура постоянно равна температуре внешней среды,

	  � (3.5)
в центре мишени нулевой тепловой поток.
Начальные условия примут вид

� (3.6)

т. е. температура изменяется соответственно в газе – линейно от температуры  в 
центре мишени до температуры  на внутренней поверхности оболочки, а в оболочке – 
линейно до температуры  на внешней поверхности оболочки. При  введем удель-
ное теплосодержание

	 � (3.7)

где  и  – дельта-функция Дирака.

Условия (3.2) на фазовом фронте будут исполнены, если соотношение (3.1) заменить 
соотношением

	 � (3.8)
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где 

Подставляя в уравнение энергии (3.7) выражение (3.6), получаем:

� (3.9)

Как видно  и  входят в уравнение одинаковым образом.  пред-
ставляет собой сосредоточенную теплоемкость (на поверхности ). Для перехода 
к разностной схеме заменим дельта-функцию приближенно дельтаобразной, или «раз-
мазанной», дельта-функцией , где Δ – величина полуинтервала, на котором 
отлична от нуля .

Итак, при , введем эффективную сглаженную теплоемкость 

 из условий

 при ,  при .

Изменение энтальпии на интервале  сохраняется, т.е.

� (3.10)

при , полагаем .

Можно задать функцию  на интервале  следующим образом

� (3.11) 

Несложно убедиться, что

�
(3.12)

На этом же интервале  проводится сглаживание и для коэффициента те-
плопроводности, вводится эффективный сглаженный коэффициент , совпадающий с 

 при , и с  при , а при : .
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В результате мы получаем задачу для уравнения теплопроводности со сглаженными 
коэффициентами

	
� (3.13)

при указанных ранее граничных (3.4), (3.5) и начальных (3.6) условиях.
Перейдем к построению разностной схемы для полученной задачи.

	 � (3.14)

Чисто неявная разностная схема имеет следующий вид

	
� (3.15)

Перед началом каждого временного шага разностного метода вычисляется положе-
ние границы раздела фаз, линейной интерполяцией между соседними узлами

	 � (3.16)

С учетом соотношения (3.3) находится величина плотности газа .
Процесс вычисления заканчивается, когда плотность газа приближается к нулевому 

значению.
Результаты вычислений по полученным соотношениям приведены ниже в таблице 4.

Таблица 4.

15 20 25 30 35 40 45

tsub,10-3с 5.4 8.8 13.1 18.5 25.1 32.8 41.9

Данная таблица получена для следующих параметров описанного метода расчета.
Количество узлов разностной схемы . Величина временного шага: , 

Δ   и .
При сравнении данных результатов с результатами, полученными для соответствую-

щей упрощенной задачи (Таблица 3), мы видим, что они имеют тот же порядок.

Замечания.
1. �Интервал Δ следует выбирать таким образом, чтобы он охватывал несколько узло-

вых точек. Так как при слишком малых Δ, возникает немонотонность в сглажива-
нии, а при слишком больших – сильное расхождение с исходной задачей.

2. �Не стоит также выбирать слишком большие значения параметра , так как при 
решении соответствующей системы линейных уравнений с трехдиагональной ма-
трицей методом прогонки, может возникнуть значительное накопление погреш-
ности вычисления.
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Заключение
Полученные значения времен охлаждения составляют десятки миллисекунд. Вне-

сенные в модели предположения не могут значительно (на порядки) изменить реальное 
время охлаждения.

Использование приведенных численных методов в исследуемых моделях вполне 
пригодно для практических задач. Результаты показали хорошую согласованность с тео-
ретическими результатами [7]-[8].

Предложенные вычислительные схемы вполне пригодны также для метода охлажде-
ния, основанного на квантовом излучении нагретого тела. Для такого метода необходимо 
заменить граничные условия на внешней поверхности мишени в соответствии с законом 
Стефана-Больцмана – вместо постоянной температуры подставить тепловой поток [9].
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The process of cooling of a laser target with a cryogenic fuel layer formed in it is considered. To determine the 
time of formation of a solid fuel layer, a mathematical model of the process of gaseous fuel desublimation is 
developed and a numerical solution of this problem is proposed. The problem is actual with regard to the range 
of problems related to processes of manufacturing of unsuspended spherical laser targets, which were developed 
in the laboratory of thermonuclear targets at the Lebedev Physical Institute of the Russian Academy of Sciences.
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Об щие по ло же ния

Жур нал «На но струк ту ры. Ма те ма ти че с кая фи зи ка и мо де ли ро ва ние» (со кра щен но:

НМФМ)  пуб ли ку ет ся с 2009 го да и яв ля ет ся пе ри оди че с ким на уч ным из да ни ем. Элек -

трон ная вер сия жур на ла раз ме ща ет ся на сай те http://www.nano-journal.ru. Ос нов ная цель

из да ния: пред став ле ние но вых те о ре ти че с ких и вы чис ли тель ных ме то дов мо де ли ро ва -

ния на но струк тур и мяг кой ма те рии, об щих под хо дов в ис сле до ва нии ме зо си с те м, а так -

же клю че вых экс пе ри мен таль ных ре зуль та тов в дан ной об ла с ти и свя зан ных с этим

проб лем ма те ма ти че с кой фи зи ки.  

Жур нал НМФМ имеет меж дис цип ли нар ный ха рак тер и в си лу это го несет оп ре де -

лен ную об ра зо ва тель ную на прав лен ность, а не толь ко уз ко на уч ную. Ра бо ты, пред став -

ля е мые в жур нал, долж ны со дер жать ввод ные све де ния, ко то рые обес пе чат по ни ма ние

по ста но вок за дач и вос при ятие ре зуль та тов не толь ко пря мы ми спе ци а ли с та ми. Оп ре -

де ле ния по ня тий, объ яс не ние обоз на че ний и тер ми нов, оцен ки ха рак тер ных па ра ме т -

ров, те о ре ти че с кие пред по сыл ки и идеи, ис поль зу е мые ме то ды, и т.п., долж ны быть

крат ко объ яс не ны в тек с те ста тьи, имея в ви ду чи та те лей, спе ци а ли зи ру ю щих ся в иных

на прав ле ни ях.  Долж ны быть опи са ны ба зо вые ма те ма ти че с кие мо де ли и урав не ния. Во

Вве де нии и в по сле ду ю щих раз де лах очер чи ва ет ся стра те гия и ос нов ные труд но с ти, это

увя зы ва ет ся с ис поль зу е мы ми мо де ля ми. Струк ту ра ста тьи ори ен ти ру ет ся на про яс не -

ние об щей ло ги ки и ме то ди ки ис сле до ва ния, со дер жит ре зю ми ру ю щие вы во ды. В тек с -

те долж ны быть рас смо т ре ны ха рак тер ные при ме ры (хо тя бы, ме то ди че с кие), яс но ил -

лю с т ри ру ю щие пред ла га е мые ал го рит мы. 

Журнал публикует науч ные об зо ры, ис сле до ва тель ские ста тьи и крат кие на уч ные

со об ще ния, а так же из бран ные ана ли ти че с кие и ин фор ма ци он но-об ра зо ва тель ные ма те -

ри а лы,  тек с ты до кла дов и цик лов лек ций, про чи тан ных в уни вер си те тах, на уч ных цен -

т рах, на шко лах-се ми на рах, кон фе рен ци ях, ни г де ра нее не пуб ли ко вав ши е ся и не при -

ня тые к пуб ли ка ции в дру гих из да ни ях. Язык пуб ли ка ции в жур на ле НМФМ, как

правило, рус ский. Ра бо ты, пред став ля е мые в жур нал, не мо гут иметь на уч но-по пу ляр -

ный или ком пи ля тив ный ха рак тер. Все ста тьи ре цен зи ру ют ся и мо гут быть от кло не ны

ред кол ле ги ей жур на ла. В слу чае при ня тия ра бо ты к пе ча ти ее ав то ры пе ре да ют из да те -

лю жур на ла НМФМ пра во на ра зо вую без воз мезд ную пуб ли ка цию тек с та и его раз ме ще -

ние в элек трон ной вер сии на сай те журна ла. Пе ре вод опуб ли ко ван ных в жур на ле ста тей

на другие язы ки мо жет осу щест в лять ся толь ко с раз ре ше ния и при уча с тии ав то ров.


