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Рассматривается задача на собственные значения для оператора Хартри с кулоновским взаимодействи-
ем, который содержит малый параметр перед нелинейностью. Найдены асимптотические собственные
значения и асимптотические собственные функции вблизи верхних границ спектральных кластеров.
Вблизи окружности, где сосредоточено решение, главный член разложения является решением задачи о
двумерном осцилляторе. Ключевые слова: самосогласованное поле, двумерный осциллятор, спектральный
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1 Введение
Рассмотрим задачу на собственные значения для нелинейного оператора Хартри с
кулоновским взаимодействием в L2(R3)

(−Δq − 1

| q | + ε

∫
R3

| ψ(q′) |2
| q − q′ | dq′)ψ = λψ, (1)

‖ψ‖L2(R3) = 1, (2)

где Δq — оператор Лапласа, ε > 0 — малый параметр.
Уравнение самосогласованного поля во внешнем поле, содержащее интегральную

нелинейность типа Хартри, играет фундаментальную роль в квантовой теории и
нелинейной оптике. В частности, такие уравнения возникают в теории полярона, ко-
торый можно рассматривать как простейший пример частицы, взаимодействующей



с квантовым полем [1,2], в теории конденсата Бозе–Эйнштейна [3], при нахождении
электронных орбиталей в многоэлектронных атомах [4], а также при рассмотрении
сред с пространственной дисперсией [5].

Хорошо известно [6], что при ε = 0 собственные значения λ = λn(ε) задачи (1),
(2) равны

λn(0) = − 1

4n2
.

Здесь n = 1, 2, . . . — главное квантовое число. Для задачи (1), (2) имеются теоре-
мы существования, в частности, для нижней точки спектра, отвечающему основному
состоянию [7, 8]. В работе [9] при n = 2 доказано существование состояний, не облада-
ющих сферической симметрией, а также найдено пять ветвей собственных значений,
выходящих из невозмущенной точки спектра.

В данной работе будет рассмотрен случай, когда квантовое число n, задающее
невозмущенное собственное значение, велико (для определенности будем считать,
что λ имеет порядок ε). Вопрос о существовании состояний, отличных от основ-
ного, является исходным при исследовании процессов, связанных с возбуждением
электронов в поляронных средах [10]. В настоящее время, помимо чисто теоретиче-
ского интереса, проблема возбужденных поляронных состояний приобретает интерес
в связи с проблемой электронного переноса возбуждений в самых различных кон-
денсированных средах. В частности, проблема электронного переноса на большие
расстояния является одной из центральных в молекулярной биологии при описании
коллективных возбуждений в молекулярных цепочках и в молекулах ДНК [11].

Пусть p = n − m − 1, где m — магнитное квантовое число. В данной работе для
каждого p = 0, 1, 2, . . . будут найдены асимптотические собственные значения

λ
(p)
n,i(ε) = − 1

4n2
+ ε

(
ln n

4πn2
+

E
(p)
1,i

n2

)
+ O

(
ε ln n

n5/2

)
, n → ∞, (3)

где i = 0, . . . , Ip, которые расположены вблизи верхних границ спектральных класте-
ров, образующихся вокруг уровней энергии невозмущенного оператора (при ε = 0).
В частности, при p = 0, 1, 2 числа E

(p)
1,i представимы в виде

E
(p)
1,i =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − σ

(p)
i

128

)
. (4)

Здесь γ ≈ 0.57 — постоянная Эйлера. При p = 0 существует одно значение

σ
(0)
0 = 0, (5)

при p = 1 — два значения
σ

(1)
0 = 80, σ

(1)
1 = 96, (6)

при p = 2 — шесть значений

σ
(2)
0 = 123 +

19

39
, σ

(2)
1 = 142, σ

(2)
2 = 144,

σ
(2)
3 = 145 − 1

33
, σ

(2)
4 = 145 − 1

81
, σ

(2)
5 = 147 +

5

9
.
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Соответствующие (3) асимптотические собственные функции локализованы вбли-
зи окружности Γ в R

3, на которой кулоновское ядро самодействия в (1) имеет лога-
рифмическую особенность. Поэтому поправка в формуле (3) содержит ln n, а числа
λ

(p)
n,i(ε) расположены вблизи верхних границ кластеров. Отметим, что на нижней гра-

нице кластера

λn(ε) ∼ − 1

4n2
+

εEmin

n2
, n → ∞,

где число Emin удовлетворяет неравенству

Emin ≤ 1

2π3

∫ π

0

∫ π

0

K

( √
sin θ sin θ′

sin((θ + θ′)/2)

)
dθ′dθ

sin ((θ + θ′)/2)
.

Здесь K(κ) — полный эллиптический интеграл 1 рода [12].
Асимптотическим решениям уравнений типа Хартри, локализованным вблизи ма-

ломерных инвариантных подмногообразий в фазовом пространстве, посвящено боль-
шое число работ (см., например, [13–19]). В данной работе главный член асимпто-
тического разложения вблизи окружности, где локализовано решение, оказывается
решением другой классической задачи квантовой механики — задачи о двумерном
осцилляторе:

Lg
(p)
0,i (τ, s) = 0, ‖g(p)

0,i ‖L2(R2) = 1. (7)

Здесь оператор

L = − ∂2

∂s2
− ∂2

∂τ 2
+ [s2 + τ 2 − 2(p + 1)]. (8)

В результате, функция g
(p)
0,i представима в виде линейной комбинации базисных

собственных функций задачи (7), отвечающих собственному значению p + 1. Коэф-
фициенты этого разложения находятся из системы нелинейных уравнений одновре-
менно с нахождением чисел E

(p)
1,i . Отметим, что данная система выводится из условий

разрешимости уравнений для следующих приближений.
Аналогичная (1), (2) задача на собственные значения в L2(R2) для возмущенного

двумерного резонансного осциллятора, возбуждающий потенциал которого задается
интегральной нелинейностью типа Хартри с гладким потенциалом самодействия,
рассматривалась ранее в [20,21]. Она имеет вид

(H0 + �
2

∫
R2

W (|q − q′|2) | ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ,

‖ψ‖L2(R2) = 1,

где

H0 = −�
2

2

(
∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
+

q2
1 + q2

2

2

— двумерный осциллятор, � > 0 — малый параметр, W (x) = w0 +w1x+w2x
2 — про-

извольный многочлен 2 степени с вещественными коэффициентами, причем w2 > 0.
В работах [20,21] были найдены асимптотические собственные значения и асимп-
тотические собственные функции вблизи верхних границ спектральных кластеров,
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которые образуются вокруг собственных значений �(� + 1) невозмущенного операто-
ра H0. Если � имеет порядок �

−1, то асимптотические собственные значения имеют
вид

λ = λk,� = �� + � + (w0 + 2��w1 + 9�2
�

2w2)�
2 + (2w1+

+2��w2(9 − 2
√

6(k + 1/2)))�3 + O(�7/2), k = 0, 1, 2, . . . , � → 0. (9)

Если сравнить эту серию с (3), то она не содержит логарифмических поправок, а
расщепление спектра в (9) происходит в следующем приближении.

Метод построения квазиклассических асимптотик в гладком случае основан на
алгебраическом усреднении возмущения, последующем переходе на алгебру симмет-
рий и когерентном преобразовании от исходного представления этой алгебры к ее
неприводимому представлению в пространстве функций над лагранжевым подмно-
гообразием в симплектическом листе [22]. Кроме того, при построении асимптотики
вблизи верхних границ спектральных кластеров используется новое интегральное
представление для решения.

План дальнейшего изложения следующий. В разделе 2 найдена асимптотика соб-
ственных функций невозмущенной задачи. В разделе 3 построены асимптотические
решения спектральной задачи для уравнения Хартри. В разделах 4, 5, 6 приведе-
ны примеры решения спектральной задачи на подпространствах Hp. Они состоят из
собственных функций двумерного осциллятора, отвечающих собственному значению
p + 1. В 4 разделе рассмотрены случаи, когда p = 0, 1, а в 5 и 6 разделах — случай
p = 2. Отметим, что в 5 разделе ищутся вещественные, а в 6 разделе — комплексные
решения задачи. Наконец, дополнение к статье содержит доказательство теоремы из
раздела 2.

2 Асимптотика собственных функций
невозмущенной задачи

Пользуясь растяжением q = x/ε, ψ = ε3/2v, λ = εE, приведем задачу (1), (2) к стан-
дартному для теории квазиклассических приближений виду(

− εΔx − 1

| x | + ε

∫
R3

| v(x′) |2
| x − x′ |dx′

)
v(x) = Ev(x), (10)

‖v‖L2(R3) = 1. (11)

При построении асимптотических решений (10), (11) нам потребуется асимптотика
собственных функций невозмущенной задачи(

− εΔx − 1

| x |
)

v(x) = Ev(x), ‖v‖L2(R3) = 1.

Дискретным собственным значениям

En = − 1

4εn2
, n = 1, 2, . . . ,

в сферических координатах (r, θ, ϕ), где

0 ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
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отвечают собственные функции [6]

vn,k,nr = Y�m(θ, ϕ)Rn�(r). (12)

Здесь �, nr — орбитальное и радиальное квантовые числа, n = � + 1 + nr, k = � − m,

Y�m(θ, ϕ) =

√
(2� + 1)(�− | m |)!

4π(�+ | m |)! P
|m|
� (cos θ)eimϕ, (13)

Rn�(r) =
1

(2εn)3/2

2√
n(n − � − 1)!(n + �)!

( r

εn

)�

e−r/(2εn)L2�+1
n−�−1

( r

εn

)
. (14)

Функции (13). (14) содержат присоединенный полином Лежандра

Pm
� (x) =

(−1)�

2��!
(1 − x2)m/2 d�+m

dx�+m
(1 − x2)�,

а также обобщенный полином Лагерра

Ls
n(x) = exx−s dn

dxn
(e−xxn+s).

Пусть
a = 2�2ε. (15)

Будем считать, что при ε → 0 число � имеет порядок ε−1/2. Изучим поведение функ-
ций vn,k,nr вблизи окружности

Γa = {(r, θ, ϕ) | r = a, θ = π/2}

в R
3. Введем новые переменные

τ = (θ − π

2
)
√

�, s = (
r

a
− 1)

√
�.

Справедлива

Теорема 1. При � → ∞ и небольших nr = 0, 1, 2, . . . и k = 0, 1, 2, . . . функции
vn,k,nr по mod O(�−∞) сосредоточены вблизи окружности Γa, где при s6 + τ 4 	 �
справедлива асимптотика

vn,k,nr =
(−1)p

√
�

a3/22(p+1)/2π
√

nr!
√

k!
eimϕe−(s2+τ2)/2Hnr(s)Hk(τ)

[
1+

+O

( | s |3 +1√
�

Hnr(s)

)
+ O

(
s2 + 1√

�
H ′

nr
(s)

)
+

+O

(
τ 4 + 1

�
Hk(τ)

)
+ O

( | τ |3 +1

�
H ′

k(τ)

)]
. (16)

Здесь Hn — полином Эрмита.

Доказательство теоремы 1 приведено в дополнении к статье.
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3 Построение асимптотического решения
Переходя в сферическую систему координат, а также делая подстановку

v(x) =
eimϕ

√
2π

g(r, θ),

преобразуем задачу (10), (11) к виду [17]{
− ε

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
− m2

sin2 θ

)]
− 1

r
+

+ε

∫ π

0

∫ ∞

0

W (r, r′, θ, θ′) | g(r′, θ′) |2 (r′)2 sin θ′dr′dθ′ − E

}
g(r, θ) = 0, (17)

∫ π

0

∫ ∞

0

| g(r, θ) |2 r2 sin θdrdθ = 1, (18)

где ядро

W (r, r′, θ, θ′) =
2

π
√

r2 + (r′)2 − 2rr′ cos(θ + θ′)
K

(
2
√

rr′ sin θ sin θ′√
r2 + (r′)2 − 2rr′ cos(θ + θ′)

)
.

(19)
Для квантовых чисел �, n, m порядка ε−1/2, и следовательно, небольших nr, k и

p = nr + k ниже будут построены асимптотические решения задачи (10), (11) по
mod O(�−1) локализованные вблизи окружности Γa. Асимптотические решения зада-
чи (17), (18) будем искать в виде

g = a−3/2

[√
�g0(τ, s) + g1(τ, s) +

g2(τ, s)√
�

]
+ O

(
g3(τ, s)

�

)
, (20)

E = − 1

2a(1 + (nr + 1)/�)2
+

E0 ln �

�2
+

E1

�2
+ O

(
ln �

�5/2

)
. (21)

Здесь � → ∞, функции gj(τ, s), j = 0, 1, 2, 3, экспоненциально убывают при τ 2 + s2 →
∞; E0, E1 — некоторые константы. (Для упрощения обозначений индексы i и p у g0

и E1 опущены.)
Разложим входящие в (17), (18) функции с помощью формулы Тейлора по сте-

пеням τ и s. Поскольку функция K(κ) имеет логарифмическую особенность при
κ → 1 [12]

K(κ) = ln(4/
√

1 − κ2) + O((1 − κ2)) ln(1 − κ2)), (22)

то непосредственно к W формула Тейлора не применима. Обозначим

t = (τ − τ ′)2 + (s − s′)2.

Тогда из (19), (22) вытекает

Лемма 1. При � → ∞, t 	 � имеет место асимптотика

W (r, r′, θ, θ′) =
1

πa
ln

8
√

�√
t

+ O

(
s + s′√

�
ln

√
�√
t

)
+ O

(
t

�
ln

√
�√
t

)
. (23)
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Далее разложим (1+(nr+1)/�)−2 по степеням � и подставим асимптотики (20), (21)
в уравнения (17), (18). В силу (15), (21), (23), (18) для отсутствия в левой части (17)
слагаемых порядка �−2 ln � достаточно положить E0 = 1/(4π). Приравнивая к нулю
слагаемые порядка �−1, �−3/2 и �−2, получаем следующие задачи для определения
g0, g1 и g2:

Lg0 = 0, (24)∫
R2

| g0 |2 dτds = 1;

Lg1 = F1, (25)

где

F1 = 2

[
∂g0

∂s
− s

∂2g0

∂τ 2
+ (s3 − 2ks + sτ 2)g0

]
,

∫
R2

(g0g1 + g0g1) dτds = −2

∫
R2

s | g0 |2 dτds;

Lg2 = F2,1 + F2,2, (26)

где

F2,1 = −2s
∂g0

∂s
+ 3s2∂2g0

∂τ 2
− τ

∂g0

∂τ
−
[
2

3
τ 4 − 2kτ 2 + k2 − 6ks2 + 3s2τ 2+

+3s4 + 3(nr + 1)2

]
g0 + 2

[
∂g1

∂s
− s

∂2g1

∂τ 2
+ (s3 − 2ks + sτ 2)g1

]
,

F2,2 =
1

2π

(
4πE1 − 6 ln 2 +

∫
R2

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′

)
g0,∫

R2

(g0g2 + g0g2)dτds =

= −
∫

R2

[ | g1 |2 +2s(g0g1 + g0g1) + (s2 − τ 2/2) | g0 |2
]
dτds.

Здесь оператор L задан формулой (8).
Решениями уравнения (24) из L2(R2) являются собственные функции двумерного

осциллятора, отвечающие собственному значению p + 1 (p = 0, 1, 2, . . . ). Они образу-
ют подпространство Hp ⊂ L2(R2), ортонормированный базис в котором состоит из
функций βj,p−j(τ, s), j = 0, . . . , p. Здесь

βj,i(τ, s) = θj,ie
−(s2+τ2)/2Hj(s)Hi(τ),

где

θj,i =
(−1)j+i

2(j+i)/2
√

π
√

j!
√

i!
.

Следовательно,

g0 =

p∑
j=0

cjβj,p−j, (27)
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где cj — некоторые константы, удовлетворяющие условию нормировки

p∑
j=0

| cj |2= 1.

Они находятся из условий разрешимости для следующих приближений. Используя
(24), а также известные свойства полиномов Эрмита [23]

sHj(s) = Hj+1(s)/2 + jHj−1(s), H ′
j(s) = 2jHj−1(s),

преобразуем правую часть уравнения (25). Так как[
s

∂2

∂s2
+

∂

∂s
+ 2s(nr + 1)

]
e−s2/2Hj(s) = e−s2/2

[
s(s2 − 1)Hj(s) − 4s2jHj−1(s)+

+4sj(j − 1)Hj−2(s) − sHj(s) + 2jHj−1(s) + 2s(nr + 1)Hj(s)
]

=

= e−s2/2

{
1

8
Hj+3(s) +

(3

4
j +

3

4

)
Hj+1(s) +

3

2
j2Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)+

+2nr

[1
2
Hj+1(s) + jHj−1(s)

]
− 4j

[1
4
Hj+1(s) +

(
j − 1

2

)
Hj−1(s)+

+(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)
]

+ 2jHj−1(s) + 4j(j − 1)
[1
2
Hj−1(s) + (j − 2)Hj−3(s)

]}
=

= e−s2/2

{
1

8
Hj+3(s) +

[
− j

4
+

3

4
+ nr

]
Hj+1(s)+

+j
[
− j

2
+ 2nr + 2

]
Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)

}
,

то F1 принимает вид

F1 = 2
[
s
∂2g0

∂s2
+

∂g0

∂s
+ 2s(nr + 1)g0

]
=

= 2

p∑
j=0

cjθj,p−je
−(s2+τ2)/2Hp−j(τ)

{
Hj+3(s)/8 + ((3 − j)/4 + nr)Hj+1(s)+

+j(−j/2 + 2nr + 2)Hj−1(s) + j(j − 1)(j − 2)Hj−3(s)
}
. (28)

Поскольку (28) не содержит функций из Hp, то уравнение (25) разрешимо. Его ре-
шение имеет вид

g1 = −1

3

∂3g0

∂s3
− 2(nr + 1)

∂g0

∂s
+

p∑
j=0

c∗jβj,p−j,

где c∗j — некоторые константы.
Аналогично доказывается, что F2,1 также не содержит функций из Hp. Поэтому

условия разрешимости уравнения (26) принимают вид∫
R2

F2,2βj,p−jdτds = 0, j = 0, . . . , p. (29)
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При выполнении (29) функция g2 ∈ L2(R2) может быть представлена в виде суммы
следующего ряда [24, 23]

g2 =
∞∑

j,i=0
j+i�=p

1

2(j + i − p)

∫
R2

(F2,1(τ
′, s′) + aF2,2(τ

′, s′))βj,i(τ
′, s′)dτ ′ds′βj,i(τ, s)+

+

p∑
j=0

c∗∗j βj,p−j, (30)

где c∗∗j — некоторые константы.
Условие (29) позволяют найти входящие в (27) коэффициенты

cj =
1

6 ln 2 − 4πE1

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2) | g0(τ
′, s′) |2 g0(τ, s)βj,p−j(τ, s)dτ ′ds′dτds,

j = 0, . . . , p. В результате, приходим к следующей не содержащей малых параметров
задаче на собственные значения

(6 ln 2 − 4πE1)g0 =

=

∫
R2

Ω(τ, s, τ ′′, s′′)
∫

R2

ln((τ ′−τ ′′)2+(s′−s′′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′g0(τ

′′, s′′)dτ ′′ds′′, (31)
∫

R2

| g0(τ, s) |2 dτds = 1. (32)

Здесь функция

Ω(τ, s, τ ′′, s′′) =
e−(s2+τ2+(s′′)2+(τ ′′)2)/2

2pπ

p∑
j=0

Hj(s)Hj(s
′′)Hp−j(τ)Hp−j(τ

′′)
j!(p − j)!

.

Поскольку в результате преобразования Гаусса [23]

1√
π

∫
R

(2ix)ne(ix−y)2dx = Hn(y),

то для ядра Ω имеет место интегральное представление

Ω(τ, s, τ ′′, s′′) =
(−1)p2p

p!π3
e−(s2+τ2+(s′′)2+(τ ′′)2)/2×

×
∫

R4

(s̃s̃′ + τ̃ τ̃ ′)pe(is̃−s)2+(iτ̃−τ)2+(is̃′−s′)2+(iτ̃ ′−τ ′)2dτ̃ds̃dτ̃ ′ds̃′.

Из (31), (32) следует, что число E1 может быть записано в виде

E1 =
3 ln 2

2π
− 1

4π

∫
R2

∫
R2

Ω(τ, s, τ ′′, s′′)g0(τ
′′, s′′)g0(τ, s)dτds×

×
∫

R2

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2) | g0(τ
′, s′) |2 dτ ′ds′dτ ′′ds′′. (33)
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Замечание 1. Уравнение (31) является нелинейным интегральным уравнением. Ра-
нее при нахождении серии асимптотических собственных функций для оператора
Хартри нелинейное интегральное уравнение на сфере возникало в работе [14].

Пусть при некотором p = 0, 1, 2, . . . число E1 = E
(p)
1,i и функция g0 = g

(p)
0,i являются

решением задачи (31), (32). Определим число λ
(p)
n,i по формуле (3), а также функцию

ψ
(p)
n,i = ε3/2

p∑
j=0

cjvn,p−j,j(εq),

где vn,k,nr задаются формулой (12), а коэффициенты cj совпадают с коэффициеттами
разложения g0 согласно (27)(см. теорему 1). Справедлива

Теорема 2. При ε → 0 и n порядка ε−1/2 число λ
(p)
n,i является асимтотическим

собственным значением, а функция ψ
(p)
n,i — главным членом разложения соответ-

ствующей асимптотической собственной функции задачи (1), (2) в пространстве
L2(R3). Число λ

(p)
n,i расположено вблизи верхней границы спектрального кластера,

отвечающего квантовому числу n, а функция ψ
(p)
n,i по mod O(n) сосредоточена вбли-

зи окружности Γ = {(r, θ, ϕ) | r = 2n2, θ = π/2} в R
3.

Замечание 2. Поправка к ψ
(p)
n,i строится аналогично (30), однако имеет весьма гро-

моздкий вид.

4 Решение спектральной задачи
на подпространствах H0, H1

Найдем решение задачи (31), (32) при p = 0. Будем искать g
(0)
0,0 в виде

g
(0)
0,0 = c

(0)
0 β0,0 =

c
(0)
0√
π

e−(s2+τ2)/2. (34)

В силу условия нормировки (32) константа c
(0)
0 удовлетворяет равенству

c
(0)
0 = 1. (35)

Замечание 3. Формулы для асимптотических собственных функций в статье приво-
дятся с точностью до произвольного множителя вида eiϕ, где ϕ ∈ R.

Подставляя (34) в соотношение (33), имеем:

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

4π3

∫
R4

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2)e−s′2−τ ′2−(s′′)2−(τ ′′)2dτ ′ds′dτ ′′ds′′. (36)

Далее, делая замену переменных

ξ = τ ′′ − τ ′, η = s′′ − s′, (37)
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а также учитывая при n = 0 равенство [25]∫
R

r2ne−2r2

dr =

√
π(2n)!

23n
√

2n!
, n = 0, 1, 2, . . . , (38)

преобразуем (36) к виду

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

8π2

∫
R2

ln(ξ2 + η2)e−(ξ2+η2)/2dξdη. (39)

Наконец, переходя в правой части (39) к полярным координатам

ξ = ρ cos ϕ, η = ρ sin ϕ

и используя интеграл [25] ∫ ∞

0

e−r/2 ln rdr = −2γ + 2 ln 2, (40)

где γ – постоянная Эйлера, находим, что

E
(0)
1,0 =

3 ln 2

2π
− 1

8π2

∫ 2π

0

∫ ∞

0

ln ρ2e−ρ2/2ρdρdϕ =

=
3 ln 2

2π
− 1

8π

∫ ∞

0

e−r/2 ln rdr =
5 ln 2 + γ

4π
.

При p = 1 решение будем искать в виде

g
(1)
0,i = c

(1)
0,i β0,1 + c

(1)
1,i β1,0 = −

√
2

π
e−(s2+τ2)/2(c

(1)
0,i τ + c

(1)
1,i s), (41)

где c
(1)
0,i , c

(1)
1,i — константы. Подставляя функцию (41) в (31), (32), приходим к системе

уравнений
(4πE

(1)
1 − 6 ln 2)c

(1)
0 + I(c

(1)
0 , c

(1)
1 ) = 0, (42)

(4πE
(1)
1 − 6 ln 2)c

(1)
1 + I(c

(1)
1 , c

(1)
0 ) = 0, (43)

| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2= 1, (44)

где

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

4

π2

∫
R4

ln((τ ′ − τ ′′)2 + (s′ − s′′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+(s′′)2+(τ ′′)2)[| c
(1)
0 |2 (τ ′)2+

+ | c
(1)
1 |2 (s′)2 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )s′τ ′][c(1)

0 (τ ′′)2 + c
(1)
1 s′′τ ′′]dτ ′ds′dτ ′′ds′′.

(Индекс i для краткости обозначений опущен.)
Вычислим входящий в I(c

(1)
0 , c

(1)
1 ) интеграл. Делая замену переменных (37), имеем:

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

4

π2

∫
R2

ln(ξ2 + η2)e−(ξ2+η2)/2I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η)dξdη. (45)
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Здесь

I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η) =

∫
R2

e−2(s′+η/2)2−2(τ ′+ξ/2)2 [| c
(1)
0 |2 (τ ′)2 + + | c

(1)
1 |2 (s′)2+

+(c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )s′τ ′][c(1)

0 (ξ + τ ′)2 + c
(1)
1 (ξ + τ ′)(η + s′)]dτ ′ds′.

Делая далее еще одну замену

x = s′ + η/2, y = τ ′ + ξ/2

и пользуясь равенствами (38) при n = 0, 1, 2 находим, что

I1(c
(1)
0 , c

(1)
1 , ξ, η) =

π

32
{3 | c

(1)
0 |2 c

(1)
0 + | c

(1)
1 |2 c

(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 +

+c
(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 + +[| c

(1)
0 |2 ξ2+ | c

(1)
1 |2 η2 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )ξη]c

(1)
0 −

−[4 | c
(1)
0 |2 c

(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 ]ξ2 − 2[(c

(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
0 +

+(| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2)c(1)

1 ]ξη − (c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )c

(1)
1 η2+

+[| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2 + | c

(1)
0 |2 ξ2+ | c

(1)
1 |2 η2+

+(c
(1)
0 c

(1)
1 + c

(1)
0 c

(1)
1 )ξη](c

(1)
0 ξ2 + c

(1)
1 ξη)}. (46)

Подставим, наконец, правую часть (46) в (45). Переходя в получившемся инте-
грале к полярным координатам, а также используя (40) и равенства [25]

∫ ∞

0

rne−r/2 ln rdr = n!2n+1
( n∑

k=1

1

k
− γ + ln 2

)
, n = 1, 2, . . .

при n = 1, 2, приходим к следующей лемме.

Лемма 2. Справедливо равенство

I(c
(1)
0 , c

(1)
1 ) =

(
ln 2 − γ +

5

8

)
(| c

(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2)c(1)

0 + (c
(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
1

8
. (47)

С учетом (47) система уравнений (42)–(44) принимает вид

(
4πE

(1)
1 − 5 ln 2 − γ +

5

8

)
c
(1)
0 + (c

(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
1

8
= 0, (48)

(
4πE

(1)
1 − 5 ln 2 − γ +

5

8

)
c
(1)
1 − (c

(1)
0 c

(1)
1 − c

(1)
0 c

(1)
1 )

c
(1)
0

8
= 0, (49)

| c
(1)
0 |2 + | c

(1)
1 |2= 1. (50)

Система (48)–(50) при

E
(1)
1,0 =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − 5

8

)
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имеет однопараметрическое семейство вещественных решений

c
(1)
0,0 = cos α, c

(1)
1,0 = sin α, (51)

где α ∈ R, а при

E
(1)
1,1 =

1

4π

(
5 ln 2 + γ − 3

4

)
— комплексные решения

c
(1)
0,1 =

1√
2
, c

(1)
1,1 = ± i√

2
. (52)

Справедлива

Теорема 3. При p = 0, 1 собственные значения задачи (31), (32) имеют вид (4)–(6),
а соответствующие собственные функции при p = 0 определяются равенствами
(34), (35), а при p = 1 — равенствами (41), (51), (52).

5 Спектральная задача на подпространстве H2.
Вещественные решения

При p = 2 будем искать решение задачи (31), (32) в виде

g
(2)
0,i = c

(2)
0,i β0,2 + c

(2)
1,i β1,1 + c

(2)
2,i β2,0 =

=
1√
2π

e−(s2+τ2)/2[c
(2)
0,i (2τ

2 − 1) + c
(2)
1,i 2

√
2τs + c

(2)
2,i (2s

2 − 1)]. (53)

Тогда система (31), (32) примет вид

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
0 + I2(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = 0, (54)

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
1 + I3(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = 0, (55)

(4πE
(2)
1 − 6 ln 2)c

(2)
2 + I2(c

(2)
2 , c

(2)
1 , c

(2)
0 ) = 0, (56)

| c
(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2= 1. (57)

Здесь

I2(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) =

1

4π2

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+s2+τ2)×

×I4(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s)(2τ 2 − 1)dτ ′ds′dτds,

I3(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) =

1√
2π2

∫
R4

ln((τ − τ ′)2 + (s − s′)2)e−((s′)2+(τ ′)2+s2+τ2)×

×I4(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s)τsdτ ′ds′dτds,

где
I4(c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , τ ′, s′, τ, s) = {| c

(2)
0 |2 (2(τ ′)2 − 1)2 + 8 | c

(2)
1 |2 (τ ′s′)2+

+ | c
(2)
2 |2 (2(s′)2 − 1)2 + 2

√
2(c

(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1 )τ ′s′(2(τ ′)2 − 1)+
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+2
√

2(c
(2)
2 c

(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1 )τ ′s′(2(s′)2 − 1) + (c

(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2 )(2(τ ′)2 − 1)×

×(2(s′)2 − 1)}[c(2)
0 (2τ 2 − 1) + 2

√
2c

(2)
1 τs + c

(2)
2 (2s2 − 1)].

(Индекс i снова опущен.)
Вычисления, аналогичные случаям p = 0, 1, но значительно более громоздкие,

приводят к следующей лемме.

Лемма 3. Справедливы равенства

I2(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = (ln 2 − γ)(| c

(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2)+

+
1

128

{
| c

(2)
0 |2

(247

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
+ | c

(2)
1 |2 (153c

(2)
0 − c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(343

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
− 15

(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 − 9

(
c
(2)
2 c

(2)
1 +

+c
(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(c
(2)
0

2
− 9

2
c
(2)
2

)}
, (58)

I3(c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 ) = (ln 2 − γ)(| c

(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2)+

+
1

128
{153 | c

(2)
0 |2 c

(2)
1 + 142 | c

(2)
1 |2 c

(2)
1 + 153 | c

(2)
2 |2 c

(2)
1 −

−(c(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)
c
(2)
1 − (c(2)

0 c
(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)(
15c

(2)
0 + 9c

(2)
2

)−
−(c(2)

2 c
(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)(
9c

(2)
0 + 15c

(2)
2

)}. (59)

С учетом (58), (59) система уравнений (54)–(57) принимает вид

−σ(2)c
(2)
0 + | c

(2)
0 |2

(247

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
+ | c

(2)
1 |2 (153c

(2)
0 − c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(343

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
− 15

(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 −

−9
(
c
(2)
2 c

(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(c
(2)
0

2
− 9

2
c
(2)
2

)
= 0, (60)

−σ(2)c
(2)
1 + 153 | c

(2)
0 |2 c

(2)
1 + 142 | c

(2)
1 |2 c

(2)
1 + 153 | c

(2)
2 |2 c

(2)
1 −

−(c(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)
c
(2)
1 − (c(2)

0 c
(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)(
15c

(2)
0 + 9c

(2)
2

)−
−(c(2)

2 c
(2)
1 + c

(2)
2 c

(2)
1

)(
9c

(2)
0 + 15c

(2)
2

)
= 0, (61)

−σ(2)c
(2)
2 + | c

(2)
0 |2

(c
(2)
0

2
+

343

2
c
(2)
2

)
+ | c

(2)
1 |2 (− c

(2)
0 + 153c

(2)
2

)
+

+ | c
(2)
2 |2

(c
(2)
0

2
+

247

2
c
(2)
2

)
− 9
(
c
(2)
0 c

(2)
1 + c

(2)
0 c

(2)
1

)
c
(2)
1 − 15

(
c
(2)
2 c

(2)
1 +

+c
(2)
2 c

(2)
1

)
c
(2)
1 +

(
c
(2)
0 c

(2)
2 + c

(2)
0 c

(2)
2

)(− 9

2
c
(2)
0 +

c
(2)
2

2

)
= 0, (62)
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| c
(2)
0 |2 + | c

(2)
1 |2 + | c

(2)
2 |2= 1. (63)

Здесь σ(2) = 128(−4πE
(2)
1 + 5 ln 2 + γ).

Перейдем к решению системы (60)-(63). (Для упрощения обозначений индекс 2
сверху у c

(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , σ(2) будем ниже опускать.) Вначале найдем вещественные ре-

шения. Если c0, c1, c2 ∈ R, то система (60)-(63) принимает вид

−σc0 + c2
0

(247

2
c0 +

3

2
c2

)
+ c2

1

(
123c0 − 19c2

)
+ c2

2

(325

2
c0 +

c2

2

)
= 0,

c1(−σ + 123c2
0 + 142c2

1 + 123c2
2 − 38c0c2) = 0, (64)

−σc2 + c2
0

(c0

2
+

325

2
c2

)
+ c2

1

(− 19c0 + 123c2

)
+ c2

2

(3

2
c0 +

247

2
c2

)
= 0,

c2
0 + c2

1 + c2
2 = 1.

Учитывая (64), при c1 = 0 получаем систему

(
− σ + 123 +

c2
0

2
+

79

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0, (65)

(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)
c0 +

(
− σ + 123 +

79

2
c2
0 +

c2
2

2

)
c2 = 0, (66)

c2
0 + c2

2 = 1, (67)

а при c1 �= 0 приходим к уравнениям (65), (66),

−σ + 142 − 19(c0 + c2)
2 = 0, (68)

c2
1 = 1 − c2

0 − c2
2. (69)

Рассмотрим случай, когда c1 = 0. Обозначим x = c2
2. Тогда, исключая c0 из (65)-

(67), имеем:
σ2 − 286σ − 1520x2 + 1520x + 20068 = 0, (70)

σ2(x − 1) − σ(x − 1)(78x + 247) +
(
1522x3 + 8109x2 +

11243

2
x − 61009

4

)
= 0. (71)

Из уравнений (70), (71) вытекает, что
(
x − 1

2

)(
− 78(x − 1)σ + 3042x2 + 6590x − 19263

2

)
= 0. (72)

Если x = 1/2, то из уравнения (70) находим

σ
(2)
1 = 142, σ

(2)
2 = 144. (73)

Соответствующие коэффициенты в формуле (53) имеют вид

c
(2)
0,1 =

1√
2
, c

(2)
1,1 = 0, c

(2)
2,1 = − 1√

2
,

c
(2)
0,2 =

1√
2
, c

(2)
1,2 = 0, c

(2)
2,2 =

1√
2
. (74)
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Если же x �= 1/2, то выражая σ из (72) и подставляя его в (70), получаем урав-
нение

x4 − 4x3 +
15971

3042
x2 − 1141

507
x +

1

2704
= 0.

Оно сводится к двум квадратным уравнениям:

(x − 3/2)2 = 0 (75)

и
x2 − x +

1

6084
= 0. (76)

Так как x ∈ [0, 1], то уравнение (75) решений не имеет. В случае уравнения (76)
находим корни

x1 =
1

78(39 + 4
√

95)
, x2 = 1 − 1

78(39 + 4
√

95)
.

Они отвечают значению
σ

(2)
0 = 123 +

19

39
. (77)

Доказана

Лемма 4. Система (65)–(67) разрешима лишь в случае, когда σ имеет вид (73) или
(77).

Перейдем к изучению уравнений (65), (66), (68), (69), которые возникают при
c1 �= 0. Исключая из этой системы σ и c2

1, находим, что(
− 19 +

39

2
c2
0 + 38c0c2 +

117

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0, (78)

(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)
c0 +

(
− 19 +

117

2
c2
0 + 38c0c2 +

39

2
c2
2

)
c2 = 0. (79)

Если c0 = c2 = 0, то из (68), (69) следует, что c1 = 1, а σ = 142. Если же c0c2 �= 0, то
условием разрешимости (78), (79) будет равенство

(
− 19 +

39

2
c2
0 + 38c0c2 +

117

2
c2
2

)(
− 19 +

117

2
c2
0 + 38c0c2 +

39

2
c2
2

)
−

−
(
− 19 +

39

2
c2
0 +

41

2
c2
2

)(
− 19 +

41

2
c2
0 +

39

2
c2
2

)
= 0.

Вследствие симметрии уравнений (78), (79) оно может быть записано в виде

(c0 + c2)
2[38 − 39(c0 + c2)

2] = 0.

Пусть c0 + c2 = 0. Тогда из соотношения (68) находим, что σ
(2)
1 = 142. Этому зна-

чению σ соотвествует однопараметрическое семейство решений (53), коэффициенты
которого имеют вид

c
(2)
0,1 =

sin α√
2

, c
(2)
1,1 = cos α, c

(2)
2,1 = −sin α√

2
. (80)
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Здесь α ∈ R.
В случае, если

(c0 + c2)
2 =

38

39
,

для σ снова получаем значение (77). Ему соотвествует однопараметрическое семей-
ство решений (53), коэффициенты которого имеют вид

c
(2)
0,0 =

1√
39

(√38

2
+
√

10 cos α
)
, c

(2)
1,0 =

2
√

5√
39

sin α, c
(2)
2,0 =

1√
39

(√38

2
−

√
10 cos α

)
.

(81)
Здесь α ∈ R. Отметим, что если σ = σ

(2)
0 и σ = σ

(2)
1 , то построенные выше при c1 = 0

решения системы (65)–(67) содержатся в однопараметрических семействах (81), (80).
Доказана

Теорема 4. При p = 2 собственные значения задачи (31), (32), отвечающие веще-
ственным собственным функциям, имеют вид (4), (77), (73). Соответствующие
собственные функции определяются равенствами (53), (81), (80), (74).

6 Спектральная задача на подпространстве H2.
Комплексные решения

Перейдем к построению комплексных решений системы (60)–(63). В силу замечания
3 мы можем считать, что c1 ∈ R. Поэтому положим

c
(2)
0 =| c0 | eiϕ0 , c

(2)
1 =| c1 |, c

(2)
2 =| c2 | eiϕ2 .

Поделим далее (60) на eiϕ0 , (62) на eiϕ2 и приравняем в уравнениях (60)–(62) к нулю
вещественные и мнимые части. В результате получаем систему

−σ | c0 | +
247

2
| c0 |3 +

1

2
| c0 |2| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0) + 153 | c1 |2| c0 | −

− | c1 |2| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)+ | c2 |2
(343

2
| c0 | +

1

2
| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)

)
−

−30 | c0 || c1 |2 cos2 ϕ0 − 18 | c2 || c1 |2 cos ϕ2 cos ϕ0+

+2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |

2
− 9

2
| c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)

)
= 0, (82)

| c1 | {−σ + 153 | c0 |2 +142 | c1 |2 +153 | c2 |2 −
−2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0) − 2 | c0 | cos ϕ0(15 | c0 | cos ϕ0 + 9 | c2 | cos ϕ2)−

−2 | c2 | cos ϕ2(9 | c0 | cos ϕ0 + 15 | c2 | cos ϕ2)} = 0,

−σ | c2 | + | c0 |2
(1

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) +

343

2
| c2 |

)
+

+ | c1 |2
(− | c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) + 153 | c2 |

)
+ | c2 |2

(1

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0)+

+
247

2
| c2 |

)
− 18 | c0 || c1 |2 cos ϕ0 cos ϕ2 − 30 | c2 || c1 |2 cos2 ϕ0+
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+2 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
(
− 9

2
| c0 | cos (ϕ2 − ϕ0) +

| c2 |
2

)
= 0, (83)

| c0 |2 + | c1 |2 + | c2 |2= 1, (84)

| c2 | sin (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |2

2
− | c1 |2 +

| c2 |2
2

− 9 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
)
+

+ | c1 |2 sin ϕ0(30 | c0 | cos ϕ0 + 18 | c2 | cos ϕ2) = 0, (85)

| c0 | sin (ϕ2 − ϕ0)
( | c0 |2

2
− | c1 |2 +

| c2 |2
2

− 9 | c0 || c2 | cos (ϕ2 − ϕ0)
)
−

− | c1 |2 sin ϕ2(18 | c0 | cos ϕ0 + 30 | c2 | cos ϕ2) = 0, (86)

| c1 | {| c0 | sin ϕ0(5 | c0 | cos ϕ0 + 3 | c2 | cos ϕ2)+

+ | c2 | sin ϕ2(3 | c0 | cos ϕ0 + 5 | c2 | cos ϕ2)} = 0. (87)

Уравнение (87) здесь можно отбросить, так как оно является линейной комбинацией
(85), (86).

Анализ уравнений (85), (86) показывает, что комплексные решения спектральной
задачи на подпространстве H2 могут существовать в следующих пяти случаях.

1 случай. c1 = 0.
2 случай. | c2 |= 0, | c0 |�= 0, ϕ0 = ±π/2.
3 случай. | c0 |= 0, | c2 |�= 0, ϕ2 = ±π/2.
4 случай. ϕ0 = ϕ2 = ±π/2.
5 случай. | c0 |=| c2 |�= 0, ϕ2 = −ϕ0.
Рассмотрим случай 1. Пусть c1 = 0. Тогда из уравнений (84), (85) следует, что

cos (ϕ2 − ϕ0) =
1

18 | c0 || c2 | . (88)

(При sin (ϕ2 − ϕ0) = 0 снова приходим к вещественным решениям.) Далее подставим
правую часть (88) в (82), (83). В результате получаем систему

| c0 |
{
− σ +

247

2
+ | c2 |2

(
48 − 9

(18 | c0 || c2 |)2

)
}+

+ | c2 |
( 1

12 | c0 || c2 | −
| c2 |

18 | c0 |
)

= 0,

| c0 |
( 1

36 | c0 || c2 | +
| c2 |

18 | c0 |
)
+ | c2 | {−σ+

+
343

2
− 9

(18 | c0 || c2 |)2
+ | c2 |2

(
− 48 +

9

(18 | c0 || c2 |)2

)}
= 0,

| c0 |2 + | c2 |2= 1,

которая сводится к решению следующих уравнений

σ + 48 | c2 |2= 1

18
+

343

2
, σ − 48 | c2 |2= 1

18
+

247

2
. (89)

Из (89) находим, что

σ
(2)
5 = 147 +

5

9
, (90)
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| c0 |=| c2 |= 1√
2
,

и, следовательно,

cos (ϕ2 − ϕ0) =
1

9
.

Таким образом, соответствующие (90) коэффициенты разложения (53) имеют вид

c
(2)
0,5 =

1 ± 4
√

5i

9
√

2
, c

(2)
1,5 = 0, c

(2)
2,5 =

1√
2
. (91)

Остальные случаи рассматриваются аналогично. Во втором случае находим число

σ
(2)
4 = 145 − 1

81
(92)

и коэффициенты

c
(2)
0,4 = ±

√
22i

9
, c

(2)
1,4 =

√
59

9
, c

(2)
2,4 = 0. (93)

В третьем случае находим число (92) и коэффициенты

c
(2)
0,4 = 0, c

(2)
1,4 =

√
59

9
, c

(2)
2,4 = ±

√
22i

9
. (94)

В четвертом случае находим число

σ
(2)
3 = 145 − 1

33
(95)

и коэффициенты

c
(2)
0,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
, c

(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 −√

24i√
66

; (96)

c
(2)
0,3 =

±√
5 −√

24i√
66

, c
(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
. (97)

Наконец, в пятом случае находим два числа (90), (95), а также коэффициенты

c
(2)
0,5 = ±

√
5i

3
√

2
, c

(2)
1,5 =

2

3
, c

(2)
2,5 = ±

√
5i

3
√

2
. (98)

и

c
(2)
0,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
, c

(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 −√

24i√
66

; (99)

c
(2)
0,3 =

±√
5 −√

24i√
66

, c
(2)
1,3 =

√
8√
66

, c
(2)
2,3 =

±√
5 +

√
24i√

66
. (100)

Справедлива

Теорема 5. При p = 2 собственные значения задачи (31), (32), отвечающие ком-
плексным собственным функциям, имеют вид (4), (95), (92), (90). Соответству-
ющие собственные функции определяются равенствами (53), (99), (100), (96), (97);
(93), (94); (91), (98).

Таким образом, в данной работе найдены асимптотические собственные значения
и асимптотические собственные функции для оператора Хартри вблизи верхних гра-
ниц спектральных кластеров. Отметим, что использованные в работе методы носят
общий характер. Они применимы не только в случае оператора Хартри, но и при
изучении более сложных нелинейных уравнений с сингулярными ядрами.

Квазиклассическая асимптотика спектра оператора Хартри... 63



Дополнение
Данное дополнение содержит доказательство теоремы 1, относящейся к теории спе-
циальных функций. Начнем с асимптотики полинома Лежандра. Поскольку полином
Эрмита имеет вид [23]

Hk(τ) =

[k/2]∑
j=0

(−1)jk!

j!(k − 2j)!
(2τ)k−2j,

где [α] — целая часть числа α, то заменяя в равенстве

d2�−k

dx2�−k
(1 − x2)� = (−1)�

[k/2]∑
j=0

(−1)j�!(2� − 2j)!

(� − j)!j!(k − 2j)!
xk−2j

факториалы по формуле Стирлинга, а также разлагая функцию (1 − x2)(�−k)/2 с
помощью формулы Тейлора, имеем:

P �−k
� (cos θ) =

(−1)k��−k/22�−k+1/2e−�

k!
e−τ2/2

{
Hk(τ)+

+O
(τ 4 + 1

�
Hk(τ)

)
+ O

( | τ |3 +1

�
H ′

k(τ)
)}

.

Здесь τ 4 	 �.
Чтобы найти асимптотику полинома Лагерра, воспользуемся интегральными пред-

ставлениями [23]:

Ls
n(x) =

n!

2πi

∮
|ω|=ρ

e−xω/(1−ω)

(1 − ω)s+1ωn+1
dω, (101)

Hn(x) =
n!

2πi

∮
|z|=R

e2xz−z2

dz.

Здесь ρ < 1, контуры интегрирования ориентированы против часовой стрелки. Делая
в интеграле (101) замену ω = z/

√
� и разлагая далее функции по формуле Тейлора,

имеем:

L2�+1
nr

(
r

εn

)
=

nr!

2πi

∮
|ω|=ρ

e−[2(�−nr−1)+2
√

�s+O(s/
√

�)+O(1/�)]ω/(1−ω)

(1 − ω)2�+2ωnr+1
dω =

=
�nr/2nr!

2πi

∮
|z|=√

�ρ

e−2sz−z2

znr+1

[
1 + O

(
(2nr + 4)z − 2sz2 − 4z3/3√

�

)]
dz =

= �nr/2(−1)nr

[
Hnr(s) + O

( | s |3 +1√
�

Hnr(s)

)
+ O

(
s2 + 1√

�
H ′

nr
(s)

)]
.

Здесь s6 	 �.
Чтобы получить формулу (16), остается разложить функцию r�e−r/(2εn) вблизи

точки r = a и применить к входящим в (13), (14) факториалам формулу Стирлинга.
Теорема доказана.
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SEMICLASSICAL ASYMPTOTICS OF THE HARTREE
OPERATOR SPECTRUM NEAR THE UPPER 
BOUNDARIES OF SPECTRUM CLUSTERS.

ASYMPTOTIC SOLUTIONS
CONCENTRATED NEAR CIRCLE

The eigenvalue problem for the Hartree operator with Coulomb interaction and with a small parameter at the non-
linearity is considered. The asymptotic eigenvalues and eigenfunctions near the upper boundaries of the spectral clus-
ters are calculated. The leading term of expansion is a solution of the two-dimensional oscillator problem near the cir-
cle, where the solution is concentrated.


