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Рассмотрим задачу на собственные значения для нелинейного оператора типа Харт-
ри в L2(R2)
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∫
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W (|q − q′|2) | ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ, (1)
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Рассматривается задача на собственные значения для возмущенного двумерного резонансного осцил-
лятора. Возбуждающий потенциал задается нелокальной нелинейностью типа Хартри с гладким потен-
циалом самодействия. Каждому представлению алгебры вращений соответствует спектральный кластер
вокруг уровня энергии невозмущенного оператора. Найдены асимптотические собственные значения и
асимптотические собственные функции вблизи верхних границ спектральных кластеров. Для их вычисле-
ния использованы асимптотические формулы для квантовых средних.
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— двумерный осциллятор, W (x) = w0 + w1x + w2x
2 — произвольный многочлен сте-

пени 2 с вещественными коэффициентами, � > 0, ε > 0 — малые параметры, причем
ε� �. Для определенности рассмотрим случай, когда ε = �

2, а w2 > 0.
Уравнение самосогласованного поля во внешнем поле, содержащее интегральную

нелинейность типа Хартри с гладким или негладким потенциалом самодействия, иг-
рает фундаментальную роль в квантовой теории и нелинейной оптике. В частности,
такие уравнения возникают в теории полярона, который можно рассматривать как
простейший пример частицы, взаимодействующей с квантовым полем [1], в теории
конденсата Бозе-Эйнштейна [2], при нахождении электронных орбиталей в много-
электронных атомах [3], а также при рассмотрении сред с пространственной диспер-
сией [4].
В течение длительного времени центральной проблемой в теории полярона было

исследование свойств основного состояния [5]. Вопрос о существовании состояний,
отличных от основного, является исходным при исследовании процессов, связанных
с возбуждением электронов в поляронных средах [6]. В настоящее время, помимо
чисто теоретического интереса, проблема возбужденных поляронных состояний при-
обретает интерес в связи с проблемой электронного переноса возбуждений в самых
различных конденсированных средах. В частности, проблема электронного переноса
на большие расстояния является одной из центральных в молекулярной биологии
при описании коллективных возбуждений в молекулярных цепочках и в молекулах
ДНК [7].
Асимптотическим решениям уравнений типа Хартри, локализованным вблизи ма-

ломерных инвариантных подмногообразий в фазовом пространстве, посвящено боль-
шое число работ (см., например, [8–17] ). Особенностью задачи (1), (2) является то,
что она относится к классу резонансных: обе частоты двумерного осциллятора H0

равны 1. Но тогда лучевой метод [18] и общая теория комплексного ростка Мас-
лова [8], которые позволяют строить асимптотические при � → 0 решения, лока-
лизованные вблизи точек, траекторий, торов и иных маломерных подмногообразий,
неприменимы [19].
Метод построения квазиклассических асимптотик для уравнений с частотными

резонансами был разработан в серии работ М. В. Карасева [20–22]. Он основан на
алгебраическом усреднении возмущения, последующем переходе на алгебру симмет-
рий и когерентном преобразовании от исходного представления этой алгебры к ее
неприводимому представлению в пространстве функций над лагранжевым подмно-
гообразием в симплектическом листе.
Особый интерес представляют решения уравнений типа (1), отвечающие грани-

цам спектральных кластеров вблизи собственных значений невозмущенного уравне-
ния (при ε = 0), где упомянутые лагранжевы подмногообразия почти схлопываются
и интегральное представление решения над ними становится невозможным. В рабо-
тах [23, 24] на примере спектральной задачи для двумерного возмущенного осцил-
лятора был предложен метод нахождения серий асимптотических собственных зна-
чений вблизи границ спектральных кластеров. Он основан на новом интегральном
представлении (см. формулу (41)). Далее в работах [25, 26] этот метод был исполь-
зован при изучении асимптотики спектра атома водорода в магнитном поле.
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В данной работе указанный метод будет применен для нахождения асимптоти-
ческих собственных значений оператора типа Хартри вблизи верхних границ спек-
тральных кластеров (см. теорему 2). В силу нелинейности оператора собственным
значениям будут соответствовать однопараметрические семейства асимптотических
собственных функций. Помимо нелинейности имеется еще целый ряд свойств, отли-
чающих задачу (1), (2) от рассмотренных ранее задач. Например, после усреднения
и когерентного преобразования в случае уравнения (1) получается уравнение (36),
имеющее иррегулярные особые точки. Оно не является уравнением класса Фукса [27],
как было в работах [23–26].
Задача, подобная (1), (2), но без резонансов рассматривалась ранее в [10], где

для оператора типа Хартри была построена асимптотика серии собственных значе-
ний. Эта серия соответствует радиально несимметричным собственным функциям
с большим орбитальным числом, произвольным магнитным числом и с небольшим
радиальным числом. Отметим также работы [15, 16], где для небольших квантовых
чисел была найдена серия асимптотических собственных значений для оператора
типа Хартри. Она отвечает точке покоя системы Гамильтона–Эренфеста, ассоцииро-
ванной с оператором Хартри.
План дальнейшего изложения следующий. Раздел 2 содержит описание квантово-

го метода усреднения и определение когерентного преобразования в случае алгебры
вращений. В разделе 3 найдено интегральное представление для асимптотических
собственных функций, являющихся антиголоморфными многочленами степени �. В
разделе 4 рассмотрена многоточечная спектральная задача. Построено ее асимпто-
тическое решение, а также вычислена поправка в спектральной серии. В разделе 5
изучается поведение асимптотических собственных функций. Наконец, разделы 6
и 7 содержат доказательство итоговой теоремы. Кроме того в разделе 7 получены
формулы для квантовых средних.

Заметим, что оператор в левой части уравнения (1) можно записать в виде H0 +
�

2V (q1, q2), где V (q1, q2) — многочлен 4 степени от q1, q2, коэффициенты которого ин-
тегрально зависят от |ψ|2. Применим к (1) квантовую версию метода усреднения [19,
28, 29]. Исходная идея метода состоит в том, чтобы найти такой обратимый оператор
U и такой оператор V0, чтобы

U−1(H0 + �
2V )U = H0 + �

2V0 + O(�4), (3)

[V0,H0] = 0. (4)

Новый возмущающий оператор V0 коммутирует со старшей частью H0. Поэтому
решение спектральной задачи для оператора H0 + �

2V сводится к решению такой
задачи для оператора V0 на собственном подпространстве оператора H0. Отметим,
что реализовать эту идею удается лишь при достаточно жестких ограничениях на
оператор H0. А именно, должно быть выполнено условие

exp
{2πi

�
H0

}
= I,

где I — единичный оператор.

2. Алгебраическое усреднение и когерентное преобразование
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Определим

V0 =
1

2π

2π∫
0

exp
{
− iτ

�
H0

}
V (q1, q2) exp

{iτ

�
H0

}
dτ, (5)

V� =
1

2π

2π∫
0

(π − τ) exp
{
− iτ

�
H0

}
V (q1, q2) exp

{ iτ

�
H0

}
dτ,

U = exp {−i�V�}. (6)

Справедлива [29]
Лемма 1. Операторы (5), (6) удовлетворяют равенствам (3), (4).

В случае задачи (1), (2) оператор V0 может быть представлен в виде

V0 = 2w2f(S1,S2,S3) + b0, (7)

где f – многочлен 2 степени, b0 – константа, а S1,S2,S3 – симметризированные по
Вейлю ”швингеровские” образующие алгебры вращений [30], удовлетворяющие цик-
лическим коммутационным соотношениям

[S1,S2] = i�S3, [S2,S3] = i�S1, [S3,S1] = i�S2.

В представлении Швингера S1,S2,S3 реализуются в виде следующих операторов в
L2(R2)

S1 =
1

2
(q1q2 + p1p2), S2 =

1

2
(q1p2 − q2p1), S3 =

1

4
(q2

1 + p2
1)−

1

4
(q2

2 + p2
2), (8)

где pj = −i� ∂/∂qj (j = 1, 2).
На гильбертовом подпространстве H� ⊂ L2(R2) собственных функций H0, отве-

чающих собственному значению �(� + 1), где � = 0, 1, 2, . . . , получаем спектральную
задачу

f(S1,S2,S3)ϕ = ξϕ, (9)

‖ϕ‖H�
= 1. (10)

Ее собственные значения обозначим ξ = ξk,� (k = 0, 1, 2, . . . ) и упорядочим их по
убыванию. Рассмотрим число � порядка �

−1. Тогда спектр исходной задачи (1), (2)
имеет следующую асимптотику

λ = �(� + 1) + �
2(2w2ξk,� + b0) + O(�4). (11)

Асимптотика соответствующих собственных функций дается формулой

ψ = Uϕk,� + O(�3), (12)

где ϕk,� – собственная функция задачи (9), (10), отвечающая собственному значению
ξk,�. Оператор U имеет вид (6).
Положим a = ��/2. В случае задачи (1), (2) вычисления, аналогичные [24], при-

водят к следующему результату.
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Лемма 2. Справедливо равенство

f(S1,S2,S3) = −S2
2 + b1S1 + b3S3 (13)

где константы
b1 = 4(S1ϕ, ϕ)H�

, b3 = 4(S3ϕ, ϕ)H�
. (14)

Кроме того, константа b0 в (7) имеет вид

b0 = w0 + 4
√

a(a + �)w1 + [28a(a + �)− 2((S2)
2ϕ, ϕ)H�

]w2. (15)

Доказательство. Усредненный оператор V0 равен [24]

V0 = V0

(
q1, q2,−i�

∂

∂q1

,−i�
∂

∂q2

)
. (16)

Его символ вычисляется с помощью сдвигов по траекториям системы Гамильтона
H0 на время −τ и задается формулой

V0(q1, q2, p1, p2) =
1

2π

2π∫
0

V (q1 cos τ − p1 sin τ, q2 cos τ − p2 sin τ)dτ. (17)

Операторы qj, pj = −i� ∂/∂qj (j = 1, 2) в (16) упорядочены по Вейлю. Разрешая
систему (8) относительно qj, pj (j = 1, 2) и подставляя получившиеся выражения в
(17), имеем:

V0(S1, S2, S3) =
1

2π

2π∫
0

V (
√

2

√
S3 +

√
S2

1 + S2
2 + S2

3 cos τ,

√
2

√
−S3 +

√
S2

1 + S2
2 + S2

3

(
S1√

S2
1 + S2

2

cos τ − S2√
S2

1 + S2
2

sin τ

)
dτ. (18)

Из формулы для оператора Казимира вытекает, что S1, S2, S3 связаны соотношением

S2
1 + S2

2 + S2
3 = a(a + �). (19)

Воспользуемся соотношениями (18), (19). В результате усреднения многочлены
вида qj1

1 qj2
2 , где j1 + j2 – нечетное число, обнуляются, а многочлены

q2
1, q1q2, q2

2, q4
1, q2

1q
2
2, q4

2

оказываются равными, соответственно,

S3 +
√

a(a + �), S1, −S3 +
√

a(a + �),
3

2
S2

3 + 3S3

√
a(a + �) +

3

2
a(a + �),

3

2
S2

1 +
1

2
S2

2 ,
3

2
S2

3 − 3S3

√
a(a + �) +

3

2
a(a + �). (20)

Таким образом, находим, что
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V0(S1, S2, S3) ∼ 2w2

{
− S2

2 + 4

∫
R2

q′1q
′
2|ψ(q′)|2 dq′S1 + 2

∫
R2

((q′1)
2 − (q′2)

2)|ψ(q′|2dq′S3

}
+

+w0 + w1

{
2
√

a(a + �) +

∫
R2

((q′1)
2 + (q′2)

2)|ψ(q′)|2dq′
}

+ w2

{
6a(a + �)+

+8
√

a(a + �)

∫
R2

((q′1)
2 + (q′2)

2)|ψ(q′)|2dq′ +
∫

R2

((q′1)
2 + (q′2)

2)2|ψ(q′)|2dq′
}

. (21)

Чтобы получить равенство (7), где f(S1,S2,S3) имеет вид (13), остается заменить
в (21) в квантовых средних многочлены на усредненные операторы. Из (20) вытекает,
что усреднение

q1q2, q2
1 − q2

2, q2
1 + q2

2, (q2
1 + q2

2)
2

приводит, соответственно, к

S1, 2S3, 2
√

a(a + �), 6a(a + �)− 2S2
2 .

В итоге приходим к равенствам (14),(15). Лемма доказана.
Чтобы решить задачу (9), (10) воспользуемся когерентным преобразованием [31]

I�(g) =
� + 1

2π

∫
C

g(z)|z >
dz dz

(1 + |z|2)�+2
, (22)

где

|z >=
(1 + z2)�/2

√
π2��!�

H�

( q1 + zq2√
�
√

1 + z2

)
exp
(
−q2

1 + q2
2

2�

)
, (23)

а H�(q) – полиномы Эрмита. Оно отображает гильбертово пространство P� антиго-
ломорфных многочленов степени не выше � на гильбертово пространство H�. Ска-
лярное произведение в P� задается следующей формулой [31]

(g1, g2)P�
=

� + 1

2π

∫
C

g1(z)g2(z)
dz dz

(1 + |z|2)�+2
. (24)

Будем искать решение задачи (9),(10) в виде ϕk,� = I�(Φk,�(z)). Поскольку в ре-
зультате когерентного преобразования (22) S1,S2,S3 преобразуются в дифференци-
альные операторы первого порядка [31]

0

S1 =
�

2

(
z� + (1− z2)

d

dz

)
,

0

S2 =
i�

2

(
z�− (1 + z2)

d

dz

)
,

0

S3 = �
( �
2
− z

d

dz

)
, (25)

то получаем следующее уравнение для Φk,�(z) :

f(
0

S1,
0

S2,
0

S3)Φk,�(z) = ξk,�Φk,�(z), k = 0, 1, 2, . . . . (26)

Здесь функция f определена формулой (13). Собственными числами уравнения (26)
назовем такие значения параметра ξk,�, при которых это уравнение имеет полиноми-
альное решение в пространстве P�. В силу унитарности когерентного преобразования

‖Φk,�‖P�
= 1. (27)
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Пусть z = x0 — точка, в малой окрестности которой локализована собственная
функция Φk,�(z). Из предположения о единственности такой точки вытекает, что
x0 ∈ R. Покажем, как связана эта точка со спектром оператора Хартри.
Рассмотрим сужение функции (13) на сферу Ω�, задаваемую соотношением (19).

Она является симплектическим листом для алгебры вращений. Введем на Ω� кэле-
рову структуру с помощью комплексной координаты

z =
S1 + iS2√

a(a + �) + S3

. (28)

Пусть z — комплексно сопряженная с (28) функция. Тогда в силу (19), (28) [31]

S1 =
√

a(a + �)
z + z

1 + |z|2 , S2 = i
√

a(a + �)
z − z

1 + |z|2 , S3 =
√

a(a + �)
1− |z|2
1 + |z|2 . (29)

Далее перейдем в f от координат S1, S2, S3 к новым координатам z, z. В результате,
сужение функции (13) на сферу Ω� примет вид

fΩ�
(z, z) = a(a + �)

(z − z)2

(1 + |z|2)2
+ b1

√
a(a + �)

z + z

1 + |z|2 + b3

√
a(a + �)

1− |z|2
1 + |z|2 . (30)

Чтобы вычислить значения коэффициентов b1, b3 воспользуемся формулами для
средних значений дифференциальных операторов на решениях (1), (2) вблизи границ
спектральных кластеров [23, 24]. Поскольку собственные функции ϕk,�(z, z) локали-
зованы в малой окрестности точки z = z = x0, то для вычисления квантовых сред-
них операторов S1,S3 достаточно заменить функции в (29) их значениями в точке
z = z = x0. В результате, в силу формул (14) получаем, что при �→ 0

b1 ∼ 4
√

a(a + �)
2x0

1 + x2
0

, b3 ∼ 4
√

a(a + �)
1− x2

0

1 + x2
0

. (31)

Приведенные выше формальные рассуждения будут далее строго обоснованы (см.
лемму 16).
Подставляя асимптотики (31) в формулу (30), окончательно получаем, что при

�→ 0

fΩ�
(z, z) ∼ 4a(a + �)

1 + x2
0

P (z, z),

где

P (z, z) =
(1 + x2

0)(z − z)2

4(1 + |z|2)2
+

2x0(z + z)

1 + |z|2 +
(1− x2

0)(1− |z|2)
1 + |z|2 .

Лемма 3. Глобальный максимум функции 4a(a + �)P (z, z)/(1 + x2
0) достигается в

точке z = z = x0 и равен 4a(a + �).

Доказательство. Перейдем к полярным координатам z = ρeiϕ. Тогда

P (ρ, ϕ) = (1 + x2
0)
(ρ cos ϕ

1 + ρ2

)2

+
4x0ρ cos ϕ

1 + ρ2
+

(1− x2
0)(1− ρ4)− ρ2(1 + x2

0)

(1 + ρ2)2
.

Точки глобального максимума функции P могут лежать лишь на вещественной оси,
так как если cos �= ±1, то P (ρ, ϕ) < P (ρ, 0) при x0 ≥ 0 и P (ρ, ϕ) < P (ρ, π) при x0 < 0.
Положим z = x + iy. Тогда
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P (x, y) = − y2(1 + x2
0)

(1 + x2 + y2)2
+

4x0x + (1− x2
0)(1− x2 − y2)

1 + x2 + y2
. (32)

Дифференцируя (32), находим

∂P

∂x
(x, 0) = −4(x− x0)(x0x + 1)

(1 + x2)2
,

∂P

∂y
(x, 0) = 0.

Стационарными являются точки x0 и −1/x0 (при x0 �= 0). Так как

∂2P

∂x2
(x0, 0) = − 4

1 + x2
0

< 0,
∂2P

∂x2
(x0, 0)

∂2P

∂y2
(x0, 0) =

24

(1 + x2
0)

2
> 0,

то точка z = z = x0 является точкой максимума функции P . Поскольку значения
P (−1/x0, 0) = −1 − x2

0, limz→∞ P (x, y) = −1 + x2
0 меньше P (x0, 0) = 1 + x2

0, то в
точке z = z = x0 достигается глобальный максимум P . Лемма доказана.
Так как 4a(a + �) = 4a2 + O(�), �→ 0, то число 4a2 определяет верхнюю границу

спектрального кластера. Далее в статье будет вычислена поправка к этому числу
(см. формулу (149)).
Неоднозначность в выборе точки x0, вблизи которой локализовано решение, свя-

зано с неединственностью собственной функции в задаче (1), (2). Действительно,
собственные функции инвариантны относительно сдвига полярного угла. Это свой-
ство сохраняется и после усреднения. Поскольку

( 2x0

1 + x2
0

)2

+
(1− x2

0

1 + x2
0

)2

= 1,

то для каждого x0 ∈ R существует такой угол ϕ0, что

2x0

1 + x2
0

= cos(2ϕ0),
1− x2

0

1 + x2
0

= sin(2ϕ0).

Таким образом, в силу (13), (31) при �→ 0

f(S1,S2,S3) ∼ −S2
2 + 4a[cos(2ϕ0)S1 + sin(2ϕ0)S3]. (33)

Далее, если в образующих алгебры вращений (8) перейти к полярным координатам
q1 = � cos ϕ, q2 = � sin ϕ, то оператор (33) примет вид

f(S1,S2,S3) ∼ �
2 ∂2

∂ϕ2
+ a

{
− �

2

[
sin(2(ϕ + ϕ0))

∂2

∂�2
− sin(2(ϕ + ϕ0))

�2

∂2

∂ϕ2
+

+
2 cos(2(ϕ + ϕ0))

�

∂2

∂� ∂ϕ
− 2 cos(2(ϕ + ϕ0))

�2

∂

∂ϕ
− sin(2(ϕ + ϕ0))

�

∂

∂�

]
+�2 sin(2(ϕ+ϕ0))

}
,

где ϕ0 задает сдвиг угла ϕ.
Следовательно, в пространстве P� также имеется однопараметрическое семейство

собственных функций (многочленов), параметризуемое числом x0 ∈ R. Оператор,
преобразующий одну собственную функцию в другую, приведен ниже (см. форму-
лу (113)). Отметим, что для многомерных нестационарных уравнений типа Хартри
операторы симметрии найдены в [17].
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Рассмотрим уравнение (9), где функция f имеет вид (13). В силу (31) b1, b3 будем
искать в виде

b1 =
8ax0

1 + x2
0

+ �b
(1)
1 + O(�2), b3 = 4a

1− x2
0

1 + x2
0

+ �b
(1)
3 + O(�2), �→ 0. (34)

Кроме того, положим

ξk,� = 4a2 + �ξ
(1)
k,� + O(�2), �→ 0. (35)

3. Интегральное представление 
для асимптотических собственных функций

Числа b
(1)
1 , b

(1)
3 , ξ

(1)
k,� будут определены ниже при вычислении поправок в квантовых

средних. Учитывая формулы (25), а также отбрасывая в разложениях (34), (35) сла-
гаемые O(�2), приходим к уравнению

�
2R2(z)

d2Φ

dz2 + R1(z, �)
dΦ

dz
+

{
4a2
[
z2 +

8x0(z − x0)

R(x0)

]
+

+2a�

[
−R(z) + 2(b

(1)
3 − ξ

(1)
k,�/a) + 2b

(1)
1 z
]}

Φ = 0. (36)

Здесь
R(z) = z2 + 1, (37)

R1(z, �) = −4a�

[
zR(z) +

4(1− x2
0)z − 4x0(1− z2)

R(x0)

]
+ 2�

2
[
zR(z)− 2b

(1)
3 z + b

(1)
1 (1− z2)

]
.

(Для упрощения обозначений индексы k, � у функции Φ(z) будут ниже опущены).
Оно имеет две особые точки z1 = i, z2 = −i, которые являются корнями уравнения
R(z) = 0, а также особую точку z3 = ∞. Точки z1, z2 являются иррегулярными, а
точка z3 – регулярной.
Фуксовы уравнения с тремя особыми точками порождают хорошо известные си-

стемы классических ортогональных полиномов [32]. Для уравнения (36) подобной
теории не существует.
Нам потребуется ряд результатов из теории когерентных преобразований [31].

Наряду с пространством P� рассмотрим дуальное ему гильбертово пространство P̃�,
состоящее из мероморфных распределений на C/{0} вида

g̃(z) =
�∑

n=0

g̃n

zn+1
.

Двойственность между пространствами P̃� и P� задается отображением

K : P̃� → P�, (Kg̃) (w) =
1

2πi

∮
γ

K(w, z)g̃(z)dz,

где воспроизводящее ядро
K(w, z) = (1 + wz)�, (38)

а γ — цикл вокруг точки z = 0, ориентированный против часовой стрелки. Обратное
отображение имеет вид
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(K−1g
)
(z) = − 1

2πi

∮
γ

L̃(w, z)g(w)dw,

где мероморфное воспроизводящее ядро

L̃(w, z) =
�∑

n=0

n!(�− n)!

�!(wz)n+1
. (39)

Обозначим через G(u, w) ядро суперпозиции операторов K−1 и K. Из формул (38),
(39) вытекает, что

G(u, w) =
u�+1 − w�+1

u�+1(u− w)
. (40)

Ядро (40) в пространстве P� определяет тождественный оператор, а на множестве J
антиголоморфных в окрестности нуля функций является проектором на простран-
ство P�.
Будем искать решение уравнения (36) в виде

Φ(z) = − 1

2πi

∮
γ

G(u, z)p(u)du, (41)

где функция p ∈ J , а G задается формулой (40). Под действием отображения (41)

операторы
0

S1,
0

S2,
0

S3 преобразуются в операторы Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3 : J → J , а уравнение (36)
— в уравнение(

− Ŝ2
2 +
[ 8ax0

1 + x2
0

+ �b
(1)
1

]
Ŝ1 +

[
4a

1− x2
0

1 + x2
0

+ �b
(1)
3

]
Ŝ3 − 4a2 − �ξ

(1)
k,�

)
p = 0. (42)

Справедлива [24]

Лемма 4. Операторы Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3 имеют вид

Ŝ1 =
�

2

(
u� + (1− u2)

d

du
− u�

�!

d�+1

du�+1

)
, Ŝ2 =

i�

2

(
u�− (1 + u2)

d

du
+

u�

�!

d�+1

du�+1

)
,

Ŝ3 = �

( �

2
− u

d

du

)
.

Пусть ΦWKB — ВКБ-приближение для решения уравнения (36) [33]. Тогда ана-
логично [24] доказывается, что если цикл γ расположен достаточно близко от нуля,
то при подстановке ΦWKB в (42) дополнительные слагаемые

−�

2

u�

�!

d�+1

du�+1
,

i�

2

u�

�!

d�+1

du�+1
,

вызванные заменой
0

S1,
0

S2,
0

S3 на Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3, при � → ∞ вносят в невязку экспонен-
циально малый вклад O(�−∞ΦWKB) по сравнению с невязкой O(�−2ΦWKB) в случае
уравнения (36). При этом используются неравенства Коши [34]. Следовательно, вме-
сто асимптотического решения уравнения (42) � + 2 порядка в правую часть (41)
можно подставить асимптотическое решение уравнения 2 порядка (36).
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При построении асимптотики существенную роль играет поведение решений урав-
нения (26) около особых точек. Вблизи иррегулярных точек z1 = i и z2 = −i одно
решение представимо в виде суммы степенного ряда, а второе линейно независимое
решение задается рядом Лорана. Для регулярной точки z3 =∞ характеристические
показатели равны −� и −� + 1, а, значит, оба линейно независимые решения уравне-
ния (26) растут на∞ не быстрее z�. Поэтому принадлежность решения пространству
P� не фиксирует его поведение на ∞.

4. Асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи.
Вычисление поправки в спектральной серии

При ξ = ξk,� точными решениями спектральной задачи (26),(27) являются мно-
гочлены. Наряду с такой задачей рассмотрим многоточечную спектральную задачу.
Она состоит в нахождении чисел ξk,� (собственных значений), при которых у урав-
нения (26) существуют ненулевые антиголоморфные решения, которые разлагаются
в степенные ряды вблизи особых точкек z1 = i и z2 = −i.
Если число ξk,� и функция p(z) — асимптотическое решение такой многоточечной

спектральной задачи, то при подстановке p(u) в правую часть формулы (41) полу-
чаем многочлен Φ(z) — асимптотическое решение уравнения (26) из пространства
P�. Условие нормировки (27) для Φ(z) позволяет определить содержащийся в p(u)
произвольный множитель. Таким образом, число ξk,� и многочлен Φ(z) являются
асимптотическим решением исходной спектральной задачи (26), (27).
Перейдем к нахождению асимптотических решений уравнения (36). Чтобы пре-

образовать (36) к виду, не содержащему первую производную, выполним подстанов-
ку [33]

Φ(z) = E(z)Y (z). (43)

Поскольку∫
z

R(z)
dz =

1

2
ln R(z) + C,

∫
z

R2(z)
dz = − 1

2R(z)
+ C,

∫
1− z2

R2(z)
dz =

z

R(z)
+ C,

то

exp

(
− 1

2

∫
R1(z, �)

�2R2(z)
dz

)
= exp

((a

�
− 1

2

)
ln R(z)−

(4a(1− x2
0)

�R(x0)
+ b

(1)
3

) 1

R(z)
−

−
( 8ax0

�R(x0)
+ b

(1)
1

) z

R(z)
+ C

)
,

где C – произвольная константа. Следовательно,

E(z) = (R(z))a/�−1/2 exp

(
−4a(1− x2

0 + 2x0z)

�R(x0)R(z)
− b

(1)
3 + b

(1)
1 z

R(z)

)
. (44)

В результате подстановки (43) уравнение (36) преобразуется к виду

�
2d2Y

dz2 −
(

Q0(z) + �Q1(z) + O(�2) + O
(

�
2

R4(z)

))
Y = 0. (45)
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Здесь
Q0(z) = 32a2(z − x0)

2Λ(z)R−4(z)R−2(x0),

Q1(z) = 4a
{

[2− 2x2
0 + 4x0b

(1)
1 + R(x0)b

(1)
3 + R(x0)ξ

(1)
k,�/a]z4+

+[−8x0 + 2(1− 3x2
0)b

(1)
1 + 8x0b

(1)
3 ]z3 + [−8x0b

(1)
1 + 8(1− x2

0)b
(1)
3 +

+2R(x0)ξ
(1)
k,�/a]z2 + [−8x0 + 2(x2

0 − 3)b
(1)
1 − 8x0b

(1)
3 ]z − 2 + 2x2

0+

+4x0b
(1)
1 −R(x0)b

(1)
3 + R(x0)ξ

(1)
k,�/a
}

R−4(z)R−1(x0),

где
Λ(z) = (3x2

0 + 1)z2 + 4x0z + x2
0 + 3, (46)

а многочлен R(z) задан формулой (37).
Приравнивая Q0(z) к нулю, находим, что уравнение (45) имеет точку поворота

z = x0 кратности 2, а также простые точки поворота

z± =
−2x0 ± i

√
3(1 + x2

0)

1 + 3x2
0

.

Точки z± лежат на окружностях радиуса 1/
√

3 с центрами в точках ±2i/
√

3 соответ-
ственно. При движении x0 по вещественной оси от −∞ до +∞ точки z± совершают
полные обороты по указанным окружностям (см. рис. 1)
Построим ВКБ-приближения для решений уравнения (45). Они справедливы вне

малых окрестностей точек поворота и имеют вид

Y WKB
± =

c̃±
4
√

Q0(z)
exp

(
± 1

�

∫ √
Q0(z)dz ±

∫
Q1(z)

2
√

Q0(z)
dz

)(
1 + O(�)+

+O
(

�

(z − x0)2

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

)
+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
, �→ 0. (47)

Здесь c̃± — константы, в степенных функциях берутся главные значения. Разрез
между точками поворота z−, z+ проведен либо вдоль дуги окружности �z−, z+, про-
ходящей через точки z−, z+,−1/x0, если x0 �= 0, либо вдоль лежащих на мнимой оси
лучей (∞,−i

√
3] и [i

√
3,∞), если x0 = 0. Отметим, что эти кривые являются лини-

ями Стокса [33] (см. равенство (58)). На рис. 2 (при x0 �= 0) и рис. 3 (при x0 = 0)
помимо особых точек и точек поворота изображены линии Стокса.
Вычислим возникающие в (47) интегралы. Введем функции

r0(z) =
√

Λ(z) +
√

2(x0z + 1), (48)

r1(z) =
√

Λ(z) +
√

3(x0z + 1), (49)

r2(z) = 2
(√

(1 + 3x2
0)Λ(z) + (1 + 3x2

0)z + 2x0

)
,

r3(z) = 2
(√

2(1− ix0)
√

Λ(z) + (2x0 − i(1 + 3x2
0))z + 3 + x2

0 − 2x0i
)
,

r4(z) = 2
(√

2(1 + ix0)
√

Λ(z) + (2x0 + i(1 + 3x2
0))z + 3 + x2

0 + 2x0i
)
.

Справедлива
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Лемма 5. ВКБ-приближения Y WKB
± представимы в виде

Y WKB
± =

c±R(z)√
z − x0

4
√

Λ(z)

( r0(z)√
R(z)

)∓(2a/�+1)( r1(z)

z − x0

)±ζ
(1)
k,�×

× exp

(
∓ 2
√

2a(x0z + 1)
√

Λ(z)

�R(x0)R(z)
∓ [(b

(1)
1 − b

(1)
3 x0)z + b

(1)
3 + b

(1)
1 x0]

√
Λ(z)√

2R(x0)R(z)

)
×

×
(

1 + O(�) + O
(

�

(z − x0)2

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

)
+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
, �→ 0. (50)

Здесь c± — константы,

ζ
(1)
k,� =

1

2
√

6

[
− ξ

(1)
k,�

a
+ 2 +

1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
3 +

2x0

1 + x2
0

b
(1)
1

]
. (51)

Доказательство. Воспользуемся следующими интегралами [35]:

∫
dz

z
√

X(z)
= − 1√

c
ln
(2
√

cX(z)

z
+

2c

z
+ b
)

+ C, (52)

∫ √
X(z)

z
dz =

√
X(z) +

b

2
√

a
ln (2
√

aX(z) + 2az + b) + c

∫
dz

z
√

X(z)
, (53)

∫ √
X(z)

z2 dz = −
√

X(z)

z
+
√

a ln (2
√

aX(z) + 2az + b) +
b

2

∫
dz

z
√

X(z)
, (54)

∫
dz

z2
√

X(z)
= −
√

X(z)

cz
− b

2c

∫
dz

z
√

X(z)
, (55)

где многочлен X(z) = az2 + bz + c, C — произвольная константа. Поскольку

z − x0

R2(z)
=

1

4

(
− ix0

z + i
+

ix0

z − i
+

x0 + i

(z + i)2
+

x0 − i

(z − i)2

)
,

то в силу (52)—(54) ∫ √
Q0(z)dz =

=

√
2a

R(x0)

{
−ix0

[√
Λ(z) +

2x0 − i(1 + 3x2
0)√

1 + 3x2
0

ln r2(z)−
√

2(1− ix0) ln

(
r3(z)

z + i

)]
+

+ix0

[√
Λ(z) +

2x0 + i(1 + 3x2
0)√

1 + 3x2
0

ln r2(z)−
√

2(1 + ix0) ln

(
r4(z)

z − i

)]
+

+(x0 + i)

[
−
√

Λ(z)

z + i
+
√

1 + 3x2
0 ln r2(z)− 2x0 − i(1 + 3x2

0)√
2(1− ix0)

ln

(
r3(z)

z + i

)]
+

+(x0 − i)

[
−
√

Λ(z)

z − i
+
√

1 + 3x2
0 ln r2(z)− 2x0 − i(1 + 3x2

0)√
2(1 + ix0)

ln

(
r4(z)

z − i

)]}
+ C =
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=

√
2a

R(x0)

{
−2(x0z + 1)

√
Λ(z)

R(z)
− R(x0)√

2
ln

(
r3(z)r4(z)

R(z)

)}
+ C.

Так как справедливо соотношение

r3(z)r4(z) = 12R(x0)r
2
0(z),

то ∫ √
Q0(z)dz = −2

√
2a(x0z + 1)

√
Λ(z)

R(x0)R(z)
− 2a ln

( r0(z)√
R(z)

)
+ C. (56)

Аналогично, разлагая дроби на простейшие и используя (52), (55), находим, что

∫
Q1(z)

2
√

Q0(z)
dz = − [(b

(1)
1 − b

(1)
3 x0)z + b

(1)
3 + b

(1)
1 x0]

√
Λ(z)√

2R(x0)R(z)
+

+ζ
(1)
k,� ln

( r1(z)

z − x0

)
− ln
( r0(z)√

R(z)

)
+ C. (57)

Из (56), (57) вытекает формула (50). Лемма доказана.
Далее покажем, что при x0 �= 0 проходящая через точки z−, z+,−1/x0 дуга окруж-

ности �z−, z+, а также лежащие на мнимой оси лучи (∞,−i
√

3], [i
√

3,∞) (в случае
x0 = 0) являются линиями Стокса. Для этого докажем, что на указанных кривых
выполняется равенство

Re

[√
2(x0z + 1)

√
Λ(z)

(1 + x2
0)(1 + z2)

+ ln

(√
Λ(z) +

√
2(x0z + 1)√

1 + z2

)]
= ln

√
1 + x2

0. (58)

Для определенности рассмотрим случай, когда x0 > 0. Тогда окружность, прохо-
дящая через точки z−, z+,−1/x0, определяется уравнением |z − x∗| = R∗, где

x∗ =
1

2

(
x0 − 1

x0

)
, R∗ =

1

2

(
x0 +

1

x0

)
.

Следовательно дуга �z−, z+ может быть задана параметрически:

z = x∗ −R∗e−iϕ, ϕ ∈ [ϕ−, ϕ+]. (59)

Здесь

ϕ± = ± arccos
(3x2

0 − 1

3x2
0 + 1

)
. (60)

Так как при z ∈� z−, z+ имеют место соотношения

x0z + 1 = i(1 + x2
0)e

−iϕ/2 sin
ϕ

2
,

√
Λ(z) =

√
2R∗e−iϕ/2

√
1− 3x2

0

1 + 3x2
0

+ cos ϕ = 2R∗e−iϕ/2

√
1− (3x2

0 + 1) sin2 ϕ

2
,

1 + z2 = R∗e−iϕ[1− x2
0 + (x2

0 + 1) cos ϕ]/x0, (61)
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то

Re

(√
2(x0z + 1)

√
Λ(z)

(1 + x2
0)(1 + z2)

)
= Re

⎛
⎝i2
√

2x0 sin ϕ
2

√
1− (3x2

0 + 1) sin2 ϕ
2

1− x2
0 + (x2

0 + 1) cos ϕ

⎞
⎠ = 0.

Учитывая также, что

∣∣∣∣∣
√

Λ(z) +
√

2(x0z + 1)√
1 + z2

∣∣∣∣∣ =
√

1 + x2
0

∣∣∣√1− (3x2
0 + 1) sin2 ϕ

2
+ i
√

2x0 sin ϕ
2

∣∣∣√
−x2

0 sin2 ϕ
2

+ cos2 ϕ
2

=
√

x2
0 + 1,

приходим к равенству (58).
В случае x0 = 0 при z = iy, где |y| ≥ √3, равенство (58) также имеет место,

поскольку

Re

(
±
√

2i
√

y2 − 3

1− y2

)
+ ln

∣∣∣∣∣±i
√

y2 − 3 +
√

2√
y2 − 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Изучим поведение ВКБ-приближений Y WKB
± вблизи точек поворота. Разлагая

входящие в (50) функции по формуле Тейлора, получаем

Лемма 6. Справедливы следующие асимптотические разложения:

Y WKB
± =

c
(+)
±

4
√

iz − iz+

exp
(
± 2

3

γ
3/2
+

�
(iz − iz+)3/2

)(
1 + O

((z − z+)5/2

�

)
+

+O
(√

z − z+

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

))
(62)

при z → z+, | arg(iγ+(z − z+))| < π;

Y WKB
± =

c
(−)
±

4
√−iz + iz−

exp
(
± 2

3

γ
3/2
−
�

(−iz + iz−)3/2
)(

1 + O
((z− − z)5/2

�

)
+

+O
(√

z− − z
)

+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
(63)

при z → z−, | arg(iγ−(−z + z−))| < π;

Y WKB
± = c

(x0)
± (z − x0)

−1/2∓ζ
(1)
k,� exp

(
± 2

√
6a

�R2(x0)

[
(z − x0)

2 − 2x0

1 + x2
0

(z − x0)
3
])
×

×
(

1 + O(z − x0) + O
((z − x0)

4

�

)
+ O
(

�

(z − x0)2

))
(64)

при z → x0. Здесь c
(+)
± , c

(−)
± , c

(x0)
± — константы,

γ± =
(2a)2/3

√
3(1∓ i

√
3x0)

2

R(x0)
, (65)
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Найдем, наконец, ВКБ-приближения для решений уравнения (36). В силу (43),
(44), (50), а также соотношений

−2(2x0z + 1− x2
0) +
√

2(x0z + 1)
√

Λ(z)

R(z)
=

√
2R(z)Λ0(z)

(x0z + 1)
√

Λ(z) +
√

2(2x0z + 1− x2
0)

,

[(b
(1)
1 − b

(1)
3 x0)z + b

(1)
3 + b

(1)
1 x0]

√
Λ(z)−√2R(x0)(b

(1)
1 z + b

(1)
3 )√

2R(x0)R(z)
=

Λ1(z)

Λ2(z)
,

где
Λ0(z) = x2

0(1 + 3x2
0)z

2 + 2x0(1 + 5x2
0)z + 1 + 5x2

0 − 2x4
0, (66)

Λ1(z) = (1 + 3x2
0)(b

(1)
1 − x0b

(1)
3 )2z2 + 2(1 + x2

0)(b
(1)
1 − x0b

(1)
3 )(b

(1)
3 +

+3x0b
(1)
1 )z + (3 + x2

0)(b
(1)
3 + x0b

(1)
1 )2 − 2(1 + x2

0)
2(b

(1)
3 )2, (67)

Λ2(z) =
√

2(1 + x2
0)[((b

(1)
1 − x0b

(1)
3 )z + b

(1)
3 + x0b

(1)
1 )
√

Λ(z)+

+
√

2(1 + x2
0)(b

(1)
1 z + b

(1)
3 )], (68)

имеем:
ΦWKB

− (z) =
c−

4
√

Λ(z)
(z − x0)

−1/2+ζ
(1)
k,� (r0(z))2a/�+1(r1(z))−ζ

(1)
k,�×

× exp

(
2
√

2aΛ0(z)

�R(x0)[(x0z + 1)
√

Λ(z) +
√

2(2x0z + 1− x2
0)]

+
Λ1(z)

Λ2(z)

)
×

×
(

1 + O(�) + O
(

�

(z − x0)2

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

)
+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
, (69)

ΦWKB
+ (z) =

c+

4
√

Λ(z)
(R(z))2a/�(z − x0)

−1/2−ζ
(1)
k,� (r0(z))−2a/�−1(r1(z))ζ

(1)
k,�×

× exp

(
−a

�

[
4(2x0z + 1− x2

0) + 2
√

2(x0z + 1)
√

Λ(z)

R(x0)R(z)

]
− b

(1)
3 + b

(1)
1 z

R(z)
−

− [(b
(1)
1 − b

(1)
3 x0)z + b

(1)
3 + b

(1)
1 x0]

√
Λ(z)√

2R(x0)R(z)

)
×

×
(

1 + O(�) + O
(

�

(z − x0)2

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

)
+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
.

Здесь r0(z), r1(z), ζ
(1)
k,� заданы формулами (48), (49), (51), а c± — константы.

Перейдем к построению асимптотического решения многоточечной спектральной
задачи p(z). Согласно формуле (69) ΦWKB

− (z) разлагается в степенной ряд вблизи
особых точек z1 = i и z2 = −i. Тем самым определен вид ВКБ-приближения в
областях I-VI (см. рис. 2 и 3).
Найдем асимптотические решения около точек поворота. Из уравнения (45) вы-

текает, что вблизи z+

�
2d2Y

dz2 +
(
γ3

+(iz − iz+) + O((z − z+)2) + O(�)
)
Y = 0,
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а вблизи z−

�
2d2Y

dz2 +
(
γ3
−(−iz + iz−) + O((z− − z)2) + O(�)

)
Y = 0.

Следовательно, главные члены асимптотических разложений вблизи z± выражаются
через функции Эйри:

y0
± = α1,±Ai

(
± γ±(iz − iz±)

�2/3

)
+ α2,±Bi

(
± γ±(iz − iz±)

�2/3

)
.

Здесь α1,±, α2,± – константы, γ± заданы формулами (65).
В силу известных асимптотик для функций Эйри [36]

Ai(z) =
1

2
√

π 4
√

z
exp
(
− 2

3
z3/2
)(

1 + O
( 1

z2

))
, | arg z| < π, |z| → ∞, (70)

и
Bi(z) =

1√
π 4
√

z
exp
(2

3
z3/2
)(

1 + O
( 1

z2

))
, | arg z| < π

3
, |z| → ∞,

при | arg(iγ+(z − z+))| < π/3, (z − z+)/�
2/3 →∞

y0
+ =

α1,+�
1/6

2
√

π 4
√

γ+(iz − iz+)
exp
(
− 2

3

γ
3/2
+ (iz − iz+)3/2

�

)(
1 + O

(
�

(z − z+)3/2

))
+

+
α2,+�

1/6

√
π 4
√

γ+(iz − iz+)
exp
(2

3

γ
3/2
+ (iz − iz+)3/2

�

)(
1 + O

(
�

(z − z+)3/2

))
. (71)

В формуле (71) первое слагаемое экспоненциально убывает, а второе — экспоненци-
ально возрастает. Согласуем разложение (71) вблизи z+ (на расстоянии порядка �

1/2)
с ВКБ-приближением Y WKB

− , которое справедливо в области I. Оно имеет экспонен-
циально убывающую асимптотику (62). Следовательно, α2,+ = 0, а константа

α1,+ = c
(+)
− 2
√

π 4
√

γ+�
−1/6. (72)

Аналогично y0
− согласуется с ВКБ-приближением Y WKB

− , которое является асмп-
тотическим решением (45) в области IV и экспоненциально убывает вблизи z−. В
результате получаем, что α2,− = 0, а константа

α1,− = c
(−)
− 2
√

π 4
√

γ−�
−1/6. (73)

Пусть

μ1,± =
2z±

R(z±)
+

8(1− x0 + x0z±(z± − x0))

R(x0)R2(z±)
, μ2,± =

2(1− z2
±)

R2(z±)
+

8(1− x2
0 + 2x0z±)

R(x0)R2(z±)
.

Разлагая в окрестности точки z± функцию (44) по формуле Тейлора, получаем

Лемма 7. Асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи вблизи
z± имеет вид

p(z) = E(z±) exp

(
μ1,±

a(z − z±)

�
+ μ2,±

a(z − z±)2

2�

)(
y0
±+
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+O
(
(z − z±)y0

±
)

+ O
((z − z±)3

�
y0
±
)

+ O
(
�
dy0

±
dz

)
+ O
(
(z − z±)2dy0

±
dz

))
, (74)

где
y0
± = α1,±Ai

(
± γ±(iz − iz±)

�2/3

)
, (75)

а константы α1,± заданы формулами (72), (73).

Отметим, что в силу (70), (62), (63) определенные формулой (75) функции y0
+ и

y0
− в областях V, VI (см. рис. 2 и 3) около точек z± согласуются с Y WKB

− .
Построим, наконец, решение многоточечной спектральной задачи вблизи точки

поворота z = x0, а также определим числа ξ
(1)
k,� . Разложим в уравнении (45) функции

Q0(z) и R(z) по формуле Тейлора в окрестности z = x0. В результате, после замены

u =
z − x0√

�β
, (76)

где

β =
4
√

2(1 + x2
0)

4 4
√

3
√

a
,

получаем, что

d2Y

du2 +

{
− u2

4
+ ν +

1

2
+

√
�

4
√

2

4 4
√

3
√

a

[
3x0

2
u3 − (4x0ζ

(1)
k,� + B(x0))u

]
+

+O(�) + O(�u4)

}
Y = 0. (77)

Здесь
ν = ζ

(1)
k,� −

1

2
, (78)

B(x0) =

√
3

2

(
2x0

1 + x2
0

b
(1)
3 −

1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
1

)
. (79)

Будем искать асимптотическое решение (77) в виде

Y = y0(u) +
√

�y1(u) + O(�y0) + O(�u6y0) + O
(
�u

dy0

du

)
+ O
(
�u3dy0

du

)
. (80)

Тогда главный член асимптотики удовлетворяет уравнению

d2y0

du2 +
(
− u2

4
+ ν +

1

2

)
y0 = 0,

общее решение которого представимо в виде линейной комбинации функций парабо-
лического цилиндра

y0 = α1Dν(u) + α2D−ν−1(iu). (81)

Здесь α1, α2 — константы.
Воспользуемся асимптотическими разложениями для функций параболического

цилиндра [32]. При |z| → ∞ имеем:

Dν(z) = zνe−z2/4
(
1 + O

(
z−2
))

, | arg z| < 3π

4
; (82)
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Dν(z) = zνe−z2/4
(
1 + O

(
z−2
))−

−
√

2π

Γ(−ν)
eνπiz−ν−1ez2/4

(
1 + O

(
z−2
))

,
π

4
< arg z <

5π

4
, (83)

где Γ(ν) — гамма функция. Следовательно, при |u| → ∞, | arg u| < π/4

y0 = α1

(z − x0√
�β

)ν

exp
(
− 2
√

6a(z − x0)
2

R2(x0)�

)(
1 + O

(
�

(z − x0)2

))
+

+α2

(i(z − x0)√
�β

)−ν−1

exp
(2
√

6a(z − x0)
2

R2(x0)�

)(
1 + O

(
�

(z − x0)2

))
. (84)

Первое слагаемое в (84) экспоненциально убывает, а второе — экспоненциально рас-
тет. В области V вблизи z = x0 (на расстоянии порядка �

3/8) при | arg u| < π/4
функция y0 должна согласовываться с Y WKB

− , имеющим разложение (64). Поскольку
члены этого разложения экспоненциально убывают при | arg u| < π/4, то константа
α2 = 0.
Далее в силу (83) при |u| → ∞, 3π/4 < arg u < 5π/4

y0 = α1

[(z − x0√
�β

)ν

exp
(
− 2
√

6a(z − x0)
2

R2(x0)�

)(
1 + O

(
�

(z − x0)2

))
−

−
√

2π exp (νπi)

Γ(−ν)

(z − x0√
�β

)−ν−1

exp
(2
√

6a(z − x0)
2

R2(x0)�

)(
1 + O

(
�

(z − x0)2

))]
.

Здесь первое слагаемое экспоненциально убывает, а второе — экспоненциально рас-
тет. В области VI вблизи z = x0 при 3π/4 < arg u < 5π/4 функция y0 также должна
согласовываться с Y WKB

− , имеющим разложение (64). Поскольку члены этого разло-
жения экспоненциально убывают при 3π/4 < arg u < 5π/4, то приходим к условию

1

Γ(−ν)
= 0.

Как известно [36], гамма функция Γ(−ν) имеет полюса лишь при

ν = k, k = 0, 1, 2, . . . . (85)

Так как ν и ξ
(1)
k,� связаны равенствами (51), (78), то поправка в спектральной серии

найдена. Доказана

Лемма 8. Числа ξ
(1)
k,� в формуле (35) имеют вид

ξ
(1)
k,� = a

(
2 +

1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
3 +

2x0

1 + x2
0

b
(1)
1 − 2

√
6
(
k +

1

2

))
, k = 0, 1, 2, . . . . (86)

Из равенств (81), (85) вытекает, что

y0 = α1Dk(u), k = 0, 1, 2, . . . , (87)

где α1 = c
(x0)
− �

k/2βk. Функции в правой части (87) выражается через полиномы Эр-
мита:

y0 =
α1

2k/2
Hk

(
u√
2

)
e−u2/4, k = 0, 1, 2, . . . . (88)
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В силу (64), (82) y0 согласуется в областях II, III с ВКБ-приближением Y WKB
− .

Найдем следующий член в разложении (80). Из (77), (78), (85) вытекает, что y1

удовлетворяет уравнению

d2y1

du2 + (−u2

4
+ k +

1

2
)y1 =

4
√

2

4 4
√

3
√

a

{
−3x0

2
u3 + [4x0(k +

1

2
) + B(x0)]u

}
α1Dk(u), (89)

где B(x0) определено формулой (79). Непосредственным дифференцированием до-
казывается, что общее решение уравнения (89) имеет вид

y1 =
α1

4
√

2

4 4
√

3
√

a
[(2B(x0)− x0u

2)D′
k(u) + x0uDk(u)] + α1,1Dk(u) + α1,2D−k−1(iu).

Здесь α1,1, α1,2 — константы. Из условия согласования y1 с ВКБ-приближением вы-
текает, что α1,2 = 0. Положим, кроме того, α1,1 = 0, считая при этом, что в α1

содержится поправка порядка
√

�. Функция y1 также выражается через полиномы
Эрмита:

y1 =
α1

4
√

2

4 4
√

3
√

a2(k−1)/2

{[
x0

( u√
2

)3

+ (x0 −B(x0))
u√
2

]
Hk

( u√
2

)
+

+

[
− x0

( u√
2

)2

+ B(x0)

]
H ′

k

( u√
2

)}
e−u2/4. (90)

Так как справедливо равенство (43), то для нахождения асимптотического реше-
ния многоточечной спектральной задачи вблизи z = x0 остается разложить функцию
E(z) по степеням z − x0. Делая замену (76), получаем:

E(z) = μ exp
( 2ax0βu√

�R(x0)
+

aβ2(5− x2
0)u

2

R2(x0)

){
1+

+
√

�

[
− 2aβ3x0(15− x2

0)u
3

3R3(x0)
− x0βu

R(x0)
+

23/4B(x0)u

4
√

a33/4

]
+ O(�) + O(�u6)

}
. (91)

Здесь

μ = (R(x0))
a/�−1/2 exp

(
− 4a

�R(x0)
− b

(1)
3 + x0b

(1)
1

R(x0)

)
. (92)

Далее перемножим (91) и (80). Поскольку y0, y1 определены соотношениями (88),
(90), то приходим к разложению

p(z) = p0(u) +
√

�p1(u) + O(�p0) + O(�u6p0)+

+ exp

(
2ax0βu√
�R(x0)

+
aβ2(5− x2

0)u
2

R2(x0)

)(
O
(
�u

dy0

du

)
+ O
(
�u5dy0

du

))
, (93)

где

p0 =
α1μ

2k/2
exp
( √ax0u√

�23/4 4
√

3
+

(5
√

2− 4
√

3−√2x2
0)u

2

16
√

3

)
Hk

( u√
2

)
, (94)

p1 =
α1μ

2k/2+163/4
√

a
exp

( √
ax0u√

�23/4 4
√

3
+

(5
√

2− 4
√

3−√2x2
0)u

2

16
√

3

)
×
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×
{[

x0(3(−5 + 2
√

6) + x2
0)

6

( u√
2

)3

+ (2−
√

6)B(x0)
u√
2

]
Hk

( u√
2

)
+

+
√

6

[
− x0

( u√
2

)2

+ B(x0)

]
H ′

k

( u√
2

)}
.

Доказана

Лемма 9. Асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи вблизи
точки поворота z = x0 имеет вид (93).

Формула (86) для ξ
(1)
k,� позволяет записать в окончательной форме выражение (69)

для ΦWKB
− (z):

ΦWKB
− (z) = ΦWKB

−,0 (z)

(
1 + O(�) + O

(
�

(z − x0)2

)
+ O
(

�

(z − z+)3/2

)
+ O
(

�

(z− − z)3/2

))
,

(95)
где

ΦWKB
−,0 (z) =

c−(z − x0)
k(r0(z))�+1

4
√

Λ(z)(r1(z))k+1/2
×

× exp

( √
2�Λ0(z)

R(x0)[(x0z + 1)
√

Λ(z) +
√

2(2x0z + 1− x2
0)]

+
Λ1(z)

Λ2(z)

)
, (96)

где k = 0, 1, 2, . . . , c− — константа, x0 ≥ 0, Λj(z) (j = 0, 1, 2) определены равенствами
(66)–(68). Формула для ВКБ-приближения в случае x0 < 0 получается в результате
замены в правой части (96) z, x0, b

(1)
1 на −z,−x0,−b

(1)
1 соответственно.

Таким образом, асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи
построено (константы b

(1)
1 , b

(1)
3 будут вычислены ниже). Числа ξk,� задаются форму-

лами (35), (86), а антиголоморфная функция p(z) получается в результате согласо-
вания асимптотик. А именно, p(z) = ΦWKB

− (z) является асимптотическим решением
уравнения (36) на всей комплексной плоскости за исключением малых окрестностей
точек поворота z+, z−, x0, а также дуги �z−, z+ (либо лучей (∞,−i

√
3], [i
√

3,∞) при
x0 = 0). Вблизи точек поворота z+, z−, x0 функция p(z) задается формулами (74),
(93). Асимптотики согласуются между собой на расстояниях порядка �

1/2 от точек
z± и порядка �

3/8 от точки x0.
Наконец, вблизи дуги �z−, z+ ( либо лучей (∞,−i

√
3], [i
√

3,∞) при x0 = 0 ) ис-
комая асимптотика представима в виде суммы двух функций ΦWKB

− (z), причем в
первой функции берется ветвь, отвечающая обходу точек z± против часовой стрел-
ки, а во второй — по часовой стрелке. Такое представление для p(z) вытекает из
известного разложения функции Эйри [36]

Ai(−z) =
1√
π 4
√

z
sin

(
2

3
z3/2 +

π

4

)
+ O

(
1

z7/4

)
, | arg z| < 2π

3
, |z| → ∞.

Подставим асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи p(z) в пра-
вую часть формулы (41) и вычислим асимптотику возникающего интеграла. Пусть

Φ(z)5. Асимптотика многочленов 
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Рис. 4

для определенности x0 �= 0. Подынтегральная функция в (41) не имеет точек пере-
вала. Поэтому воспользуемся интегральной теоремой Коши, согласно которой сумма
интегралов по контурам γ, γz, γ̃, γx0 и γ∞ равна нулю (см. рис. 4).
Так как в силу антиголоморфности подынтегральной функции и теоремы о вы-

четах интегралы по γx0 и γ∞ равны нулю, а интеграл по γz вычисляется с помощью
интегральной формулы Коши, то при z, не лежащих на дуге �z−, z+ и таких, что
|z − x0| � �

3/8, |z − z±| � �
1/2 многочлен Φ(z) представим в виде

Φ(z) = ΦWKB
− (z) + N(z), (97)

где

N(z) = −z�+1

2πi

∮
γ+,−

ΦWKB
− (u)du

u�+1(u− z)
. (98)

Здесь замкнутый контур γ+,− является дугой окружности �z−, z+, проходимой два-
жды по берегам разреза, соединяющего точки z−, z+. Он ориентирован против часо-
вой стрелки. Равенство, аналогичное (97), справедливо и вблизи точки z = x0. Оно
имеет вид

Φ(z) = p(z) + N(z), (99)
где p(z), N(z) определены формулами (93),(98).
Оценим входящий в (98) интеграл. Имеем:

|N(z)| ≤ |z|
�+1

2π

∮
γ+,−

|ΦWKB
− (u)||du|
|u|�+1|u− z| . (100)

Так как �z−, z+ — линия Стокса, то на ней в силу (44)

|ΦWKB
− (u)|
|u|�+1

=
(1 + x2

0)
�/2 exp(�Ψ(u)/2)ϑ(u)

4
√|Λ(u)| ,

где

Ψ(u) = ln |1 + u2| − 4(1− x2
0 + 2x0u)

(1 + x2
0)(1 + u2)

− 2 ln |u|, (101)

а ϑ(u) — непрерывная ограниченная функция.
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Пусть x� =
√

2e2 − 3. Справедлива

Лемма 10. При 0 < |x0| < x�

max
u∈�z−,z+

Ψ(u) = ln

(
2(1 + x2

0)

3 + x2
0

)
+

2(1 + 3x2
0)

1 + x2
0

и достигается в точках поворота z±, а при |x0| ≥ x�

max
u∈�z−,z+

Ψ(u) = ln(1 + x2
0) +

4x2
0

1 + x2
0

и достигается в точке −1/x0, если |x0| > x�, и в точках z−, z+,−1/x0, если |x0| = x�.

Доказательство. Рассмотрим для определенности случай x0 > 0. Поскольку в
силу (59), (61) имеют место равенства

ln |z| = −1

2
ln

(
x4

0 + 1 + (1− x4
0) cos ϕ

2x2
0

)
,

−4(1− x2
0 + 2x0z)

(1 + x2
0)(1 + z2)

=
8x2

0

(1 + x2
0)

2(cos ϕ + (1− x2
0)/(1 + x2

0))
,

ln |1 + z2| = ln

(
(1 + x2

0)
2

2x2
0

∣∣∣∣cos ϕ +
1− x2

0

1 + x2
0

∣∣∣∣
)

,

то при z ∈� z−, z+ функция (101) принимает вид

Ψ(ϕ) = ln

∣∣∣∣cos ϕ +
1− x2

0

1 + x2
0

∣∣∣∣− ln(x4
0 + 1 + (1− x4

0) cos ϕ)+

+
8x2

0

(1 + x2
0)

2(cos ϕ + (1− x2
0)/(1 + x2

0))
+ 2 ln(1 + x2

0). (102)

Дифференцируя (102), находим, что

Ψ′(ϕ) = − 2x2
0 sin ϕ[(1 + x2

0)(5x
2
0 − 3) cos ϕ− 5x4

0 − 3]

[(1 + x2
0) cos ϕ + 1− x2

0]
2[1 + x4

0 + (1− x4
0) cos ϕ]

. (103)

Далее воспользуемся тем, что уравнение

cos ϕ =
5x4

0 + 3

(1 + x2
0)(5x

2
0 − 3)

разрешимо лишь при x0 ≥
√

3, так как лишь тогда

5x4
0 + 3 ≥ (1 + x2

0)|5x2
0 − 3|.

Определяя знак производной (103), получаем, что при 0 < x0 ≤
√

3

max
ϕ∈[ϕ−,ϕ+]

Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ±),

а при x0 >
√

3
max

ϕ∈[ϕ−,ϕ+]
Ψ(ϕ) = max{Ψ(0), Ψ(ϕ±)}.

Здесь ϕ± заданы формулой (60).
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Вычисляя значения функции Ψ, имеем:

Ψ(ϕ±) = ln(1 + x2
0) +

4x2
0

1 + x2
0

+ ln

(
2

3 + x2
0

)
+ 2, Ψ(0) = ln(1 + x2

0) +
4x2

0

1 + x2
0

.

Следовательно неравенство Ψ(0) ≥ Ψ(ϕ±) выполняется лишь при x0 ≥ x�. Лемма
доказана.
Наибольший вклад в асимптотику интеграла (100) вносят малые окрестности этих

точек. Применяя метод Лапласа, а также используя интеграл [37]∫ ∞

0

x−1/4e−�xdx = �−3/4Γ

(
3

4

)
,

получаем
Лемма 11. При �→∞, z �∈� z−, z+ справедливы оценки:

|N(z)| ≤ T |c−|
�3/4

(1 + x2
0)

�

(
2

3 + x2
0

)�/2

exp

(
�(1 + 3x2

0)

1 + x2
0

)
|z|�+1×

×
(

1

|z − z+| +
1

|z − z−|
)

, (104)

если 0 < |x0| <
√

2e2 − 3;

|N(z)| ≤ T |c−|
�3/4

(1 + x2
0)

� exp

(
�2x2

0

1 + x2
0

)
|z|�+1×

×
(

1

|z − z+| +
1

|z − z−| +
�1/4

|z + 1/x0|
)

, (105)

если |x0| =
√

2e2 − 3;

|N(z)| ≤ T |c−|√
�

(1 + x2
0)

� exp

(
�2x2

0

1 + x2
0

) |z|�+1

|z + 1/x0| , (106)

если |x0| >
√

2e2 − 3. Здесь T — константа.

Отметим, что и при x0 = 0 имеет место формула, аналогичная (97). Надо лишь
контур γ+,− в (98) заменить на лучи (∞,−i

√
3], [i

√
3,∞), проходимые дважды по

берегам разреза против часовой стрелки. Снова наибольший вклад в интеграл (100)
дадут малые окрестности точек поворота ±i

√
3. В результате, для N(z) получается

следующая асимптотика

N(z) ∼ c−
�3/4

(
2

3

)�/2

e�

(
T1

z − i
√

3
+

T2

z + i
√

3

)
. (107)

Здесь T1, T2 — некоторые константы.
Рассмотрим окрестность точки z = x0, которая дает основной вклад в асимп-

тотику средних, и найдем, при каких x0 функция N(z) в этой окрестности будет
экспоненциально малой по сравнению с p(z) = E(z)Y (z), где Y (z) — разложение
(93). Так как это разложение согласуется с ВКБ-приближением, то из (95) вытекает,
что порядок значений p(z) вблизи x0 определяется множителем
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(1 + x2
0)

�(
√

3 +
√

2)� exp

( √
2�(3x4

0 + 6x2
0 + 1)

(1 + x2
0)(
√

3(1 + x2
0) +
√

2)

)
. (108)

Сравнивая (108) с (104)–(107), находим, что для экспоненциальной малости N(z) по
сравнению p(z) при

0 ≤ |x0| <
√

2e2 − 3 (109)

должно выполняться неравенство
√

2|x0|√
3 + x2

0

exp

(
1 + 3x2

0

1 + x2
0

)
< (
√

3 +
√

2) exp

( √
2(3x4

0 + 6x2
0 + 1)

(1 + x2
0)(
√

3(1 + x2
0) +
√

2)

)
, (110)

а при |x0| ≥
√

2e2 − 3 — неравенство

|x0| exp

(
2x2

0

1 + x2
0

)
< (
√

3 +
√

2) exp

( √
2(3x4

0 + 6x2
0 + 1)

(1 + x2
0)(
√

3(1 + x2
0) +
√

2)

)
. (111)

Неравенство (110) имеет место при всех x0, удовлетворяющих (109), а неравенство
(111) выполняется лишь при

|x0| < x∗ (112)

где x∗ — корень уравнения

x exp

(
2x2

1 + x2

)
= (
√

3 +
√

2) exp

( √
2(3x4 + 6x2 + 1)

(1 + x2)(
√

3(1 + x2) +
√

2)

)
,

приближенное значение которого x∗ ≈ 4.94. Это связано с тем, что для N(z) выше
была использована довольно грубая оценка сверху (106).
Далее ограничимся рассмотрением значений x0, удовлетворяющих условию (112).

Для нахождения асимптотических собственных функций при |x0| ≥ x∗ можно вос-
пользоваться связью между изменением x0 и сдвигом на полярный угол, который
допускают собственные функции задачи (1), (2). Оператор сдвига на угол ϕ0, опре-
деленный на собственном подпространстве, под действием когерентного преобразо-
вания I�(g) (22) преобразуется в оператор Mϕ0 : P� → P�. Справедлива

Лемма 12. Оператор Mϕ0 имеет вид

Mϕ0g(z) = (cos ϕ0 − z sin ϕ0)
�g

(
z cos ϕ0 + sin ϕ0

cos ϕ0 − z sin ϕ0

)
. (113)

Доказательство. Пусть

q1 = � cos ϕ, q2 = � sin ϕ, q∗1 = � cos(ϕ + ϕ0), q∗2 = � sin(ϕ + ϕ0).

Тогда
q∗1 + zq∗2√

1 + z2
=

q1 + z∗q2√
1 + (z∗)2

, (114)

где

z∗ =
z cos ϕ0 − sin ϕ0

z sin ϕ0 + cos ϕ0

. (115)
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Поскольку в силу (115)

z =
z∗ cos ϕ0 + sin ϕ0

cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0

, (116)

то справедливы соотношения

(1 + z2)�/2 =
(1 + (z∗)2)�/2

(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)�
, dzdz =

dz∗dz∗

(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)2(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)2
,

(117)

1 + |z|2 =
1 + |z∗|2

(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)
. (118)

Наконец, из (22), (23), (114), (116)–(118) вытекает равенство∫
C

g(z)(1 + z2)�/2H�

( q∗1 + zq∗2√
�
√

1 + z2

)
exp
(
−(q∗1)

2 + (q∗2)
2

2�

) dzdz

(1 + |z|2)�+2
=

=

∫
C

g
(z∗ cos ϕ0 + sin ϕ0

cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0

)
(cos ϕ0 − z∗ sin ϕ0)

�(1 + (z∗)2)�/2×

×H�

( q1 + z∗q2√
�
√

1 + (z∗)2

)
exp
(
−q2

1 + q2
2

2�

) dz∗dz∗

(1 + |z∗|2)�+2
,

из которого следует формула (113) для оператора Mϕ0 . Лемма доказана.

Пусть многочлен Φ(z) задан формулой (41), где функция p(u) — асимптотическое
решение многоточечной спектральной задачи. При выполнении условия (112) вы-
числим асимптотику нормы Φ(z) в пространстве P�.
Запишем главный член ВКБ-приближения (96) в виде

ΦWKB
−,0 (z) = c−t(z)e�s(z), (119)

где функция

s(z) =
−2(1− x2

0 + 2x0z) +
√

2(x0z + 1)
√

Λ(z)

(1 + x2
0)(1 + z2)

+ ln(
√

Λ(z) +
√

2(x0z + 1)), (120)

а многочлен Λ(z) задан формулой (46). Если подставить (119) в формулу (24) для
скалярного произведения, то получим интеграл

‖ΦWKB
−,0 ‖2P�

=
� + 1

2π

∫
C

|c−|2|t(z)|2e� Ω(z,z)

(1 + |z|2)2
dz dz. (121)

Здесь функция
Ω(z, z) = s(z) + s(z)− ln(1 + |z|2). (122)

Найдем точку, где достигается глобальный максимум Ω(z, z). Тогда асимптотика
интеграла (121) будет равна интегралу по малой окрестности этой точки.
Предварительно докажем две леммы.

Лемма 13. Экстремум функции Ω(z, z) может достигаться лишь в точках, где
z = z.

Φ(z)6. Асимптотика нормы 
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Доказательство. Используя (120), находим, что стационарные точки удовлетво-
ряют следующей системе уравнений

∂Ω

∂z
=
−4x0 + (5− 3x2

0)z + 4x0z
2 + (1 + x2

0)z
3 − 2

√
2(z − x0)

√
Λ(z)

(1 + x2
0)(1 + z2)2

− z

1 + zz
= 0,

(123)
∂Ω

∂z
=
−4x0 + (5− 3x2

0)z + 4x0z
2 + (1 + x2

0)z
3 − 2

√
2(z − x0)

√
Λ(z)

(1 + x2
0)(1 + z2)2

− z

1 + zz
= 0.

(124)
Здесь Λ(z) задана формулой (46).
Преобразуем уравнение (123) к виду

−8x2
0 + 8x0z + (1 + x2

0)z
2

−4x0 + (5− 3x2
0)z + 4x0z

2 + (1 + x2
0)z

3 + 2
√

2(z − x0)
√

Λ(z)
=

z

1 + zz
,

из которого вытекает соотношение

−8x2
0 + 8x0z + 4x0z + (1 + x2

0)z
2 − (5 + 5x2

0)zz + 4x0z
2z = 2

√
2z(z − x0)

√
Λ(z). (125)

Далее после замены u = z − x0, u = z − x0 возведем правую и левую части (125) в
квадрат. Имеем:

−u2u4(8 + 8x2
0)− u2u3(88x0 + 24x3

0) + u2u2(1− 86x2
0 − 23x4

0)− uu4(8x0 + 8x3
0)−

−uu3(10 + 100x2
0 + 26x4

0)− uu2(100x0 + 128x3
0 + 28x5

0) + u4(1 + 2x2
0 + x4

0)+

+u3(10x0 + 12x3
0 + 2x5

0) + u2(x2
0 + 2x4

0 + x6
0) + u2(x2

0 + 2x4
0 + x6

0)+

+u2u(10x0 + 4x3
0 − 6x5

0)− uu(10x2
0 + 20x4

0 + 10x6
0) = 0. (126)

Умножим (126) на u и перейдем к полярным координатам u = ρeiϕ, u = ρe−iϕ. В
результате получаем:

−ρ7eiϕ(8 + 8x2
0)− ρ6(88x0 + 24x3

0) + ρ5e−iϕ(1− 86x2
0 − 23x4

0)− ρ6e2iϕ(8x0 + 8x3
0)−

−ρ5eiϕ(10 + 100x2
0 + 26x4

0)− ρ4(100x0 + 128x3
0 + 28x5

0) + ρ5e3iϕ(1 + 2x2
0 + x4

0)+

+ρ4e2iϕ(10x0 + 12x3
0 + 2x5

0) + ρ3eiϕ(x2
0 + 2x4

0 + x6
0) + ρ3e−3iϕ(x2

0 + 2x4
0 + x6

0)+

+ρ4e−2iϕ(10x0 + 4x3
0 − 6x5

0)− ρ3eiϕ(10x2
0 + 20x4

0 + 10x6
0) = 0. (127)

Приравняв к нулю мнимую и вещественную части (127), приходим к уравнениям

(1 + x2
0)ρ

3 sin ϕ{(1 + x2
0)(ρ

2 − x2
0) cos2 ϕ + 4(−ρ3x0 + ρx3

0) cos ϕ−
−[2ρ4 + ρ2(3 + x2

0) + 2x2
0(1 + x2

0)]} = 0, (128)

(1 + x2
0)

2(ρ2 + x2
0) cos3 ϕ− 2x0(1 + x2

0)(2ρ
3 + ρ(x2

0 − 5)) cos2 ϕ−
−[2(1 + x2

0)ρ
4 + (3 + 48x2

0 + 13x4
0)ρ

2 + 3x2
0(1 + x2

0)
2] cos ϕ−

−2x0[2ρ
3(5 + x2

0) + 3ρ(1 + x2
0)(5 + x2

0)] = 0. (129)

Поскольку sin ϕ равен нулю лишь при z = z, то после деления (128) на

(1 + x2
0)

2ρ3(ρ2 − x2
0) sin ϕ
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имеем:
cos2 ϕ− 4ρx0

1 + x2
0

cos ϕ− 2ρ4 + ρ2(3 + x2
0) + 2x2

0(1 + x2
0)

(1 + x2
0)(ρ

2 − x2
0)

= 0. (130)

В частности, при x0 = 0 уравнение (130) принимает вид

cos2 ϕ = 2ρ2 + 3. (131)

Так как (131) не имеет решений, то утверждение леммы при x0 = 0 доказано.
Рассмотрим далее случай, когда x0 �= 0. Из равенств (129), (130) вытекает соот-

ношение
cos ϕ = − 2ρx0(5 + x2

0)

(1 + x2
0)(ρ

2 + x2
0)

, (132)

а из (129), (132) следует, что

cos ϕ = − 2ρx0(5 + x2
0)(2ρ

2 + 3 + 3x2
0)

(1 + x2
0)(2ρ

4 + (3 + 5x2
0)ρ

2 + 3x2
0)

. (133)

Условием совместности (132), (133) является равенство

1

ρ2 + x2
0

=
2ρ2 + 3 + 3x2

0

2ρ4 + (3 + 5x2
0)ρ

2 + 3x2
0

,

которое равносильно условию x0 = 0. Следовательно, при x0 �= 0 система уравнений
(132), (133) не разрешима, а, значит, и в этом случае отсутствуют стационарные
точки, для которых z �= z. Лемма доказана.

Лемма 14. Максимум функции Ω(z, z) при z = z достигается в точке z = z = x0.

Доказательство. Рассмотрим при z = z = x ∈ R функцию Ω = Ω(x). Из формул
(122), (120) вытекает, что при x �= −1/x0

Ω′(x) = 2

(
−4x0 + (5− 3x2

0)x + 4x0x
2 + (1 + x2

0)x
3 − 2

√
2(x− x0)

√
Λ(x)

(1 + x2
0)(1 + x2)2

− x

1 + x2

)
.

(134)
Уравнение Ω′(x) = 0, где Ω′(x) задается равенством (134), преобразуется к виду

4(x− x0)(x0x + 1) = 2
√

2(x− x0)
√

Λ(x). (135)

Корнем (135) является x0. Других вещественных корней это уравнение не имеет,
поскольку после деления (135) на x− x0 и возведения правой и левой частей (135) в
квадрат, приходим к уравнению

(1 + x2
0)(1 + x2) = 0.

Если x0 = 0, то Ω′(x) < 0 при x > 0 и Ω′(x) > 0 при x < 0. Следовательно,
максимум функции Ω(x) достигается в точке x = 0. В случае x0 > 0 в силу выбора
ветвей

√
Λ(x) функция Ω(x) непрерывна, Ω′(x) > 0 при x ∈ (−1/x0, x0) и Ω′(x) < 0

при x ∈ (−∞,−1/x0) ∪ (x0, +∞). Так как

lim
x→−∞

Ω(x) = lim
x→+∞

Ω(x),
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то максимум функции Ω(x) также достигается в точке x0. Случай x0 < 0 рассматри-
вается аналогично. Лемма доказана.

Теорема 1. Функция Ω(z, z) достигает максимальное значение при z = z = x0.

Доказательство. Так как справедливы леммы 13, 14, то остается проверить, что
в точке z = z = x0 для Ω(z, z) выполнены достаточные условия существования
локального максимума функции двух переменных. Эти условия имеют вид

∂Ω

∂z
= 0,

∂Ω

∂z
= 0,

∂2Ω

∂x2
=

∂2Ω

∂z2 + 2
∂2Ω

∂z∂z
+

∂2Ω

∂z2
< 0, D =

(
∂2Ω

∂z∂z

)2

− ∂2Ω

∂z2

∂2Ω

∂z2
> 0.

Из (123), (124) вытекает, что

∂Ω

∂z
(x0, x0) = 0,

∂Ω

∂z
(x0, x0) = 0.

Дифференцируя функции ∂Ω/∂z, ∂Ω/∂z ещё раз, находим, что

∂2Ω

∂z2 (x0, x0) =
∂2Ω

∂z2
(x0, x0) =

5− 2
√

6

(1 + x2
0)

2
,

∂2Ω

∂z∂z
(x0, x0) = − 1

(1 + x2
0)

2
,

и, следовательно,

∂2Ω

∂x2
=

4
√

2(
√

2−√3)

(1 + x2
0)

2
< 0, D =

4
√

6(5− 2
√

6)

(1 + x2
0)

4
> 0.

Теорема доказана.
В силу теоремы 1 основной вклад в норму асимптотического решения многото-

чечной спектральной задачи p(z) вносит малая окрестность точки z = z = x0. Так
как вблизи z = x0 функция p(z) задается разложением (93), подставим его в формулу
(24) для скалярного произведения и вычислим асимптотику возникающего интегра-
ла.
Определим

θ(t, r) = exp

(
−
(
1−
√

2

3

)
t2 −
(√3

2
− 1
)
r2

)
.

Лемма 15. Справедливо равенство

‖p(z)‖2P�
=

α2
1μ

2

π2k+2R�(x0)

√
2

3
Σ0(k)(1 + O(�)), �→ 0, (136)

где функция Σ0(k) имеет вид

Σ0(k) =

∫
R2

θ(t, r)|Hk(t + ir)|2dt dr, (137)

а константа μ задана формулой (92).
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Доказательство. Разложим функцию (� + 1)/(2π(1 + |z|2)�+2) по степеням u, u,
где u и z связаны равенством (76). В результате получаем:

� + 1

2π(1 + |z|2)�+2
=

a

π�(R(x0))�+2
exp
(
−
√

a

2
√

�

4

√
2

3
x0(u + u)− 2|u|2 − x2

0(u
2 + u2)

8
√

6

)
×

×
{

1−
√

�x0

2
√

a
4

√
2

3

[
u + u +

1

48

√
2

3

[
x2

0(u
3 + u3)− 3(u + u)|u|2]]+ O

(
�(1 + |u|6))}. (138)

Подставляя затем (93), (138) в формулу (24), имеем:

‖p(z)‖2P�
=

α2
1μ

2a

2kπ�
(R(x0))

−�−2

∫
C

exp

(
(5
√

2− 4
√

3−√2x2
0)(u

2 + u2)

16
√

3
−

−2|u|2 − x2
0(u

2 + u2)

8
√

6

){∣∣∣Hk

( u√
2

)∣∣∣2 −
√

�x0

2
√

a
4

√
2

3

[
u + u+

+
1

48

√
2

3

[
x2

0(u
3 + u3)− 3(u + u)|u|2]]∣∣∣Hk

( u√
2

)∣∣∣2+

+

√
�

2
√

a63/4

{[
x0(3(−5 + 2

√
6) + x2

0)(u
3 + u3)

12
√

2
+

(2−√6)B(x0)(u + u)√
2

]∣∣∣Hk

( u√
2

)∣∣∣2+
+
√

6
[
− x0u

2

2
+ B(x0)

]
H ′

k

( u√
2

)
Hk

( u√
2

)
+

+
√

6
[
− x0u

2

2
+ B(x0)

]
H ′

k

( u√
2

)
Hk

( u√
2

)}}
dz dz (1 + O(�)). (139)

Здесь B(x0) определено формулой (79).
Введем вещественные переменные t и r соглано формуле

u√
2

= t + ir. (140)

Тогда

dz dz =
�
√

2R2(x0)dt dr

4a
√

3
, u + u = 2

√
2t, u3 + u3 = 4

√
2(t3 − 3tr2),

|u|2 = 2(t2 + r2), H ′
k(t + ir)Hk(t− ir) + H ′

k(t− ir)Hk(t + ir) =

=
∂

∂t
|Hk(t + ir)|2, u2H ′

k(t + ir)Hk(t− ir) + u2H ′
k(t− ir)Hk(t + ir) =

= 2(t2 − r2)
∂

∂t
|Hk(t + ir)|2 + 4tr

∂

∂r
|Hk(t + ir)|2,

и равенство (139) принимает вид

‖p(z)‖2P�
=

α2
1μ

2

π2k+2R�(x0)

√
2

3

∫
R2

θ(t, r)

{
|Hk(t + ir)|2−
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−
√

�x02
3/4

√
a 4
√

3

[
t +

1

24

√
2

3
[x2

0(t
3 − 3tr2)− 3t(t2 + r2)]

]
|Hk(t + ir)|2+

+

√
�

2
√

a63/4

{[
x0

(
− 5 + 2

√
6 +

x2
0

3

)
(t3 − 3tr2) + (2−

√
6)2B(x0)t

]
|Hk(t + ir)|2−

−
√

6x0

[
(t2 − r2)

∂

∂t
|Hk(t + ir)|2 + 2tr

∂

∂r
|Hk(t + ir)|2

]
+

+
√

6B(x0)
∂

∂t
|Hk(t + ir)|2

}}
dt dr (1 + O(�)). (141)

В формуле (141) слагаемые порядка
√

� представляют собой интегралы от нечет-
ных функций в симметричных пределах. Следовательно, они равны нулю. Лемма
доказана.
Пусть выполнено условие (112). Тогда аналогично [24] доказывается, что нор-

ма ‖N(z)‖P�
экспоненциально мала по сравнению с ‖p(z)‖P�

. Учитывая далее соот-
ношения (97), (99), (136), а также неравенство Коши-Буняковского, получаем, что
асимптотика нормы многочлена Φ(z) имеет вид

‖Φ(z)‖P�
=

α1μ√
π2k/2+1(R(x0))�/2

4

√
2

3
(Σ0(k))1/2 (1 + O(�)) , �→ 0. (142)

Здесь μ, Σ0(k) заданы формулами (92), (137).
Положим

α1 =
√

π21+k/2 4

√
3

2

√
1 + x2

0 exp

(
2� + b

(1)
1 x0 + b

(1)
3

1 + x2
0

)
(Σ0(k))−1/2 (1 + O(�)) . (143)

Тогда будет справедливо равенство

‖Φ(z)‖P�
= 1 + O(�), �→ 0.

Таким образом, найден входящий в разложение (93) множитель α1.

Чтобы завершить построение Φ(z) остается вычислить значения b
(1)
1 и b

(1)
3 . Они за-

даются квантовыми средними (14). Вычисление квантовых средних производится
аналогично вычислению нормы. Основной вклад в асимптотику интегралов также
вносит малая окрестность точки z = z = x0 [24]. Справедлива

Лемма 16. При �→ 0 имеют место равенства

b1 = 4(
0

S1Φk,�, Φk,�)P�
=

8ax0

1 + x2
0

+ �

{
1− x2

0

1 + x2
0

[1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
1 −

2x0

1 + x2
0

b
(1)
3

]
+

+
8x0

1 + x2
0

− 4x0Σ1(k)√
6(1 + x2

0)Σ0(k)

}
+ O(�2), (144)

7. Формулы для квантовых средних. Итоговая теорема
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b3 = 4(
0

S3Φk,�, Φk,�)P�
=

4a

1 + x2
0

+ �

{
2x0

1 + x2
0

[ 2x0

1 + x2
0

b
(1)
3 −

1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
1

]
+

+4
1− x2

0

1 + x2
0

− 2(1− x2
0)Σ1(k)√

6(1 + x2
0)Σ0(k)

}
+ O(�2). (145)

Здесь функция Σ1(k) задана формулой

Σ1(k) =

∫
R2

θ(t, r)(t2 + r2)|Hk(t + ir)|2dt dr.

В результате сравнения разложений (34) с (144), (145) получаем соотношение,
связывающее b

(1)
1 и b

(1)
3 :

2x0

1 + x2
0

b
(1)
1 +

1− x2
0

1 + x2
0

b
(1)
3 = 4− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)
. (146)

В силу (146) коэффициенты b
(1)
1 , b

(1)
3 можно представить в виде

b
(1)
1 =

2x0

1 + x2
0

[
4− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)

]
+

8(1− x2
0)x1

(1 + x2
0)

2
, (147)

b
(1)
3 =

1− x2
0

1 + x2
0

[
4− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)

]
− 16x0x1

(1 + x2
0)

2
, (148)

где x1 – произвольная вещественная константа, которая определяет поправку поряд-
ка � к числу x0, около которого локализовано решение (т.е. z = x0 + �x1). Отметим,
что именно через числа b

(1)
1 , b

(1)
3 ΦWKB

− зависит от величин Σ1(k)/Σ0(k), k = 0, 1, 2, . . . ,
характеризующих решение вблизи точки x0.
Наконец, с учетом (146) формула (86) принимает вид

ξ
(1)
k,� = a

(
6− 2

√
6
(
k +

1

2

)
− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Справедлива

Теорема 2. Пусть число

ξk,� = 4a2 +
2a2

�

(
6− 2

√
6
(
k +

1

2

)
− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)

)
+ O(�−2), k = 0, 1, 2, . . . , (149)

а многочлен Φk,�(z) определен формулой (41), где p(u) — решение многоточечной
спектральной задачи, такое, что α1, b

(1)
1 , b

(1)
3 имеют вид (143), (147), (148) соответ-

ственно. Тогда при выполнении условия (112) ξk,� и Φk,�(z) являются асимптоти-
ческим собственным значением и асимптотической собственной функцией задачи
(26), (27) при � → ∞ в пространстве P�. Более точно, если ξk,� имеет вид (149),
то многочлен Φk,�(z) удовлетворяет уравнению (26) с точностью O(�−2) с оценкой
невязки в норме P�, а также условию нормировки (27) с точностью O(�−1).
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Доказательство. Оценка невязки производится аналогично вычислению асимп-
тотики нормы. Основной вклад в асимптотику интеграла вносит малая окрестность
точки z = z = x0. Поэтому достаточно оценить невязку вблизи точки z = x0, где она
имеет вид

R = O((z − x0)
4p0) + O(�2p0) = O(�2(1 + (t2 + r2)2)p0).

Здесь p0 задается равенством (94), а t и r — равенством (140).
Асимптотика ‖R‖P�

содержит вместо функции Σ0(k), как было в (142), следующий
интеграл ∫

R2

θ(t, r)(1 + (t2 + r2)2)2|Hk(t + ir)|2dt dr.

В результате, получаем, что ‖R‖P�
= O(�2), �→ 0.

Условие нормировки (27) выполнено в силу (142), (143). Теорема доказана.
В заключение найдем асимптотические собственные значения задачи (1), (2), рас-

положенные вблизи верхних границ спектральных кластеров, образующихся вокруг
собственных значений невозмущенного оператора.

Лемма 17. При �→ 0 справедливо равенство

(
0

S2
2Φk,�, Φk,�)P�

= 2a�

[
1 +
√

6
(
k +

1

2

)
− Σ1(k)√

6Σ0(k)

]
+ O(�2). (150)

Подставляя далее (149),(150),(15) в формулу (11), для � порядка �
−1 получаем:

λ = λk,� = �(� + 1) + �
2{2w2

[
�2

�
2 +

��2

2

(
6− 2

√
6(k + 1/2)− 2Σ1(k)√

6Σ0(k)

)]
+ w0+

+2(�� + �)w1 +

[
14��
(��

2
+ �

)
− 2��2

(
1 +
√

6(k + 1/2)− Σ1(k)√
6Σ0(k)

)]
w2}+

+O(�4) = �� + � + (w0 + 2��w1 + 9�2
�

2w2)�
2 + (2w1 + 2��w2(9−

−2
√

6(k + 1/2)))�3 + O(�4), k = 0, 1, 2, . . . , �→ 0.

Полученная серия описывает расщепление спектра оператора типа Хартри и содер-
жит члены до 3 порядка по � включительно. Соответствующие асимптотические
собственные функции задачи (1), (2) получаются из многочленов Φk,�(z), заданных
формулой (41), применением когерентного преобразования (22), а также преобразо-
вания (12).
Автор благодарен М.В.Карасеву за привлечение внимания к данной задаче, а

также за ценные вопросы и замечания.
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SEMICLASSICAL ASYMPTOTICS 
OF THE HARTREE-TYPE OPERATOR SPECTRUM

NEAR THE UPPER BOUNDARIES
OF SPECTRAL CLUSTERS

The eigenvalue problem for the perturbed two-dimensional resonance oscillator is considered. The excitation
potential is given by a nonlocal Hartree-type nonlinearity with a smooth self-action potential. Each representation
of the rotation algebra is associated with a spectral cluster near the energy level of the unperturbed operator.
Asymptotic formulas for the quantum averages are used to calculate asymptotic eigenvalues and asymptotic eigen-
functions near the upper boundaries of spectral clusters.
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