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В работе рассматривается поле Якоби вдоль геодезической риманова многообразия, на которой кри-
визна является случайным процессом. Вводится понятие линеаризирующего тензора, на основе которого
получены уравнения для моментов 2-го, 3-го и 4-го порядка. Доказана теорема об общем виде моментно-
го уравнения. Показан прогрессивный рост статистических моментов поля Якоби. Демонстрируется связь
между этим ростом и космологическим эффектом Зельдовича. 

УДК 514.74; 514.774.8

1. Введение

Вселенная в больших масштабах обладает исключительной степенью однородно-
сти и изотропии, однако в малых масштабах она неоднородна и анизотропна из-за
присутствующих в ней неоднородностей, вызванных скоплениями массивных небес-
ных тел (звезд, галактик, и др.). Еще в 60-ых годах прошлого столетия Я.Б. Зель-
дович обратил внимание на то, что влияние таких локальных неоднородностей на
распространение света не сводится к флуктуациям сети изотропных геодезических и
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некоторому шуму, вносимому тем самым в космологические тесты [1] — [3]. Оказы-
вается, что возникающие флуктуации плотности вещества приводят к небольшому
систематическому искажению космологических тестов, которые делают Вселенную,
кривизна пространственного сечения которой в среднем равна нулю, в известной
степени похожей на открытую космологическую модель. Другими словами, во Все-
ленной с неоднородностями наблюдатель, измеряющий кривизну пространственного
сечения путем сопоставления угловых размеров и расстояния до стандартного объек-
та, получит вместо осредненного значения кривизны, равного нулю, ее эффективное
значение, пропорциональное величине неоднородностей и являющееся отрицатель-
ным [4], [5]. С геометрической точки зрения это означает, что сумма внутренних
углов треугольника, у которых одна из сторон — это отрезок, определяющий ви-
димую длину объекта, а две других соединяют концы этого отрезка с точкой на-
блюдения, оказывается меньше 180 градусов. Видимая длина отрезка имеет смысл
геодезического отклонения, или поля Якоби.
Как указал Я.Б. Зельдович, рассматриваемый эффект мало связан с динамикой

расширения Вселенной, поскольку мелкомасштабные флуктуации плотности веще-
ства лишь локально искривляют сопутствующее пространство. Это позволяет пред-
ставить метрику пространства-времени в стандартном виде

ds2 = c2dt2 − a2(t)dΣ2, (1)

где a(t) — масштабный фактор, определяющий темп расширения в однородной и
изотропной модели, а dΣ2 —трехмерная метрика пространственной области.
В исходной работе [1] модель эффекта была сформулирована на основе метрики

Фридмана:
ds2 = c2dt2 − (at2/3)2[dx2 + dy2 + dz2].

Далее рассматривался конус с осью x и раствором α, в котором из одной точки
выходят близкие геодезические под углом Θ друг к другу (α > Θ). Внутри конус
полагался пустым, а снаружи — имеющим не зависящее от координат распределение
плотности

ρ =
1

6πκt2
,

где κ — ньютоновская постоянная тяготения. Полагая, что изъятое из конуса количе-
ство вещества пренебрежимо мало и не влияет на общее движение (т.е. α � 1), Я.Б.
Зельдович для этой частной модели возмущения плотности получил явное реше-
ние уравнения Эйнштейна и нашел геодезическое отклонение y. При условии того,
что лучи сходятся в точке наблюдения, т.е. y(0) = 0, и условии для производной
y′(0) = Θ1 вычисления приводят к следующей формуле:

y =
1

5
Θ1x0

[
x2

0(x0 − x)−2 − x−3
0 (x0 − x)3

]
,

где x0 — расстояние до горизонта. Таким образом, траектории геодезических, выпу-
щенных из вершины пустого конуса вдоль его образующих, под действием гравитаци-
онного поля неоднородностей изгибаются наружу. Разумеется, модель пустого конуса
описывает весьма частный случай распределения неоднородностей в пространстве,
поэтому выведенная формула отвечает лишь конкретной физической реализации,
не давая при этом никакой информации о статистических свойствах геодезического
отклонения.
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Я.Б. Зельдович в своем исследовании опирался преимущественно на теорию
возмущений, избегая явного использования случайных сред. Позднее, в 1967 году,
Е. Ганн получил аналогичные результаты, используя корреляционную функцию слу-
чайного распределения масс [6]. Еще позже развитие аппарата общей теории перено-
са в случайных средах позволило исследовать влияние неоднородностей плотности
на распространение света стандартными современными математическими методами
[4], [7], [8], причем применение этих методов давало результаты в более понятной и
компактной форме. Этому способствовало, в частности, появление т.н. теории Фер-
стенберга, описывающей асимптотические свойства произведения независимых слу-
чайных матриц [9], [10].
Следуя указанному пути, задача о распространении в настоящей главе сводит-

ся к задаче Коши для полей Якоби на геодезических пространственного сечения,
вдоль которых и распространяются лучи света. При этом мы не интересуемся точным
описанием связи между плотностью вещества и флуктуациями кривизны, которая,
в принципе, может быть получена из уравнений Эйнштейна. Вместо этого гауссо-
ва кривизна, которая и определяет поле Якоби, полагается случайным процессом,
принимающим как положительные, так и отрицательные значения. Подобный под-
ход обычен в физике случайных сред, например, в теории турбулентности [11], где
спектр турбулентных скоростей вводится без детального описания случайных сил,
управляющих турбулентностью.
Отметим, что систематическое влияние на распространение света во Вселенной

могут оказывать не только возмущения плотности, но и аналогичные возмущения,
связанные с движениями тел, образующих галактики. В частности, рассматривае-
мый эффект родственен эффекту микролинзирования [12], [13], а также явлению
фундаментального предела точности астрометрических измерений [14], [15].

2. Постановка задачи

В исходной постановке задача об учете влияния неоднородностей плотности ве-
щества на распространение света во Вселенной является задачей о поведении гео-
дезических в четырехмерном псевдоримановом пространстве. Однако, как показал
Я.Б. Зельдович, ее можно свести к изучению семейства геодезических на двумер-
ной пленке в пространственном сечении, натянутой на проекции двух близких изо-
тропных геодезических. Другими словами, при переходе от четырехмерного псевдо-
риманова пространства к двумерному риманову многообразию постановка рассмат-
риваемой задачи принимает скалярный вид. Воспроизведем здесь соответствующие
рассуждения.
Рассмотрим два световых луча, которые распространяются вдоль геодезиче-

ских γ1 и γ2, пересекающихся в некоторой фиксированной точке P четырехмерного
пространства-времени. Угол θ между этими геодезическими физически бесконечно
мал (он соответствует угловому размеру какого-либо удаленного объекта). Пара-
метризуем рассматриваемые геодезические с помощью согласованных геодезических
параметров u, соответствующих фотонам, которые в системе отсчета метрики (1)
имеют в точке P равные частоты (при этом в самой точке P u = 0). Пусть Yθ —
расстояние, соединяющее точки на бесконечно близких геодезических, находящиеся
на одинаковом расстоянии от P . Величина Y определяется уравнением, которое свя-
зывает ее с компонентами тензора Римана [16], [17]:
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d2Y i

du2
+ Ri

jkmU jY kUm = 0, (2)

где U —касательный вектор к первой геодезической. В вариационном исчислении
уравнение (2) известно как уравнение Якоби. Оно дополняется начальными услови-
ями

Y(0) = 0 и
dY
du

∣∣∣∣∣
u=0

= 1, (3)

первое из которых выбрано, исходя из равенства геодезических параметров в точке
P нулю, а второе представляет собой условие нормировки.
Задача (2),(3) допускает сведение к скалярному виду. В самом деле, ввиду экс-

тремального свойства геодезических вариация величины ds2 вдоль γ1 равна нулю
[18]:

δds2 = 0.

Здесь δ представляет собой вариацию, берущуюся как по временной, так и по про-
странственным переменным. Следовательно, вариация по пространственным пере-
менным δΣ также равна нулю. Используя выражение для метрики (1), получим

δΣ(ds2) = δΣ(c2dt2 − a2(t)dΣ2) = δΣ(−a2(t)dΣ2) = −a2(t)δΣ(dΣ2) = 0,

откуда следует, что δΣ(dΣ2) = 0. Таким образом, проекция геодезической γ1 на про-
странственное сечение также является геодезической. В результате проецирования
на сопутствующее пространство геодезическая γ1 и геодезическое отклонение Y пе-
рейдут соответственно в геодезическую Γ и геодезическое отклонение y на простран-
ственном сечении. Длина y вектора y, которая называется далее просто полем Якоби,
подчиняется скалярному уравнению Якоби

y′′ + K(x)y = 0, (4)

где x —расстояние вдоль пространственноподобной геодезической Γ, по которому бе-
рутся производные, аK(x)—гауссова кривизна в двумерном направлении, натянутом
на геодезическую Γ. Отметим, что кривизну K(x) можно представить в виде соответ-
ствующей свертки тензора Римана [19]. Уравнение (4) дополняется естественными
начальными условиями

y(0) = 0, y′(0) = 1. (5)

Первое из этих условий означает, что все геодезические семейства выпущены из одной
точки, а второе является условием нормировки.
Уравнение Якоби (4), (5), описывающее эффект Я.Б. Зельдовича, представляет

интерес и в контексте некоторых других задач. В [7] это уравнение изучалось в
контексте выделения общих свойств многообразий со знакопеременной кривизной. В
[20] — [22] оно рассматривается как модельное, позволяющее на простом примере
глубже понять соотношение между численным и аналитическим подходами к иссле-
дованию решений уравнений со случайными коэффициентами. Кроме того, в работе
[22] была обоснована возможность моделирования с помощью этого уравнения так
называемого турбулентного динамо.
В перечисленных работах аналитические результаты касались поведения типич-

ной реализации и математического ожидания поля Якоби, тогда как численные ре-
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зультаты — поведения не только этих характеристик, но и статистических моментов
2-го и 3-го порядков. При этом численное моделирование неожиданно показало, что
требуемый для исследования моментов объем выборки статистически независимых
реализаций решения чрезвычайно велик и явно недостижим в рамках прямого чис-
ленного эксперимента для изучения моментов порядка выше третьего (необходимое
для моделирования первых трех статистических моментов число реализаций также
очень велико — порядка 106, см. [21]). Цель настоящей работы — найти общий под-
ход, позволяющий получать явные уравнения для моментных функций поля Якоби
произвольных натуральных порядков.
Изучение моментов решения уравнения со случайными коэффициентами можно

проводить в различных приближениях. В частности, в ряде задач математической
физики, связанных с проблемой усреднения эволюционных уравнений, общеприня-
тым является подход, когда корреляционная длина для коэффициентов считается
малой и детали поведения решения на соответствующих масштабах игнорируются
[23] — [26]. Важное преимущество такого подхода состоит в том, что формаль-
ный предельный переход при устремлении корреляционной длины к нулю позволяет
получить для моментных функций дифференциальные уравнения (тогда как учет
эффектов памяти за счет конечности корреляционной длины приводит к интегро-
разностным уравнениям для моментов [27], [28], чего хотелось бы избежать). Для
определенности мы проводим исследование в рамках этого приближения (так на-
зываемой δ-коррелированной модели), а именно, требуем от случайной кривизны
K(x) = K(x, ω) мгновенных (δ-образных) корреляций. Конструктивное построение
δ-коррелированного формализма можно провести путем предельного перехода при
устремлении корреляционной длины к нулю в модели случайного процесса с обнов-
лением [26]. Поясним, что имеется в виду.
Пусть K(x) теряет память в дискретных точках x, разделенных интервалом дли-

ны δ (случайный процесс с обновлением, полное описание см., например, в [4] или
в [26]). Параметр δ, который берется в качестве масштабной единицы, называется
корреляционной длиной, сам же отрезок принято называть интервалом обновления
(условие обновления позволяет избежать проблемы, связанной с усреднением стати-
стически зависимых случайных сомножителей K(x) и y). При этом мы используем
представление кривизны в видеK(x) = K+k(x), гдеK — среднее значение кривизны
многообразия, а член k(x) описывает случайные флуктуации. Требование мгновен-
ных корреляций процесса K(x) означает, что мы пренебрегаем деталями поведения
решения (4) на масштабах, сопоставимых с величиной δ, что формально выражается
в предельном переходе при δ → 0. Для того чтобы вклад K(x) в эволюцию решения
при таком предельном переходе не обратился в нуль, выполняется перенормировка,
т.е. считается, что величина < K2δ2 > имеет конечный предел K при δ → 0. По
сути это означает, что флуктуации k(x) остаются значительными при δ → 0, а сама
величина K при этом имеет физический смысл некоторого эффективного значения
[4].
Отметим, что ранее в математической литературе дифференциальные уравнения,

имеющие в виде коэффициентов δ-коррелированные случайные процессы, исследо-
вались в основном на материале уравнений в частных производных (см., например,
[29]).
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3. Решение проблемы моментов.

Теорема об общем виде моментного уравнения

Запишем начальную задачу (4), (5) в виде системы линейных уравнений для двух-
компонентного вектора-строки z с компонентами z1 = y, z2 = y′:

dz
dx

= z
(

0 −K(x)
1 0

)
, z1(0) = 0, z2(0) = 1. (6)

Введем фундаментальную матрицу B(s, x) системы (6), т.е. матрицу, обладаю-
щую свойством z(x) = z(s)B(s, x) при s < x. Установим с ее помощью связь между
векторами z(x+ δ) и z(x). Для этого выразим B через мультипликативный интеграл
и воспользуемся представлением последнего в виде бесконечной суммы соответству-
ющих аддитивных интегралов [30]. Непосредственное вычисление облегчается тем,
что его достаточно вести лишь с точностью до членов порядка квадрата кривизны.
В результате получаем следующую формулу:

z(x + δ) = z(x)

(
1 −K(x)δ + K2(x)δ3/6
δ 1

)
. (7)

Далее нам потребуется эквивалентное выражению (7) индексное представление вида

zi(x + δ) − zi(x)

δ
= zαP̂α

i , где P̂ =

(
0 −K(x) + K2(x)δ2/6
1 0

)
. (8)

Отметим, что в (8) верхний индекс у P̂ , по которому ведется суммирование, является
номером строки, а нижний — номером соответствующего столбца.
Введем ключевое понятие настоящей работы.
Определение. Тензор

zilk...p = zizlzk . . . zp, (9)

где i, l, k, . . . , p — некоторые m индексов, каждый из которых независимо от других
принимает значения 1 и 2, назовем линеаризирующим тензором поля Якоби m-го
порядка.
Объект (9) является тензорным произведением m двумерных векторов z из (6)

(отметим, что z принадлежит вспомогательному плоскому двумерному линейному
пространству, поэтому при его записи можно не различать верхние (контравариант-
ные) и нижние (ковариантные) индексы).
Поскольку каждая компонента линеаризирующего тензора представляет собой

произведение некоторой степени дважды дифференцируемой функции y на соответ-
ствующую степень ее первой производной, объект (9) можно продифференцировать
по x:

zilk...p(x + δ) − zilk...p(x)

δ
= zlzk . . . zp

zi(x + δ) − zi(x)

δ
+ . . .

+ zizlzk . . .
zp(x + δ) − zp(x)

δ
+ εilk...p,

где εilk...p → 0 при δ → 0 (последняя формула является следствием формального
тождества dzilk...p/dx =

(
dzi/dx

)
zlzk · . . . · zp + zi

(
dzl/dx

)
zk · . . . · zp + . . . + zizlzk · . . . ·(

dzp/dx
)
). Подставим в правую часть этого выражения, используя (8), сомножители

вида
(
zi(x + δ) − zi(x)

)
/δ. Затем усредним полученную формулу и, учитывая, что
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каждое из m слагаемых при усреднении расщепляется на произведение среднего
тензора (9) и средней матрицы P̂ , перейдем к пределу при δ → 0:

d

dx
< zilk...p >=< zαlk...p > Gα

i + < ziβk...p > Gβ
l + . . . + < zilk...γ > Gγ

p , (10)

где

G ≡ lim
δ→0

< P̂ >=

(
0 −K + K/6
1 0

)
.

Итак, мы доказали следующее свойство линеаризирующего тензора поля Якоби.
Справедлива

Лемма 1. Среднее < zilk...p > удовлетворяет линейному дифференциальному
уравнению первого порядка с постоянными коэффициентами.
Очевидно, что перебором индексов i, l, k, . . . , p уравнение (10) может быть запи-

сано в виде системы линейных скалярных уравнений первого порядка для усреднен-
ных компонент zilk...p. Следующая лемма связывает число уравнений в этой системе
с числом различных компонент (которых в силу симметричности (9) будет гораздо
меньше, чем 2m) соответствующего тензора.

Лемма 2. Число дифференциальных уравнений в скаляризованной системе для
усредненных компонент линеаризирующего тензора (9) равно числу различных ком-
понент этого тензора.
Для доказательства теоремы об общем виде моментного уравнения нам потребу-

ется еще один факт, известный из курса обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (см., например, [31]).

Лемма 3. Система уравнений первого порядка с постоянными коэффициентами
вида

d

dx
gi(x) =

n∑
j=1

aijgj(x), i = 1, n,

сводится к линейному уравнению для одной из функций gi(x) (без ограничения общ-
ности для функции g1 = g1(x)), причем порядок этого дифференциального уравнения
не превосходит n.
Сформулируем центральный результат настоящей работы.
Теорема. Момент < ym > решения уравнения Якоби (4) с δ-коррелированным

коэффициентом K(x) удовлетворяет линейному уравнению с постоянными коэффи-
циентами, причем порядок этого уравнения не превосходит числа различных ком-
понент соответствующего тензора (9).

Доказательство. Проведем процедуру скаляризации тензорного уравнения (10).
В результате получим систему линейных уравнений 1-го порядка с постоянными
коэффициентами, в которой, согласно лемме 2, число различных уравнений равно
числу неизвестных функций, т.е. числу различных усредненных компонент линеари-
зирующего тензора. Одной из них будет являться компонента < ym >, соответству-
ющая набору индексов i = l = k = . . . = p = 1. Применение леммы 3 для функции
g1 =< ym > завершает доказательство.
Нетривиальность утверждения доказанной теоремы заключается в том, что урав-

нение для m-й степени поля Якоби является, вообще говоря, нелинейным. Напри-
мер, квадрат поля Якоби y2(x) = Y (x) удовлетворяет уравнению 2Y Y ′′ − (

Y ′)2
+

4K(x)Y 2 = 0, в чем несложно убедиться, умножив левую и правую части (4) на y′ �≡ 0
′
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и преобразовав затем с помощью очевидных формул yy′ = (y2)′/2, y′y′′ =
(
(y′)2

)′
/2 и

(y′)2 =
(
(y2)′

)2
/4y2 полученное выражение.

В заключение приведем явные уравнения для моментов поля Якоби 2-го, 3-го и
4-го порядков, полученные в [32] на основе предложенного тензорного подхода:

< y2 >′′ +(4K − 4

3
K) < y2 >= 0,

< y3 >′′′′ +10
(
K − 1

2
K)

< y3 >′′ +9
(
K − 1

2
K)2

< y3 >= 0,

< y4 >′′′′ +20
(
K − 2

3
K)

< y4 >′′ +64
(
K − 2

3
K)2

< y4 >= 0.
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A TENSOR METHOD FOR AVERAGING 
OF JACOBI FIELD ALONG GEODESICS 

WITH RANDOM CURVATURE

One considers the Jacobi field along a geodesics in a Riemannian manifold on which the curvature is a stochastic
process. We introduce the concept of  linearizing tensor based on which the equations for 2,3 and 4-order moments
are derived. A theorem on the general form of the moment equation is proved. A progressive growth of statistical
moments of Jacobi field is shown. We demonstrate a link between this growth and cosmological Zeldovich’s effect.
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