
1 Введение

Нерелятивистский гамильтониан атома водорода в однородном магнитном поле име-
ет вид

H = H0 + εM3 + ε2
W, (1)

где

H = −Δ − |x|−1, M3 = ix2
∂

∂x1

− ix1
∂

∂x2

, W = (x2
1 + x2

2)/4.

Здесь через x = (x1, x2, x3) обозначены декартовы координаты в R
3, Δ — оператор

Лапласа, магнитное поле направлено вдоль оси x3; параметр ε в (1) пропорциона-

. 
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лен напряженности поля. Задача об атоме водорода в магнитном поле представляет
большой физический и математический интерес. Ей посвящено большое число работ
( см., например, [1-8]).

Алгебраический метод построения асимптотики спектра и собственных функций
оператора (1) был предложен в [9]. Он основан на алгебраическом усреднении возму-
щения, последующем переходе на алгебру симметрий и когерентном преобразовании
от исходного представления этой алгебры к ее неприводимому представлению в про-
странстве функций над лагранжевым подмногообразием в симплектическом листе.
В дальнейшем этот метод был развит для широкого класса задач с частотными ре-
зонансами [10, 11]. Он хорошо отработан на ряде физических моделей.

Особый интерес представляют состояния системы (1), отвечающие границам спек-
тральных кластеров вблизи собственных значений невозмущенного оператора, где
упомянутые лагранжевы подмногообразия почти схлопываются и интегральное пред-
ставление решения над ними становится невозможным. Возможный подход к постро-
ению асимптотики около границ кластеров с помощью ”деформированных” когерент-
ных состояний был намечен в [9], но его обоснование в высших приближениях пока
не осуществлено.

В работах [12, 13] на примере спектральной задачи для двумерного возмущенного
осциллятора был предложен другой метод нахождения серий асимптотических соб-
ственных значений вблизи границ спектральных кластеров. Он основан на новом
интегральном представлении для соответствующих асимптотических собственных
функций. В данной работе этот метод будет применен для нахождения асимптотики
спектра атома водорода в магнитном поле вблизи нижних границ спектральных кла-
стеров ( см., теоремы 1 и 3, где приведены формулы для асимптотических собствен-
ных значений и собственных функций). Подчеркнем, что полученная формула для
асимптотики собственной функции глобальна. Получить ее стандартными методами,
такими как лучевой метод [14] или теория комплексного ростка [15], невозможно.

Автор благодарен М.В.Карасеву за привлечение внимания к данной задаче, а
также за ценные вопросы и замечания.

2 Регуляризация

Зафиксируем целое число m. Рассмотрим в пространстве L2(R3) задачу на собствен-
ные значения для гамильтониана (1) и для третьей компоненты углового момента:

(H0 + ε2
W)ψ = Eψ, M3ψ = mψ. (2)

Следуя [9], произведем регуляризацию гамильтониана (1). Для каждого n ≥ 1 и
E < 0 введем параметры ν и μ, новую переменную q ∈ R

3 и функцию ψ̃ по формулам

E = − 1

4n2ν2
, μ = ε2n6ν4, q =

x

n2ν
, ψ(x) =

ψ̃(q)

n2
. (3)

Кроме того, положим � = 1/n и рассмотрим операторы

S0 = |q|(1
4

+ (−i�
∂

∂q
)2),S1 =

|q|
4

(q2
1 + q2

2),M3 = q1(−i�
∂

∂q2

) − q2(−i�
∂

∂q1

).

Замена (3) приводит к следующей спектральной задаче

. 
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(S0 + μS1)ψ̃ = νψ̃, M3ψ̃ = �mψ̃ (4)

2в гильбертовом пространстве L2
−(R3) со скалярным произведением

〈ϕ, ϕ′〉− =
π

4

∫
R3

ϕ(q)ϕ̄′(q)
|q| dq.

Число ν в (4) — это искомое собственное значение, а μ ≥ 0 - параметр. Задача
(2) на подпространстве, отвечающем отрицательному спектру E < 0 , эквивалентна
спектральной задаче (4) в L2

−(R3).
Отметим, что в отсутствие магнитного поля спектр оператора S0 целочисленный

{�N |N = 1, 2, 3, ...}. В частности, S0 имеет собственное значение �n = 1. При μ > 0
будем рассматривать ветви собственных значений оператора S0 + μS1 , равные 1 в
пределе при μ = 0. Они имеют вид 1 + μλk,m,n(μ), где λk,m,n(μ) - некоторые гладкие
функции в окрестности μ = 0, k - номер ветви. Соответствующие собственные функ-
ции задачи (4) обозначим ψ̃k,m,n(q, μ). ( Ниже для краткости обозначений номера m
и n в индексах будут опускаться.) Определив из (4) функции λk(μ), можно затем из
системы уравнений

1 + μλk(μ) = ν, μ = ε2n6ν4 (5)

найти ν = νk(ε) и μ = μk(ε).

3 Алгебраическое усреднение

Предположим, что ε2n7 � 1 и ν порядка 1. Тогда μ � 1 , и поскольку спектр опера-
тора S0 целочисленный, то к задаче (4) можно применить квантовую версию метода
усреднения [16,17,9]. Исходная идея метода состоит в том, чтобы найти такой обра-
тимый оператор U и такой оператор S1 + μS2, чтобы

U−1(S0 + μS1)U = S0 + μS1 + μ2S2 + O(μ3),

[S1 + μS2,S0] = [S1 + μS2,M3] = 0. (6)

Новый возмущающий оператор S1 + μS2 коммутирует со старшей частью S0 и с
оператором M3. Поэтому решение спектральной задачи (4) сводится к решению та-
кой задачи для оператора S1 + μS2 на L[m,n] ⊂ L2

−(R3) — совместном подпростран-
стве функций, одновременно являющимися собственными функциями операторов S0

и M3. Так как ν = 1 + μλ(μ), то усредненная задача принимает вид

S0ϕ = ϕ, M3ϕ = �mϕ, (7)

(S1 + μS2 + O(μ2))ϕ = λϕ. (8)

Переход от ϕ к ψ̃ производит деусредняющее преобразованиеU, которое вычисляется
явно [9].

Решение задачи (7),(8) можно представить в виде ϕ = ϕk + O(ε2n6), где {ϕk(q)}
- ортонормированный базис собственных функций S1, отвечающих некоторым соб-
ственным значениям ξk:

S0ϕk = ϕk, M3ϕk = �mϕk, S1ϕk = ξkϕk. (9)

.  
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Собственные значения λ = λk(μ) полной задачи (7),(8) имеют вид

λk(μ) = ξk + μηk + O(μ2),

где
ηk = 〈S2ϕk, ϕk〉−. (10)

В силу (3),(5) асимптотика решения исходной задачи (2) задается формулами [9]

Ek = − 1

4n2
+

1

2
ε2n4ξk +

1

4
ε4n10(2ηk + 5ξ2

k) + O(ε6n16), (11)

ψk(x) = Uϕk/n
2 + O(ε2n6). (12)

Далее рассмотрим алгебру Fquant Карасева-Новиковой, состоящую из первых ин-
тегралов пары S0, M3 [9,18]. Ее образующие B0,B1,B2,B3 подчинены следующим
квадратичным коммутационным соотношениям

[B1,B2] = i�B0B3, [B0,B1] = 2i�B2,

[B2,B3] = −i�

2
(B0B1 + B1B0), [B0,B2] = −2i�B1,

[B3,B1] = −i�

2
(B0B2 + B2B0), [B0,B3] = 0. (13)

В силу (6) усредненные гамильтонианы S1,S2 выражаются через образующие B =
(B0,B1,B2,B3) алгебры Fquant. Справедлива [9]

Лемма 1. Имеют место равенства

S1 = S0g0(B), S2 = S0g00(B),

где операторы B0,B1,B2,B3 симметризованы по Вейлю, а символы

g0(b) = 12b3 − 8b2 − 4M2
3 + 4�

2, (14)

g00(b) = −1

3
(4(108b2

2 + 239b2
3 − 308b2b3) + 4(−66S2

0 + 100M2
3 − 234�

2)b2+

+4(65S2
0 − 130M2

3 + 249�
2)b3 − 127S2

0M
2
3 + 72M4

3 + 127�
2S2

0 − 277�
2M2

3 + 205�
4). (15)

4 Когерентное преобразование

Пусть m,n — целые, n > |m| ≥ 0. Обозначим через P[m,n] пространство антиголо-
морфных многочленов над C степени не выше n − |m| − 1, скалярное произведение
в котором задается формулой

(Φ1, Φ2)P[m,n] =

∫
C

Φ1(z)Φ2(z)dμm,n(z). (16)

Здесь dμm,n(z) = �(|z|2)dzdz, функция

�(r) =
n(n − |m|)(|m| + 1)n

2π(n + 1)n+1

r|m|F (n + 1, n + |m| + 1; 2n + 2; 1 − r),

.  
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где F — гипергеометрический ряд [19], а операция (l)M определяется по формуле

(l)M ≡ l(l + 1)...(l + M − 1), (l)0 ≡ 1.

Отметим, что функция �(r) является единственным решением следующей задачи

r(1 − r)�′′ + ((1 − |m|) − (2n − |m| + 3)r)�′ − (n + 1)(n − |m| + 1)� = 0, (17)

∞∫
0

�(r)dr =
1

2π
, �(r) > 0. (18)

Чтобы решить задачу (9), воспользуемся когерентным преобразованием [20,9,18]

H(Φ) =

∫
C

Φ(z)Hzdμm,n(z). (19)

Здесь гипергеометрические когерентные состояния имеют вид

Hz =

n−|m|−1∑
j=0

Pj(z)χj,

где

Pj(z) =
√

kjz
j, kj =

(n − j)j(n − |m| − j)j

j!(1 + |m|)j

, j = 0, ..., n − |m| − 1 (20)

— ортонормированный базис в P [m,n], а функции

χj(q) = cj(q1 + i sgn(m)q2)
|m|×

× exp

(
−|q|

2�

)
L
|m|
j

( |q| + q3

2�

)
L

|m|
n−|m|−1−j

( |q| − q3

2�

)
. (21)

В формуле (21) LM
N (y) — полиномы Лагерра [19]. а нормировочные константы cj

имеют вид
cj = (−1)j/

(
2|m|π�

|m|+1
√

(n − |m| − j)|m|(1 + j)|m|
)

.

Когерентное преобразование (19) отображает гильбертово пространство P[m,n] на
гильбертово пространство L[m,n].

Заметим, что интегральное представление

ϕk = H(Φk) (22)

дает точные решения первых двух уравнений (9) при любых амплитудах Φk. По-
скольку в результате когерентного преобразования (19) B0,B1,B2, B3 преобразуют-
ся в дифференциальные операторы 1 и 2 порядка

0

B0 = �
(
2z

d

dz
− n + |m| + 1

)
,

0

B1 =
i�2

2

(
z(z2 − 1)

d2

dz2 − ((2n − |m| − 3)z2 + |m| + 1)
d

dz
+ (n − 1)(n − |m| − 1)z

)
,
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0

B2 =
�

2

2

(
z(z2 + 1)

d2

dz2 − ((2n − |m| − 3)z2 − |m| − 1)
d

dz
+ (n − 1)(n − |m| − 1)z

)
,

0

B3 = −�
2
(
z2 d2

dz2 − (n − |m| − 2)z
d

dz
− 1

2
(n − 1)(|m| + 1)

)
, (23)

то в силу (14),(9) получаем следующее уравнение для Φk:

(12
0

B3 − 8
0

B2 − 4�
2m2 + 4�

2)Φk = ξkΦk. (24)

Собственными числами уравнения (24) назовем такие значения параметра ξk, при
которых это уравнение имеет полиномиальные решения в пространстве P [m,n]. По-
требуем, чтобы

‖Φk‖P[m,n] = 1. (25)
Покажем, как связана точка z = 1 со спектром оператора g0(B). Положим c =

|m|/n и пусть
n → ∞, |m| → ∞, (26)

5−1/2 < c < 1. (27)
Рассмотрим сужение функции (14) на симплектический лист Ω алгебры (13), зада-
ваемый уравнениями

b2
3 − b2

1 − b2
2 = c2/4, b2

0 + 4b3 = c2 + 1.

Введем на Ω кэлерову структуру с помощью комплексной координаты

z =
2(b3 + ib1)

1 − 2b3 − b0

.

Далее перейдем в g0 от координат b0, b1, b2, b3 к новым координатам z, z [9,18]. В
результате, сужение функции g0 на Ω примет вид

g0,Ω(z, z) = 6c − 4c2 + 4�
2+

+
4(c − 1)[6(c − 1)|z|2 + (z + z)(c(|z|2 + 1) +

√
c2(|z|2 − 1)2 + 4|z|2)]

c(|z|2 − 1)2 + 4|z|2 + (|z|2 + 1)
√

c2(|z|2 − 1)2 + 4|z|2 .

Глобальный минимум этой функции при условии (27) достигается в точке z =
z = 1 и равен

g0,Ω(1, 1) = 1 + c2 + O(�2).

Число g0,Ω(1, 1) определяет нижнюю границу спектрального кластера. Далее в статье
будет вычислена поправка к этому числу ( см. формулу (46)).

Наряду с задачей о нахождении спектра рассмотрим задачу вычисления средних
значений дифференциальных операторов на решениях (2) вблизи границ спектраль-
ных кластеров. Квантовые средние играют важную роль в приложениях и могут
быть найдены экспериментально. Заметим, что при ξk ∼ 1 + c2 у уравнения

g0,Ω(z, z)ϕk = ξkϕk

собственные функции ϕk будут локализованы в малой окрестности точки z = z = 1.
Поэтому формула для квантовых средних принимает вид

(F (b0, b1, b2, b3)ϕk, ϕk) ∼ F (0, 0, (1 − c2)/4, (1 + c2)/4)(ϕk, ϕk). (28)

Здесь функции b0, b1, b2, b3 были приближенно заменены их значениями в точке z =
z = 1. Приведенные выше формальные рассуждения будут далее строго обоснованы
( см. теорему 2).
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5. Интегральное представление для асимптотических

собственных функций

Рассмотрим уравнение (24). Учитывая формулы (23), приходим к уравнению

R(z)

|m|2
d2Φk

dz2 − 1

|m|
[
(2
√

a − 1 − 3

|m|)z
2 + 3(

√
a − 1 − 2

|m|)z − 1 − 1

|m|
]

dΦk

dz
+

+

[
(
√

a − 1)(
√

a − 1 − 1

|m|)z − 1

2
(1 +

1

|m|)(3
√

a − 2 − 1

|m|) +
ξ̃k

4

]
Φk = 0, (29)

где
R(z) = z(z2 + 3z + 1), (30)

a =
n2

|m|2 =
1

c2
, ξ̃k =

n2

|m|2 ξk. (31)

(Для упрощения обозначений индекс k у функции Φ будет ниже опущен.) Оно имеет
три особые точки

z1 = 0, z2 = (−3 +
√

5)/2, z3 = (−3 −
√

5)/2, (32)

которые являются корнями уравнения R(z) = 0, а также особую точку z4 = ∞.
Так как все четыре особые точки являются регулярными, то (29) есть уравнение
класса Фукса [21]. Фуксовы уравнения с четырьмя особыми точками называются
уравнениями Гойна.

Фуксовы уравнения с тремя особыми точками порождают хорошо известные си-
стемы классических ортогональных полиномов [19]. Для фуксовых уравнений с че-
тырьмя и с большим числом особых точек подобной теории не существует. В данной
статье будут найдены асимптотические собственные значения и соответствующие
собственные функции (многочлены) для задачи (29),(25), если выполнены условия
(26),(27).

Нам потребуется ряд результатов из теории когерентных преобразований [18].
Наряду с пространством P [m,n] рассмотрим дуальное ему гильбертово пространство
P̃ [m,n], состоящее из мероморфных распределений на C/{0} вида

g̃(z) =

n−|m|−1∑
j=0

g̃j

zj+1
.

Двойственность между пространствами P̃[m,n] и P[m, n] задается отображением

K : P̃ [m,n] → P [m, n], (Kg̃) (w) =
1

2πi

∮
γ

K(w, z)g̃(z)dz,

где воспроизводящее ядро

K(w, z) =

n−|m|−1∑
j=0

kj(zw)j, (33)
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а γ — цикл вокруг точки z = 0 , ориентированный против часовой стрелки. Кон-
станты kj в (33) заданы равенствами (20). Обратное отображение имеет вид

(K−1g
)
(z) = − 1

2πi

∮
γ

L̃(w, z)g(w)dw,

где мероморфное воспроизводящее ядро

L̃(w, z) =

n−|m|−1∑
j=0

1

kj(wz)j+1
. (34)

Обозначим через G(u, w) ядро суперпозиции операторов K−1 и K. Из формул (33),
(34) вытекает, что

G(u, w) =
un−|m| − wn−|m|

un−|m|(u − w)
. (35)

Ядро (35) в пространстве P[m,n] определяет тождественный оператор, а на мно-
жестве J антиголоморфных в окрестности нуля функций является проектором на
пространство P [m,n].

Будем искать решение уравнения (28) в виде

Φ(z) = − 1

2πi

∮
γ

G(u, z)p(u)du, (36)

где функция p ∈ J , а G задается формулой (35). Под действием отображения (36)

операторы
0

B2,
0

B3 преобразуются в операторы B̂2, B̂3 : J → J , а уравнение (29) — в
уравнение (

12B̂3 − 8B̂2 − 4�
2m2 + 4�

2 − ξk

)
p = 0. (37)

Положим � = n−|m|−1. В силу условий (26),(27) � → ∞. Чтобы вычислить B̂2, B̂3

воспользуемся тем, что под действием отображения (36) связанные равенствами

0

A =
0

S3,
0

B =
0

S1 − i
0

S2,
0

C =
0

S1 + i
0

S2

с образующими алгебры su(2) операторы

0

A = �(
�

2
− z

d

dz
),

0

B = �z(� − z
d

dz
),

0

C = �
d

dz

преобразуются в операторы

Â = �(
�

2
− u

d

du
), B̂ = �u(� − u

d

du
), Ĉ = �(

d

du
− u�

�!

d�+1

du�+1
).

Поскольку

0

B2 =

0

A(
0

B −
0

C)

2
+

�

4
(n + |m| + 1)(

0

B +
0

C),
0

B3 = −(
0

A)2 +
�

2

4
(n2 + m2 − 1),

то справедлива
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Лемма 2. Операторы B̂2, B̂3 имеют вид

B̂2 =
�

2

2

(
u(u2 + 1)

d2

du2 − ((2n − |m| − 3)u2 − |m| − 1)
d

du
+

+(n − 1)(n − |m| − 1)u
) − �

2

2
(u

d

du
+ |m| + 1)

u�

�!

d�+1

du�+1
,

B̂3 = −�
2
(
u2 d2

du2 − (n − |m| − 2)u
d

du
− 1

2
(n − 1)(|m| + 1)

)
.

Пусть ΦWKB — ВКБ - приближение для решения уравнения (29) при |m| → ∞
[22]. Тогда с помощью неравенств Коши [23] доказывается, что если цикл γ распо-
ложен достаточно близко от нуля, то при подстановке ΦWKB в (37) дополнительное
слагаемое

−�
2

2
(u

d

du
+ |m| + 1)

u�

�!

d�+1

du�+1
,

вызванное заменой
0

B2 на B̂2 , при � → ∞ вносит в невязку экспоненциально малый
вклад O(�−∞ΦWKB) по сравнению с невязкой O(�−2ΦWKB) в случае уравнения (29).
Следовательно, вместо асимптотического решения уравнения (37) � + 2 порядка в
правую часть (36) можно подставить асимптотическое решение уравнения 2 порядка
(29).

6. Асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи.

 Вычисление поправки в спектральной серии

Изучим поведение решений (29) вблизи особых точек. Решая определяющие уравне-
ния, находим, что характеристические показатели в особых точках (32) равны

ρ
(1)
j = 0, j = 1, 2, 3; ρ

(2)
1 = −|m|, ρ

(2)
j = n, j = 2, 3,

а в точке z4 = ∞ ρ
(1)
∞ = −n + |m| + 1, ρ

(2)
∞ = −n + 1.

При ξ̃ = ξ̃k точными решениями спектральной задачи (29),(25) являются много-
члены из пространства P[m,n]. Их характеристические показатели в особых точках
(32) равны нулю, а в точке z4 = ∞ — ρ

(1)
∞ . Отметим, что при выполнении условия

(27) решения с характеристическими показателями ρ
(2)
j , j = 1, 2, 3, 4, не лежат в

пространстве P [m,n].
Наряду с задачей (28),(25) рассмотрим многоточечную спектральную задачу. Она

состоит в нахождении чисел ξ̃k (собственных значений), при которых у уравнения
(29) существуют ненулевые антиголоморфные решения, характеристические показа-
тели которых в особых точках (32) равны нулю, а в особой точке z4 = ∞ показатель
равен −n + |m| + 1.

Если число ξ̃k и функция p(u) — асимптотическое решение такой многоточечной
спектральной задачи, то при подстановке p(u) в правую часть формулы (36) полу-
чаем многочлен Φ(z) — асимптотическое решение уравнения (29) из пространства
P [m,n]. Условие нормировки (25) позволяет определить содержащийся в p(u) произ-
вольный множитель. Таким образом, число ξ̃k и многочлен Φ(z) являются асимпто-
тическим решением исходной спектральной задачи (29),(25).
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Перейдем к нахождению асимптотических решений уравнения (29). Положим

ξ̃k = a + 1 +
ξ̃

(1)
k

|m| + O(
1

|m|2 ) (38)

и выполним подстановку [21] Φ(z) = E(z)Y (z), где

E(z) =
(
z2 + 3z + 1

)(
√

a|m|−1)/2
z −(|m|+1)/2. (39)

Тогда уравнение (29) преобразуется к виду

1

|m|2
d2Y

dz2 −
(

Q0(z) − ξ̃
(1)
k

|m|4R(z)
+ O

( 1

|m|2
)

+ O
( 1

|m|2R(z)

))
Y = 0. (40)

Здесь Q0(z) = 4−1(z − 1)2(z2 + (3 − a)z + 1)R−2(z), многочлен R(z) задан формулой
(30).

Приравнивая Q0(z) к нулю, находим, что уравнение (40) имеет точку поворота
z = 1 кратности 2, а также простые точки поворота

z± = (−3 + a ± i
√

(a − 1)(5 − a))/2.

Они лежат на окружности |z| = 1 и перемещаются по ней от −1 к 1 при возрастании
параметра a от 1 до 5

Построим ВКБ-приближения для решений уравнения (40). Они справедливы вне
малых окрестностей точек поворота и имеют вид

Y WKB
± =

c̃±
4
√

Q0(z)
exp(±|m|

∫ √
Q0(z)dz ∓ ξ̃

(1)
k

8

∫
dz

R(z)
√

Q0(z)
). (41)

Здесь c̃± — константы, в степенных функциях берутся главные значения. Кроме того,
вдоль дуги окружности �z−, z+, которая соединяет точки z−, z+ и проходит через−1,
проведен разрез. Интегралы в (41) выражаются через элементарные функции, однако
имеют весьма громоздкий вид. На рис. 1 помимо особых точек и точек поворота
изображены линии Стокса [22]. В граф Стокса, в частности. входит дуга �z−, z+.

Вблизи точек поворота z+, z− асимптотические решения уравнения (40) выража-
ются через функции Эйри. А именно, вблизи z±

Y (z) ∼ α1,±Ai(|m|2/3τ
2/3
± (z − z±)) + α2,±Bi(|m|2/3τ

2/3
± (z − z±)). (42)

(см. рис. 1).

Здесь α1,±, α2,± – константы,

τ± =
(z± − 1)

√|z+ − z−|
2z2

±a
e±iπ/4.

Вблизи точки поворота z = 1 асимптотическое решение представимо в виде линейной
комбинации функций параболического цилиндра

Y (z) ∼ α1Dv(u) + α2D−v−1(iu), (43)

где α1, α2 — константы,
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Рис. 1

u =

√|m| 4
√

5 − a(z − 1)√
5

, v =
ξ̃

(1)
k

4
√

5 − a
− 1

2
. (44)

Анализ ВКБ-приближений показывает, что ΦWKB
− = E(z)Y WKB

− имеет равные ну-
лю характеристические показатели во всех особых точках (32) и характеристический
показатель равный −n + |m|+ 1 на ∞. Тем самым определен вид ВКБ-приближения
в областях I-IV (см. рис. 1). Произведем согласование асимптотических разложе-
ний. При приближении к точке z = 1 в пределах области IV ВКБ-приближение
Y WKB
− (z) экспоненциально убывает. Воспользуемся асимптотическими разложения-
ми для функций параболического цилиндра [19]. При | z |→ ∞ имеем:

Dv(z) = zve−z2/4
(
1 + O

(
z−2

))
, | arg z |< 3π

4
;

Dv(z) = zve−z2/4
(
1 + O

(
z−2

))−
−

√
2π

Γ(−v)
evπiz−v−1ez2/4

(
1 + O

(
z−2

))
,

π

4
< arg z <

5π

4
, (45)

где Γ(v) — гамма функция. Следовательно, при | arg u |< π/4, | u |→ ∞ в фор-
муле (43) Dv(u) экспоненциально убывает, а D−v−1(iu) экспоненциально возрастает.
Поэтому α2 = 0.

Далее, поскольку при приближении к точке z = 1 в пределах области I функция
Y WKB
− (z) экспоненциально убывает, то в силу (45) при 3π/4 < arg u < 5π/4, | u |→

∞ требование экспоненциального убывания Dv(u) приводит к условию

1

Γ(−v)
= 0.

Как известно [24], гамма функция Γ(−v) имеет полюса лишь при v = k, k =

0, 1, 2, . . . . Так как v и ξ̃
(1)
k связаны равенством (44), то поправка в спектральной

серии найдена. Доказана

Лемма 3. Числа ξ̃
(1)
k в формуле (38) имеют вид

ξ̃
(1)
k = 4

√
5 − a

(
k +

1

2

)
, k = 0, 1, 2, . . . . (46)
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При v = k функции параболического цилиндра выражаются через полиномы
Эрмита. Поэтому для асимптотики вблизи z = 1 имеем:

Y (z) ∼ α1

2k/2
Hk

(
u√
2

)
e−u2/4 +

α1

√
5√|m| 4

√
5 − a 2(k+1)/2

×

×
{[(

u√
2

)3

+
u√
2

]
Hk

(
u√
2

)
−

(
u√
2

)2

H ′
k

(
u√
2

)}
e−u2/4. (47)

Эта формула помимо главного члена содержит также поправку.
Продолжим процесс согласования асимптотик. Вблизи z = 1 в пределах области

V функция (47) согласуется с Y WKB
− (z). Поэтому и в этой области ВКБ-приближение

равно Y WKB
− (z). Функция Y WKB

− (z) экспоненциально убывает при стремлении z к z+

и z− в пределах области V. С другой стороны в указанной области асимптотиче-
ское разложение для Ai(|m|2/3τ

2/3
± (z − z±)) при | z − z± |� |m|−2/3 экспоненциально

убывает, а для Bi(|m|2/3τ
2/3
± (z − z±)) — экспоненциально возрастает [24]. Следова-

тельно, константы α2,± в формуле (42) равны нулю. Асимптотические разложения,
построенные вблизи точек z+, z−, в областях II и III также согласуются с Y WKB

− (z).
Наконец, при выполнении (46) формула для ВКБ-приближения принимает вид

ΦWKB
− (z) =

c−(z − 1)k[
√

X(z) +
√

a(z + 1)]n

4
√

X(z)[2
√

X(z) +
√

5 − a(z + 1)]k+1/2[
√

X(z) + z + 1]|m| , (48)

где k = 0, 1, 2, . . . , c− — константа, X(z) = z2 + (3 − a)z + 1.
Таким образом, асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи

построено. Числа ξ̃k задаются формулами (38),(46), а антиголоморфная функция
p(z) получается в результате согласования асимптотик. А именно, p(z) = ΦWKB

− (z)
является асимптотическим решением уравнения (29) на всей комплексной плоскости
за исключением малых окрестностей точек поворота z+, z−, 1 , а также дуги �z−, z+.
Вблизи точек z+, z−, 1 функция p(z) = E(z)Y (z) , где Y (z) задается формулами (42)
( при α2,± = 0 ) и (47) соответственно. Асимптотики согласуются между собой на
расстояниях порядка |m|−1/2 от точек z± и порядка |m|−3/8 от точки 1.

7. Асимптотика многочленов Φ(z)

Подставим асимптотическое решение многоточечной спектральной задачи p(z) в пра-
вую часть формулы (36) и вычислим асимптотику возникающего интеграла. Подын-
тегральная функция в (36) не имеет точек перевала. Поэтому воспользуемся инте-
гральной теоремой Коши, согласно которой сумма интегралов по контурам γ, γz, γ̃, γ1

и γ∞ равна нулю (см. рис. 2).
В силу антиголоморфности подынтегральной функции и теоремы о вычетах ин-

тегралы по γ1 и γ∞ равны нулю. Так как интеграл по γz вычисляется с помощью
интегральной формулы Коши, то при z , не лежащих на дуге �z−, z+ и таких, что
| z − 1 |� |m|−3/8, | z − z± |� |m|−1/2, многочлен Φ(z) представим в виде

Φ(z) = ΦWKB
− (z) + N(z), (49)

где

N(z) = −zn−|m|

2πi

∮
γ+,−

ΦWKB
− (u)du

un−|m|(u − z)
. (50)
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Рис. 2

Здесь замкнутый контур γ+,− является дугой окружности �z−, z+, проходимой два-
жды по берегам разреза, соединяющего точки z−, z+. Он ориентирован против часо-
вой стрелки. Формула, аналогичная (49), справедлива и вблизи точки z = 1, но там
вместо ΦWKB

− (z) фигурирует E(z)Y (z), где Y (z) — разложение (47).
Оценим входящий в (50) интеграл. Имеем:

| N(z) |≤ | z |n−|m|

2π

∮
γ+,−

| ΦWKB
− (u) || du |
| u − z | . (51)

Так как �z−, z+ — линия Стокса, то на ней в силу (39)

| ΦWKB
− (u) |= | c− || u2 + 3u + 1 |√a|m|/2 (

√
a − 1)(

√
a−1)|m|ϑ(u)

4
√| X(u) | .

Здесь ϑ(u) — непрерывная функция. Поскольку

max
u∈�z−,z+

| u2 + 3u + 1 | = a

достигается при u = z±, то наибольший вклад в асимптотику интеграла (51) вносят
малые окрестности точек поворота z±. Учитывая [25], что∫ ∞

0

x−1/4e−|m|xdx = |m|−3/4Γ

(
3

4

)
,

получаем

Лемма 4. При |m| → ∞, z �∈� z−, z+ справедлива оценка

| N(z) |≤ T |m|−3/4 | c− | (a
√

a(a − 1)(
√

a−1))|m|/2 | z |n−|m| ×

×
(

1

| z − z+ | +
1

| z − z− |
)

. (52)

Здесь T — константа.

Далее воспользуемся тем, что на окружности | z |= 1 функция

|
√

X(z) +
√

a(z + 1) |
√

a / |
√

X(z) + z + 1 |
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достигает максимального значения при z = 1. Следовательно, в силу (52) в окрест-
ности точки z = 1, которая дает основной вклад при вычислении средних, N(z)
экспоненциально мала по сравнению с p(z) = E(z)Y (z). Здесь Y (z) — разложение

(47). Отметим, что вблизи z = 1 экспоненциально малыми будут и производные от
N(z) ограниченного при |m| → ∞ порядка.

Покажем, что N(z) мала по сравнению с ΦWKB
− (z) и при | z |� |m|. Оценка

(52) при | z |→ ∞ оказывается слишком грубой. Поэтому получим оценку N(z),
пригодную для такого случая.

В силу (50) при | z |→ ∞

N(z) ∼ zn−|m|−1

2πi

∮
γ+,−

ΦWKB
− (u)

un−|m| du. (53)

Подынтегральная функция в (53) не имеет точек перевала. Для нахождения асимп-
тотики интеграла выразим его через коэффициенты сходящегося вблизи нуля сте-
пенного ряда

ΦWKB
− (z) =

∞∑
j=0

βjz
j (54)

и далее применим дискретный метод ВКБ [26,27].
Из (48) вытекает, что функция ΦWKB

− (z) удовлетворяет соотношению

ΦWKB
−

(
1

z

)
= (−1)k ΦWKB

− (z)

zn−|m|−1
.

Поэтому при | z |→ ∞ имеет место разложение

ΦWKB
− (z) = (−1)k

∞∑
j=0

βjz
n−|m|−1−j,

и, следовательно,

1

2πi

∮
γ+,−

ΦWKB
− (u)

un−|m| du = βn−|m|−1 − (−1)kβ0. (55)

В силу (29) коэффициенты βj степенного ряда (54) удовлетворяют трехчленному
рекуррентному соотношению

R(
j

|m|)βj+1 + Q(
j

|m|)βj + P (
j

|m|)βj−1 = 0.

Здесь
R(x) = x2 + x +

1

|m|(2x + 1) + O(
1

|m|2 ),

P (x) = (x −√
a)(x −√

a + 1) + O(
1

|m|2 ),

Q(x) = 3x2 − 3(
√

a − 1)x +
(
√

a − 1)(
√

a − 5)

4
+
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+
1

|m|(3x − 3(
√

a − 1)

2
+
√

5 − a(k +
1

2
)) + O(

1

|m|2 ).

Асимптотика βj, j = 0, . . . , n−|m|−1, при |m| → ∞ находится с помощью дискретно-
го метода ВКБ, формулы которого имеют весьма громоздкий вид, и поэтому здесь
не приводятся ( см. [26]). Отметим лишь, что эти формулы не применимы вблизи
”точки поворота”, где число j1 = j − (n− |m| − 1)/2 равно нулю. Вблизи ”точки пово-
рота” асимптотика коэффициентов βj выражается через функцию параболического
цилиндра:

βj ∼ c̃ exp

(
− 2

√
aj2

1

(a − 1)|m|
)

Dk

(
2 4
√

5 − a√
a − 1

j1√|m|

)
.

Здесь c̃ — константа. Формулы дискретного метода ВКБ не работают также вблизи
граничных значений j = 0 и j = n − |m| − 1. Там коэффициенты βj представимы в
виде произведений.

В результате согласования асимптотик βj получаем

Лемма 5. Имеет место формула связи коэффициентов

βn−|m|−1 = (−1)kβ0(1 + O(|m|−1/5)), |m| → ∞. (56)

Так как при | z |� |m|
ΦWKB

− (z) ∼ (−1)kβ0 zn−|m|−1,

где коэффициент

β0 =
c−(−1)k(

√
a + 1)

√
a|m|

(2 +
√

5 − a)k+1/22|m| ,

то из равенств (53),(55),(56) вытекает малость N(z) по сравнению с ΦWKB
− (z) и при

| z |� |m|.

8. Итоговые теоремы. Формулы для квантовых средних

Пусть многочлен Φ(z) задан формулой (36), где функция p(u) — асимптотическое
решение многоточечной спектральной задачи. Вычислим асимптотику нормы Φ(z) в
пространстве P [m,n].

Предварительно найдем асимптотику �(r) при |m| → ∞. Она получается в резуль-
тате применения метода Лапласа к интегральному представлению для гипергеомет-
рического ряда [19], через который выражается �(r). Функция �(r) удовлетворяет
задаче (17),(18), а искомая асимптотика совпадает с ВКБ-приближением �WKB(r)
для решения этой задачи. Отметим, что при a > 1 и r ≥ 0 точки поворота у уравне-
ния (17) отсутствуют. Справедлива

Лемма 6. Пусть выполнены условия (26),(27). Тогда при r � |m| имеет место
равенство

�(r) = �WKB(r)(1 + O(
1

|m|) + O(
r

|m|)),

где

�WKB(r) =
c∗(

√
X1(r) + r + 1)|m|

4
√

X1(r)(
√

X1(r) +
√

a(r + 1))n+1/2
, (57)
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X1(r) = r2 + (4a − 2)r + 1,

а константа

c∗ =
|m|

√
1 +

√
a
√

a(
√

a − 1)

2π

(
(1 +

√
a)

√
a

2

)|m|
.

Кроме того, при r � |m| справедлива асимптотика

�(r) =
n(n − |m|)

2π|m| r−n+|m|−1(1 + O(
|m|
r

)).

Запишем ВКБ-приближения (48),(57) в виде

ΦWKB
− (z) = c−t(z)e|m|S(z), �WKB(| z |2) = c∗t1(| z |2)e|m|S1(|z|2). (58)

Если подставить функции (58) в формулу (16) для скалярного произведения, то
получим интеграл

‖ΦWKB
− ‖2

P[m,n] =

∫
C

| c− |2 c∗ | t(z) |2 t1(| z |2)e|m| Ω(z,z)dz dz, (59)

где Ω(z, z) = S(z) + S(z) + S1(| z |2). Так как функция Ω(z, z) достигает глобального
максимума при z = z = 1, то интеграл (59) будет приближенно равен интегралу по
малой окрестности этой точки.

Далее разложим заданную формулой (39) функцию E(z) вблизи z = 1. Подставим
в (16) произведение этого разложения на (47), а также разложение �WKB(r) вблизи
r = 1. Кроме того учтем, что N(z) дает экспоненциально малый вклад в норму. В
результате получаем, что если входящая в (47) константа

α1 =
2k/2+1/4

√
π 4
√

5 − a
4
√√

a + 1
√√

a − 1

(
(4
√

a)
√

a

5
√

a(
√

a + 1)
√

a+1

)|m|/2

(Σ0(a))−1/2 (1 + O(
1

|m|)), (60)

где

Σj(a) =

∫
R2

e−(1−
√

(5−a)/(4a))t2−(
√

4a/(5−a)−1)r2

σj(t, r) | Hk(t + ir) |2 dt dr, (61)

а σ0 = 1, то условие ‖Φ(z)‖P[m,n] = 1 + O(|m|−1), |m| → ∞, будет выполнено. Та-
ким образом, найден входящий в p множитель α1 , что завершает построение Φ(z) .
Справедлива

Теорема 1. Пусть число

ξ̃k = a + 1 +
4

|m|
√

5 − a (k +
1

2
) + O(

1

|m|2 ), k = 0, 1, 2, . . . , (62)

а многочлен Φk(z) определен формулой (36), где p(u) — решение многоточечной спек-
тральной задачи, такое, что α1 имеет вид (60). Тогда при n =

√
a|m|, где 1 < a < 5,

ξ̃k и Φk(z) являются асимптотическим собственным значением и асимптотиче-
ской собственной функцией задачи (29), (25) при |m| → ∞ в пространстве P[m,n].
Более точно, если ξ̃k имеет вид (62), то многочлен Φk(z) удовлетворяет уравне-
нию (29) с точностью O(|m|−2) с оценкой невязки в норме P [m,n], а также условию
нормировки (25) с точностью O(|m|−1).
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Вычисление квантовых средних производится аналогично вычислению нормы.
Основной вклад в асимптотику интегралов также вносит малая окрестность точки
z = z = 1 . Рассмотрим многочлен F (b0, b1, b2, b3), такой, что F (0, 0, (a − 1)/4, (a +
1)/4) �= 0, и положим в формулах (23) малый параметр � = 1/|m|. Поскольку для
асимптотических собственных функций имеют место равенства

(
0

B0Φk, Φk)P[m,n] = O(|m|−1), (
0

B1Φk, Φk)P[m,n] = O(|m|−1),

(
0

B2Φk, Φk)P[m,n] =
a − 1

4
+ O(|m|−1), (

0

B3Φk, Φk)P[m,n] =
a + 1

4
+ O(|m|−1),

то с точностью O(|m|−1) формула для средних принимает вид

(F (
0

B0,
0

B1,
0

B2,
0

B3)Φk, Φk)P[m,n] =

= F (0, 0,
a − 1

4
,
a + 1

4
) + O(|m|−1), |m| → ∞. (63)

Отметим, что если в (23) положить � = 1/n и сделать замену c2 = 1/a, то из (63)
вытекает формула

(F (
0

B0,
0

B1,
0

B2,
0

B3)Φk, Φk)P[m,n] =

= F (0, 0,
1 − c2

4
,
1 + c2

4
) + O(n−1), n → ∞. (64)

Таким образом, справедлива асимптотика (28).
Нетривиальные поправки в формуле для средних возникают в членах порядка

|m|−1. Для вывода этих поправок используется следующий член в разложении (47).
Имеет место

Теорема 2. Пусть F (
0

B0,
0

B1,
0

B2,
0

B3) — оператор, где F (b0, b1, b2, b3) — многочлен,

такой, что F (0, 0, (a−1)/4, (a+1)/4) �= 0, а операторы
0

B0,
0

B1,
0

B2,
0

B3 упорядочены по
Вейлю. Тогда формула для квантовых средних с точностью O(|m|−3/2) при |m| → ∞
имеет вид

(F (
0

B0,
0

B1,
0

B2,
0

B3)Φk, Φk) = F +
∂F

∂b0

(
0

B0Φk, Φk) +
∂F

∂b1

(
0

B1Φk, Φk)+

+
∂F

∂b2

[(
0

B2Φk, Φk) − a − 1

4
] +

∂F

∂b3

[(
0

B3Φk, Φk) − a + 1

4
]+

+
1

2

∂2F

∂b2
0

((
0

B0)
2Φk, Φk) +

1

2

∂2F

∂b2
1

((
0

B1)
2Φk, Φk) +

∂2F

∂b0∂b1

(

0

B0

0

B1 +
0

B1

0

B0

2
Φk, Φk)+

+O(|m|−3/2). (65)

Здесь

(
0

B0Φk, Φk) = −
√

5 − a

|m|√a

Σ1(a)

Σ0(a)
+ O(|m|−3/2),

(
0

B1Φk, Φk) =
i
√

a

|m|
(

1 − 2
√

a√
5 − a

)
Σ1(a)

Σ0(a)
+ O(|m|−3/2),
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(
0

B2Φk, Φk) =
a − 1

4
+

1

|m| [
3
√

a

10
−

√
5 − a

5
(k +

1

2
)] − 3(a − 1)

|m|4√5 − a

Σ2(a)

Σ0(a)
+

+O(|m|−3/2),

(
0

B3Φk, Φk) =
a + 1

4
+

1

5|m| [
√

a +
√

5 − a(k +
1

2
)] − a − 1

|m|2√5 − a

Σ2(a)

Σ0(a)
+

+O(|m|−3/2),

((
0

B0)
2Φk, Φk) = − 4

5|m| [
√

a +
√

5 − a(k +
1

2
)] +

2(a − 1)

|m|√5 − a

Σ2(a)

Σ0(a)
+ O(|m|−3/2),

((
0

B1)
2Φk, Φk) =

√
a
√

5 − a

20|m| [
√

5 − a + 4
√

a(k +
1

2
)] − (a − 1)

√
5 − a

8|m|
Σ2(a)

Σ0(a)
+

+O(|m|−3/2),

(

0

B0

0

B1 +
0

B1

0

B0

2
Φk, Φk) =

i

20|m| [3a + 5 + 8
√

a
√

5 − a(k +
1

2
)] − i(a − 1)

2|m|
Σ3(a)

Σ0(a)
+

+O(|m|−3/2),

а функции Σj(a), j = 1, 2, 3, заданы формулой (61), где

σ1 = t2, σ2 = t2 + r2, σ3 =

√
5 − a

2
√

a
t2 +

2
√

a√
5 − a

r2.

В формуле (65) значения функции F и ее производных вычисляются в точке (0, 0, (a−
1)/4, (a + 1)/4), а скалярное произведение берется в пространстве P[m,n].

Применим формулу (64) для нахождения асимптотики серии собственных значе-
ний оператора (1), расположенных вблизи нижних границ спектральных кластеров,
образующихся вокруг собственных значений невозмущенного оператора. В силу уни-
тарности преобразования (22) числа ηk из (10) можно вычислить по формуле

ηk = (g00(B)Φk, Φk)P[m,n],

где оператор g00(B) задан (15). Имеем:

ηk = −1

3
[4{108

(
1 − c2

4

)2

+ 239

(
1 + c2

4

)2

− 308

(
1 − c2

4

)(
1 + c2

4

)
}+

+4(−66 + 100c2)
1 − c2

4
+ 4(65 − 130c2)

1 + c2

4
− 127c2 + 72c4] + O(n−1) =

= −1

3
[
35

4
+

79

2
c2 +

23

4
c4] + O(n−1) = − 1

12n4
[35n4 + 158m2n2 + 23m4]+

+O(n−1), n → ∞.

Далее, в силу (31), (62)

ξk = c2[
1

c2
+ 1 +

4

|m|

√
5 − 1

c2
(k +

1

2
)] + O(n−2) =
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=
n2 + m2

n2
+

4

n2

√
5m2 − n2(k +

1

2
) + O(n−2), n → ∞, (66)

и, следовательно,

2ηk + 5ξ2
k = − 1

6n4
(5n4 + 98n2m2 − 7m4) + O(n−1), n → ∞. (67)

Остается подставить разложения (66),(67) в формулу (11), а также прибавить к спек-
тру слагаемое εm, вызванное наличием в (1) магнитного поля порядка ε. В результате
получаем

Теорема 3. Пусть 1 � n � ε−7/2 и 5−1/2n < |m| < n. Тогда вблизи нижних гра-
ниц спектральных кластеров имеется серия собственных значений оператора (1)
со следующей асимптотикой

Ek = − 1

4n2
+ εm +

1

2
ε2n2(n2 + m2) + ε2n2(2k + 1)

√
5m2 − n2−

− 1

24
ε4n6(5n4 + 98m2n2 − 7m4) + O(n−9/2), n → ∞, k = 0, 1, 2, . . . . (68)

Отметим, что серия (68) совпадает с серией, найденной в работе [9]. Соответ-
ствующие асимптотические собственные функции получаются из многочленов Φk,
заданных формулой (36), применением когерентного преобразования H и деусредня-
ющего преобразования U ( см. (22),(12)).
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ON ASYMPTOTICS OF THE SPECTRUM 
OF HYDROGEN ATOM IN A MAGNETIC FIELD

NEAR THE BOUNDARIES OF SPECTRAL CLUSTERS

The problem of Zeeman effect up to the second order terms with respect to the magnetic field is considered by
using the irreducible representations of an algebra with Karasev-Novikova quadratic commutation relations. Each
representation of this algebra is associated with a spectral cluster around the energy level of the unperturbed hydro-
gen atom. An example of this model is used to illustrate a general method for constructing asymptotic solutions near
the boundaries of the spectral clusters by using a new integral representation. The problem of calculating the quan-
tum averages near the lower boundaries of the clusters is studied.
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