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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ВИХРЕВЫХ СОСТОЯНИЙ В МЕЗОСКОПИЧЕСКИХ

СВЕРХПРОВОДНИКАХ 

Об зор по свя щен со вре мен ной те о рии ви х ре вых фаз в ме зо ско пи че с ких сверх про вод ни ках и ма те ма ти че -
с ким ме то дам, ис поль зу е мым в этой об ла с ти фи зи ки сверх про вод ни ков. Об зор со сто ит из двух ча с тей:
пер вая часть по свя ще на ме то дам и ре зуль та там фе но ме но ло ги че с кой те о рии Гинзбур га–Лан дау, а вто рая
со дер жит опи са ние ре зуль та тов и под хо дов ми к ро ско пи че с кой те о рии. Та ким об ра зом, пер вая часть да ет
пред став ле ние об ос нов ных осо бен но с тях по ве де ния па ра ме т ра по ряд ка, опи сы ва ю ще го свой ства кон -
ден са та ку пе ров ских пар, а так же то ков и по лей в ви х ре вых кон фи гу ра ци ях, спе ци фич ных для ме зо ско -
пи че с ких сверх про вод ни ков, а во вто рой ча с ти об суж да ет ся вли я ние не од но род но с ти па ра ме т ра по ряд ка
в ви х ре вом со сто я нии на кван то вую ме ха ни ку од но ча с тич ных воз буж де ний (элек тро нов и ды рок). Об -
суж да ют ся ос нов ные осо бен но с ти элек трон ной струк ту ры ви х ре вых со сто я ний в ма лых об раз цах: кван -
то во ме ха ни че с кое тун не ли ро ва ние элек тро нов и ды рок меж ду со сед ни ми ви х ря ми, спе ци фи ка ан д ре ев -
ско го от ра же ния в ко рах ви х рей и вли я ние обыч но го рас се я ния элек тро нов на гра ни цах. При ве ден те о ре -
ти че с кий ана лиз элек трон но–ды роч ных спек тров раз лич ных ви х ре вых си с тем с уче том упо мя ну тых эф -
фек тов, а так же об суж де ние свя зан ных с ни ми осо бен но с тей теп ло п ро вод но с ти и ло каль ной плот но с ти
со сто я ний (из ме ря е мой ска ни ру ю щим тун нель ным ми к ро ско пом).
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С термином “сверхпроводимость” прежде всего связывается полное исчезновение со-
противления при достаточно низких температурах. Другим столь же важным для при-
ложений фундаментальным свойством сверхпроводящих материалов является эффект
идеального диамагнетизма, заключающийся в выталкивании магнитного поля из сверх-
проводящего образца (эффект Мейсснера). Именно это явление ответственно за ши-
роко известный эффект левитации сверхпроводника в поле магнита. Однако полное
выталкивание магнитного поля имеет место лишь при достаточно слабых полях, мень-
ших некоторого критического значения, которое зависит от температуры и конкретного
материала. При дальнейшем увеличении магнитного поля сверхпроводящее состояние
становится сильно неоднородным: появляются области с подавленной концентрацией
сверхпроводящих носителей тока. Для широкого класса материалов, которые называ-

1.  Введение
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ются сверхпроводниками второго рода, эти области имеют форму цилиндров с радиусом
порядка характерного масштаба изменения плотности сверхпроводящих электронов (от
нескольких десятков до тысяч ангстрем). Вокруг таких цилиндров текут сверхпрово-
дящие токи, и в результате с каждым из этих объектов связан поток магнитного поля.
Замечательным образом этот поток определяется лишь фундаментальными констан-
тами: φ0 = π�c/|e|. Такие трубки магнитного потока получили название вихрей Абри-
косова [1]. Распределение вихрей в образце, их статические и динамические свойства
определяют целый ряд важных характеристик сверхпроводника: так, например, именно
динамика вихревых линий определяет сопротивление образца в присутствии магнитно-
го поля.
Расположение вихрей в образце определяется их взаимодействием как между собой,

так и с дефектами и границами образца. В идеальном макроскопическом сверхпро-
воднике II рода вихри отталкиваются и образуют правильную треугольную решетку.
Вблизи границ образца решетка может оказаться существенно искаженной в резуль-
тате взаимодействия вихрей с краевыми экранирующими токами, индуцированными
приложенным магнитным полем. Очевидно, что наиболее сильными такие искажения
окажутся в достаточно малых образцах. Критерием малости образца является отноше-
ние его геометрических размеров L к характерным длинам в сверхпроводнике (лондо-
новская глубина проникновения λ и сверхпроводящая длина когерентности ξ). В лите-
ратуре к сверхпроводникам таких малых размеров обычно применяется термин "мезо-
скопические сверхпроводники". В сверхпроводниках II рода, как известно, отношение
κ = λ/ξ ≥ 1/

√
2. В случае существенной разницы между λ и ξ при уменьшении размера

образца нетривиальные эффекты в структуре вихревой системы начинают проявляться
уже при L � λ: вихревая структура существенно отклоняется от треугольной решетки,
силы, действующие со стороны краевых токов, сжимают вихревую систему. Расстоя-
ния между отдельными вихрями становятся при этом меньше характерных расстояний
в массивном образце. Такое сжатие вихревой системы оказывается особенно существен-
ным когда размер образца становится порядка нескольких длин когерентности. Рассто-
яние между отдельными вихревыми линиями в этом случае может обратиться в нуль и
в результате сформируются так называемые многоквантовые (или гигантские) вихри.
В массивных образцах многоквантовые вихри являются неустойчивыми, тем самым,
мезоскопические системы предоставляют уникальную возможность реализовать такие
объекты экспериментально.
Необычные свойства вихревой фазы малых образцов привлекали интерес как теоре-

тиков, так и экспериментаторов довольно давно: первые работы на эту тему относятся
к 60-м годам XX века [2, 3, 4, 5, 6]. Однако, только современное развитие технологии
и измерительной техники сделало возможным детальное экспериментальное исследо-
вание систем такого типа, что в свою очередь стимулировало и теоретические рабо-
ты по изучению свойств вихрей в мезоскопических сверхпроводниках. В результате за
последнее десятилетие в теоретическом понимании особенностей такой вихревой фазы
был достигнут значительный прогресс: построено описание разнообразных фазовых пе-
реходов в системе вихрей, рассчитаны вихревые конфигурации как при низких, так и
при высоких магнитных полях, исследовано влияние геометрии образца на симметрию
вихревых конфигураций и обнаружен новый тип смешанного состояния из вихрей и
антивихрей, развита теория электронной структуры вихревых фаз и квантового транс-
порта в таких системах. Нам представляется, что математические подходы и опыт,
накопленный при решении теоретических задач в такой модельной системе, интересны
как сами по себе, так и для возможных приложений в смежных областях (например,
сверхтекучести, физики ультрахолодных газов в ловушках). Кроме того, выяснение фи-
зических свойств простых вихревых систем бывает важным для понимания поведения
и структур в массивных образцах. Исследование вихревой фазы активно используется
в экспериментах, направленных на идентификацию типа сверхпроводящего спарива-

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:44  Page 58



Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 59

ния в различных соединениях. С этой точки зрения знание возможных нетривиальных
особенностей структур вихрей, имеющих место даже при стандартном s–типе спари-
вания, представляется очень важным при интерпретации экспериментальных данных,
полученных для сверхпроводящих соединений новых типов. Таким образом, написание
обзора, посвященного современной теории вихревых фаз в мезоскопических сверхпро-
водниках и математическим методам, используемым в этой области, представляется
нам вполне своевременным.
Обзор состоит, по сути, из двух частей: часть 2 посвящена методам и результатам

феноменологической теории Гинзбурга–Ландау (ГЛ)1, а часть 3 содержит описание ре-
зультатов и подходов микроскопической теории.
Таким образом, часть 2 дает представление об основных особенностях поведения па-

раметра порядка, описывающего свойства конденсата куперовских пар, токов и полей в
необычных вихревых конфигурациях, а в части 3 мы обсуждаем влияние неоднородно-
сти распределений плотности сверхпроводящих электронов и сверхпроводящих токов в
вихревом состоянии на квантовую механику одночастичных возбуждений (электронов и
дырок). Интерес к последней проблеме вызван, в частности, тем обстоятельством, что

1Необходимо отметить, что уравнениям Гинзбурга-Ландау посвящена обширная математическая ли-
тература, содержащая большое количество элегантных методов исследования и строгих результатов
о структуре решений этих уравнений в различных ситуациях. Мы почти не касаемся в нашем обзоре
вопросов, связанных с этими результатами, по двум причинам. Во-первых, значительная часть таких
результатов, особенно относящихся к асимптотической теории при больших значениях параметра ГЛ,
отражена в хороших обзорах и монографиях (см., например [7] и цитируемую там литературу), пере-
сказывать которые вряд ли имеет смысл. Во-вторых, с точки зрения физики, эти работы не содержат
значительных новых результатов, а лишь приводят строгие постановки и решения задач, которые бы-
ли ранее приближенно решены физиками в тех или иных упрощающих предположениях. Мы, однако,
приводим, для иллюстрации, математические результаты, касающиеся устойчивости многоквантовых
вихрей и классификации решений при критическом значении параметра ГЛ.

экспериментальное определение характеристик спектра электронов и дырок (выпол-
ненное, например, с помощью измерений теплопроводности или данных сканирующей
туннельной микроскопии) в ряде случаев дает возможность получить информацию о
возможном типе сверхпроводящего спаривания [8, 9].
Специфика квантовой механики электронов и дырок в сверхпроводниках заключает-

ся в появлении нового типа рассеяния (андреевского отражения [10]) на границе разде-
ла сверхпроводящей и нормальной фаз. При андреевском отражении электрон, пада-
ющий на границу со стороны нормальной фазы, превращается в дырку, движущуюся
в противоположном направлении. Этот механизм рассеяния приводит, в частности, к
локализации электронов и дырок с достаточно низкими энергиями в центре вихрей.
Для изолированной вихревой линии соответствующий спектр был рассчитан в 1964 г.
в пионерской работе [11] Кароли-де Жена-Матрикона. Для достаточно плотной вихре-
вой решетки или в вихревой системе, сжатой за счет экранирующих сверхпроводящих
токов в малом образце, приближение изолированных вихревых линий может нарушать-
ся. Становится важным, в частности, эффект квантовомеханического туннелирования
электронов и дырок между соседними вихревыми линиями [12]. В образцах малых раз-
меров спектр, кроме того, подвержен сильному влиянию обычного рассеяния электро-
нов на границах [13]. Значительная часть раздела 3 посвящена теоретическому анализу
электронно–дырочных спектров различных вихревых систем с учетом упомянутых эф-
фектов, а также обсуждению связанных с ними особенностей теплопроводности и ло-
кальной плотности состояний (измеряемой сканирующим туннельным микроскопом).
Раздел 4 представляет собой заключительную часть, в которой мы постарались подве-
сти некоторые итоги и еще раз кратко перечислить основные теоретические результаты
и предложения к эксперименту.
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2. Вихревые состояния в феноменологической теории Гинзбурга�Ландау
2.1. Стационарная теория Гинзбурга�Ландау

Для описания неоднородных сверхпроводящих состояний уже несколько десятилетий
с успехом используется феноменологическая теория Гинзбурга–Ландау (ГЛ) [14, 15, 16,
17]. Строго говоря, эта теория применима лишь в окрестности сверхпроводящего пере-
хода, но большинство результатов, полученных с её помощью, качественно справедливы
и в более широком интервале температур вплоть до температуры T = 0. Основная идея
теории ГЛ базируется на более общей теории фазовых переходов Ландау [18]: при фа-
зовом переходе появляется параметр порядка, обладающий определенной симметрией,
присущей новой фазе и отсутствующей вне этой фазы. Для сверхпроводимости пара-
метром порядка является комплексная волновая функция конденсата куперовских пар
Ψ. В присутствии магнитного поля B мы можем записать свободную энергию сверхпро-
водника в виде следующего функционала, зависящего от Ψ и векторного потенциала
A:

F =

∫ {
a |Ψ|2 +

b

2
|Ψ|4 +

1

4m∗

∣∣∣∣
(
−i�∇− 2e

c
A

)
Ψ

∣∣∣∣
2

+
B2

8π

}
dV . (1)

Здесь свободная энергия отсчитывается от энергии нормального состояния. Поскольку
теория строится вблизи окрестности критической температуры фазового перехода Tc,
достаточно учесть температурную зависимость лишь коэффициента при квадратичном
слагаемом: a(T ) = α(T − Tc) (при этом α > 0, что соответствует появлению сверх-
проводимости при T < Tc). Коэффициенты b и m∗ предполагаются не зависящими от
температуры, при этом для положительной определенности функционала необходимо
потребовать, чтобы оба коэффициента были положительными.

Стационарные состояния сверхпроводника в магнитном поле, согласно теории ГЛ,
являются локальными минимумами свободной энергии.

Варьируя функционал свободной энергии по Ψ∗, получим для вариации функционала
выражение:

δF =

∫
V

[
aΨ + b|Ψ|2Ψ − �

2

4m∗

(
∇− 2ie

�c
A

)2

Ψ

]
δΨ∗ dV

+

∮
Γ

[
n

(
∇− 2ie

�c
A

)
Ψ

]
δΨ∗ dS , (2)

где n - это внешняя нормаль к поверхности сверхпроводника Γ. Приравнивая нулю вы-
ражение в квадратных скобках в первом слагаемом мы получаем уравнение Гинзбурга–
Ландау:

aΨ + b|Ψ|2Ψ − �
2

4m∗

(
∇− 2ie

�c
A

)2

Ψ = 0. (3)

Равенство нулю второго слагаемого в выражении (2) дает граничное условие для пара-
метра порядка:

n

(
∇− 2ie

�c
A

)
Ψ = 0 , (4)

которое оказывается справедливым для границы сверхпроводник/изолятор. Для гра-
ницы сверхпроводника с нормальным металлом используются граничные условия более
общего вида [19]:

n

(
∇− 2ie

�c
A

)
Ψ =

Ψ

β
. (5)

Для контакта с хорошо проводящим нормальным металлом и высокой прозрачности
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границы раздела параметр β → 0, что приводит к условию Ψ = 0 на границе сверхпро-
водника.

Варьируя функционал по векторному потенциалу мы получим стационарное уравне-
ние Максвелла для магнитного поля:

rot rotA =
4π

c
js ,

где плотность сверхпроводящего тока имеет вид:

js =
e�

m∗ Im

{
Ψ∗

(
∇− 2ie

�c
A

)
Ψ

}
. (6)

Для описания динамических процессов, происходящих в сверхпроводнике, например,
при протекании внешнего тока или изменении внешнего магнитного поля, в ряде слу-
чаев можно использовать простейшую релаксационную модель, предполагающую, что
производная по времени от параметра порядка пропорциональна вариационной произ-
водной функционала свободной энергии [20, 21, 22, 23]:

η

(
�

∂

∂t
+ 2ieΦ

)
Ψ = − δF

δΨ∗ . (7)

2.2. Нестационарная теория Гинзбурга�Ландау

Здесь η — релаксационный параметр, а производная по времени входит в уравнение
вместе с электрохимическим потенциалом Φ. Строго говоря, такой подход справедлив
для описания динамики бесщелевых сверхпроводников, однако, в целом ряде случаев
результаты нестационарной теории ГЛ оказываются качественно верны и для более
широкого класса материалов. Обсуждение более сложных вариантов нестационарной
теории ГЛ можно найти, например, в [24, 25].
Отметим известную неоднозначность волновых функций в электромагнитном поле,

связанную с неоднозначностью определения потенциалов поля [26]. Потенциалы поля
могут быть изменены калибровочным преобразованием с помощью произвольной ска-
лярной функции χ(r, t):

A′ = A + ∇χ, Φ′ = Φ − 1

c

∂χ

∂t
. (8)

При этом напряженность поля E и магнитная индукция B, определяемые через потен-
циалы, соответственно, как

E = −∇Φ − 1

c

∂A

∂t
, B = rotA (9)

не изменятся. Произвольность выбора скалярной функции χ позволяет наложить одно
условие на потенциалы электромагнитного поля (выбрать калибровку). Но при этом
необходимо учитывать, что осуществив калибровочное преобразование (8), необходимо
преобразовать и функцию Ψ:

Ψ′ = Ψ exp

(
2ie

�c
χ

)
. (10)

В этом случае ни функционал (1), ни уравнение (7) не изменятся, что отражает калиб-
ровочную инвариантность теории ГЛ.
При описании динамических процессов необходимо учитывать, что в сверхпроводни-

ке может течь и нормальный ток с плотностью

jn = σnE = −σn

(
∇Φ +

1

c

∂A

∂t

)
, (11)

где σn — проводимость нормальных электронов.
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В результате мы получаем замкнутую систему уравнений нестационарной теории ГЛ,
состоящую из уравнения для параметра порядка

−η

(
�

∂

∂t
+ 2ieΦ

)
Ψ = aΨ + b|Ψ|2Ψ − �

2

4m∗

(
∇− 2ie

�c
A

)2

Ψ (12)

и уравнения для магнитного поля

rotB =
4π

c
(jn + js) . (13)

Следствием (13) является уравнение непрерывности тока

div (jn + js) = 0 . (14)

Система уравнений должна быть дополнена граничным условием для параметра поряд-
ка и граничными условиями для потенциалов A и Φ. Здесь мы пренебрегаем малыми
эффектами, связанными с перераспределением плотности заряда ρ в сверхпроводнике
[23, 25].
В дальнейшем в ряде случаев для удобства мы будем использовать систему безраз-

мерных уравнений, в которой мы вводим следующие единицы для измерения физиче-
ских величин:

• Ψ0(T ) =
√−a(T )/b — значение однородного параметра порядка в отсутствии

магнитного поля — единица измерения параметра порядка Ψ,
• ξ(T ) =

√−�2/[4m∗a(T )] — длина когерентности — единица длины,
• �

2σnb/(8e
2a2ξ2) — единица времени,

• 4ea2ξ2/(�σnb) — единица скалярного потенциала Φ,
• φ0/(2πξ) — единица векторного потенциала, соответственно,
• Hc2(T ) = φ0/(2πξ2) — верхнее критическое магнитное поле (максимальное поле,
при котором исчезает сверхпроводимость в массивном сверхпроводнике II–го
рода) — единица магнитной индукции и

• 4ea2ξ/(�b)— единица плотности тока. При этом безразмерный ток распаривания,
при котором исчезает сверхпроводимость, равен 2/(3

√
3) � 0.3849.

Для определённой таким образом системы единиц безразмерные уравнения нестацио-
нарной теории ГЛ запишутся в виде:

u

(
∂

∂t
+ iΦ

)
Ψ = Ψ − |Ψ|2Ψ + (∇ + iA)2 Ψ , (15)

js = Im {Ψ∗ (∇ + iA) Ψ} , (16)

jn = −∇Φ +
∂A

∂t
, (17)

rotrotA = − 1

κ2
(jn + js) , (18)

div (jn + js) = 0 . (19)

Граничное условие (4) принимает вид:

n (∇ + iA) Ψ = 0 . (20)

Здесь введены параметры: характерное безразмерное время u = 2e2
�η/(m∗σnb), пара-

метр ГЛ κ = λ/ξ, где λ =
√−m∗c2b/(8πe2a) — лондоновская глубина проникновения

магнитного поля. В выбранных нами единицах глубина проникновения магнитного по-
ля есть κ. Вводя a2/b как единицу плотности энергии, мы можем записать безразмерную
плотность свободной энергии в виде:

f = − |Ψ|2 +
|Ψ|4
2

+ |(∇ + iA) Ψ|2 + κ2B2 . (21)
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Феноменологические коэффициенты, входящие в теорию ГЛ, в рамках микроскопи-
ческой теории определяются через параметры электронной структуры [15, 23, 25].

В зависимости от значения параметра ГЛ κ, определенного в рассмотренной выше фе-
номенологической теории, различают сверхпроводники I (II) рода, в которых κ < 1/

√
2

(κ > 1/
√

2). Наиболее наглядно различие между ними проявляется в поведении во
внешнем магнитном поле. При постепенном увеличении магнитного поля от нуля сна-
чала в сверхпроводниках и I рода, и II рода наблюдается эффект Мейсснера, когда
магнитное поле проникает в сверхпроводящий образец лишь на лондоновскую длину λ.
Затем, при достижении критического значения поля, сверхпроводник переходит в со-
стояние, характеризующееся одновременным наличием нормальных и сверхпроводящих
областей. В сверхпроводниках I рода появление нормальной фазы является фазовым
переходом I рода. В этом случае сверхпроводник расслаивается на нормальные и сверх-
проводящие домены, конфигурация которых зависит от геометрии образца. В отличие
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2.3. Вихри в массивном сверхпроводнике

от сверхпроводников I рода, сверхпроводники II рода в достаточно сильных магнит-
ных полях ведут себя принципиально другим образом. Когда внешнее поле становится
больше некоторого значения, называемого нижним критическим полем Hc1, в сверхпро-
воднике появляются области нормальной фазы, имеющие вид квантованных вихревых
нитей, получивших название вихрей Абрикосова [1]. Вихревое состояние сверхпровод-
ников II рода существует в интервале полей от Hc1 до верхнего критического поля Hc2.
При этом происходит постепенное увеличение концентрации вихрей с ростом магнитно-
го поля и плавное подавление сверхпроводящего параметра порядка. При достижении
поля Hc2 сверхпроводимость исчезает в объёме сверхпроводника и происходит фазовый
переход II рода в нормальное состояние. При поле Hc3 > Hc2 исчезает сверхпроводи-
мость на границе (для плоской границы Hc3 � 1.69Hc2).
Вихрь представляет собой топологическую особенность сверхпроводящего параметра

порядка, вокруг которой циркуляция градиента фазы ϕ параметра порядка отлична от
нуля и кратна 2π. Топологической характеристикой вихря является завихренность M ,
определяемая циркуляцией градиента фазы вдоль контура L, охватывающего особен-
ность: ∮

L
∇ϕdl = 2πM. (22)

Фактически, именно существование ненулевой завихренности M �= 0 вокруг особой
линии и является определением вихря. Следствием существования такой особенности
является обращение в ноль комплексного параметра порядка на оси вихря. Представляя
параметр порядка для изолированного аксиально–симметричного вихря с завихренно-
стью M в виде Ψ = f(r) exp(iMθ), получим для модуля параметра порядка уравнение

1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
−

(
M

r
+ A(r)

)2

f + f − f 3 = 0 .

Здесь (r, θ) — полярные координаты с центром на оси вихря и выбрана калибровка
A = A(r)θ0. Вблизи центра вихря магнитное поле почти однородно и можно пренебречь
векторным потенциалом. Модуль параметра порядка вблизи особой линии аксиально
симметричен и степенным образом зависит от расстояния от оси вихря: f = |Ψ| ∝ r|M |.
Знак завихренности определяется направлением магнитного поля. По мере удаления
от центра вихря модуль параметра порядка монотонно возрастает и на расстояниях
порядка ξ от центра вихря выходит на своё равновесное значение |Ψ| = 1. Область
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| |
размером порядка ξ, где параметр порядка существенно меньше единицы называется
кором (сердцевиной) вихря.
Учитывая что вне кора вихря, т.е., при r � 1 модуль параметра порядка практически

равен единице, запишем уравнение Максвелла для магнитного поля в виде:

−κ2rotrotB = 2πMδ(r) − B .

Здесь мы учли, что rot∇θ = 2πδ(r). Решение этого уравнения даёт нам распределение
магнитного поля вне кора вихря:

B = z0MK0(r/κ) ,

гдеKn — функция Макдональда n–го порядка. В коре магнитное поле почти однородно.
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Отметим приближенные формулы, полученное с помощью вариационного метода [27,
28]:

f = f∞
r

√
r2 + ξ2

v

, (23)

Bz = f∞
K0(f∞

√
r2 + ξ2

v/κ)

κξvK1(ξv/κ)
, (24)

хорошо описывающие структуру одноквантового вихря. Здесь f∞ и ξv — вариацион-
ные параметры. Параметр f∞ учитывает подавление параметра порядка внешним маг-
нитным полем в вихревой решётке, параметр ξv — размер кора вихря (при κ → ∞:
ξv → √

2). Качественный вид зависимостей модуля параметра порядка и магнитного
поля от r для одноквантового вихря приведён на Рис. 1.
В однородном массивном сверхпроводнике II рода энергетически выгодными явля-

ются одноквантовые вихри с M = 1, которые отталкиваются друг от друга и образуют
правильную треугольную решётку. Вихревая решётка имеет такой период, что через
ячейку проходит один квант магнитного потока. Период решётки aH ∼ √

φ0/H убы-
вает с увеличением магнитного поля и при поле H = Hc2 расстояние между вихрями
становится порядка единицы ξ — размера нормального кора. В таком сильном поле
вихри настолько сближаются, что их нормальные коры перекрываются и сверхпрово-
димость исчезает.
Неустойчивость многоквантового вихря с M > 1 в безграничном сверхпроводнике

является очевидным фактом в случае больших параметров κ � 1 [29]. Для произволь-
ных значений параметра κ вопрос устойчивости многоквантовых конфигураций требует
отдельного рассмотрения (см., например, [29] и приведенные там ссылки). Аксиально–
симметричные решения для многоквантовых вихрей устойчивы, если вторая вариация
функционала ГЛ строго положительна. Заметим, что вторая вариация является ли-
нейным самосопряженным оператором в соответствующем Гильбертовом пространстве,
так что ее положительность означает, что спектр этого оператора ограничен снизу неко-
торой положительной константой. Нулевые собственные значения при этом должны
быть исключены из рассмотрения, поскольку они соответствуют симметрийным преоб-
разованиям решения (трансляции, вращения, калибровочные преобразования). Строгое
математическое исследование спектра второй вариации функционала ГЛ в окрестно-
сти M -квантового вихря при всех значениях параметра κ проведено в [30]. Результаты
этого исследования можно сформулировать следующим образом.

(1) Вихри с M = ±1 устойчивы для всех значений параметра κ.
(2) Многоквантовые вихри (|M | ≥ 2) устойчивы при κ < 1/

√
2 и неустойчивы при

κ > 1/
√

2.
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Рис. 1: Качественный вид пространственного распределения модуля параметра порядка и
магнитного поля для изолированного одноквантового вихря.

Эти результаты остаются справедливыми и для динамической теории устойчивости
вихрей в рамках различных нестационарных вариантов уравнений ГЛ [31].

Случай κ = 1/
√

2 является выделенным. Приведем здесь точное решение для пара-
метра порядка и векторного потенциала при этом критическом значении параметра ГЛ
в отсутствии внешнего магнитного поля. Рассмотрим уравнения ГЛ в цилиндрической
области с сечением Ω с граничным условием |Ψ|∂Ω = 1. Все n–вихревые абсолютные ми-
нимумы функционала ГЛ описываются в этом случае следующим образом ([32]; строгое
математическое доказательство приведено в [33]). Ниже для определенности мы выби-
раем n > 0.

Пусть область Ω в плоскости ограничена набором контуров Γi, i = 0, 1, ...,m, таких,
что контура Γi, i = 1, ..., m лежат внутри контура Γ0. Пусть n – целое неотрицательное
число и числа N0, N1, ..., Nm ∈ Z таковы, что N0 + N1 + ... + Nm = n. Пусть точки
z1, ..., zk ∈ Ω, zs = xs + iys, и ζl = ξl + iηl принадлежит внутренности контура Γl, l =
1, ..., m. Пусть, наконец, n1, ..., nk ≥ 1 – целые числа, такие что n1+n2+ ...+nk = n (если
n = 0, по определению полагаем, что множество {z1, ..., zk} пусто). Полагая z = x + iy,
определим функцию a(z) в области Ω соотношением

a(z) =
k∏

j=1

|z − zj|2nj

m∏
s=1

|z − ζs|2Ns

и на множестве Γ =
m⋃

s=0

Γs = ∂Ω функцию ϕ соотношением

ϕ = − ln a|Γ
Пусть далее функция u в области Ω есть решение краевой задачи{ −�u + aeu = 1,

u|Γ = ϕ

Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 65

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:44  Page 65



Можно доказать, что решение этой краевой задачи существует и единственно. Любое
решение системы ГЛ с полным числом вихрей n в области Ω, отвечающее абсолютному
минимуму функционала ГЛ калибровочно эквивалентно решению вида⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Ψ(z) =

k∏
j=1

(z − zj)
nj

m∏
s=1

(z − ζs)
Nseu(z)/2,

A(z) =
1

2

(
∂u

∂y
,−∂u

∂x

)
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Сами эти решения калибровочно не эквивалентны друг другу при несовпадающих набо-
рах {(zj, nj), j = 1, ..., k} и N0, N1, ..., Nm. Положение точек ζs внутри контуров Γs роли
не играет: эти точки могут быть выбраны и зафиксированы раз и навсегда. Тот факт,
что координаты вихрей zj могут быть выбраны произвольно, означает, что в случае
κ = 1/

√
2 вихри не взаимодействуют между собой и с границей образца.

2.4. Вихри в мезоскопическом сверхпроводнике
Мы ограничимся рассмотрением тонкоплёночных односвязных мезоскопических сверх-

проводников, помещенных в магнитное поле. Толщину плёнки d будем считать малой
(d � ξ), что позволит пренебречь зависимостью параметра порядка от координаты
поперёк плёнки. Таким образом, здесь мы не будем рассматривать трёхмерные мезо-
скопические сверхпроводники (см., например, [34, 35, 36] и приведённые там ссылки) и
учитывать эффекты, связанные с искривлением вихрей. Полагая при этом, что d � λ
мы можем ограничиться рассмотрением только перпендикулярной к поверхности плён-
ки составляющей магнитного поля. Отметим, что в этом случае эффективная глубина
проникновения магнитного поля существенно возрастает и свойства, характерные для
сверхпроводников II рода, могут проявляться и для пленок, изготовленных из сверх-
проводящих материалов с κ < 1/

√
2. Также мы ограничимся случаем односвязных

сверхпроводников (особенности поведения неодносвязных образцов в магнитном поле
освещены, например, в книгах [17, 16, 37]) и однородного магнитного поля, не рассмат-
ривая свойства вихревого состояния, специфичные для случая неоднородных полей,
индуцированных, например, ферромагнетиками [38, 39].
Мы сосредоточимся на случае κ → ∞, когда длина когерентности ξ конечна, а мас-

штаб экранировки магнитного поля λ → ∞. В этом пределе можно пренебречь экрани-
ровкой магнитного поля и считать во всём образце магнитное поле однородным. Рас-
сматривая образцы, достаточно большие по сравнению с размерами вихревого кора ξ,
можно воспользоваться лондоновским приближением (|Ψ| = const) и полностью опре-
делить вихревую структуру [40, 41, 42, 7]. Здесь мы сосредоточимся на анализе систем
существенно меньшего латерального размера L ∼ ξ, когда необходимо учитывать неод-
нородность параметра порядка.

— Вход/выход вихрей
В сверхпроводниках макроскопических размеров число вихрей определяется магнит-

ным потоком φ, проходящим через поперечное сечение образца площадью S: N ∼
φ/φ0 ∼ HS/φ0. Изменение числа вихрей на единицу (вход/выход вихря) происходит
при изменении магнитного поля на малую величину ΔH ∼ φ0/S � Hc2. Для мезоско-
пических сверхпроводников, с размерами порядка ξ, ΔH ∼ Hc2. Число вихрей в таком
мезоскопическом сверхпроводнике всегда мало. Более того, диамагнитные экранирую-
щие токи, текущие вдоль границ стремятся сдвинуть вихри вглубь сверхпроводника и
тем самым препятствуют выходу вихрей из образца при понижении магнитного поля.
Это приводит к появлению метастабильных состояний, когда в относительно слабом
магнитном поле реализуется состояние с N вихрями, отвечающее локальному, а не абсо-
лютному минимуму свободной энергии. Как следствие существования метастабильных
состояний в мезоскопическом сверхпроводнике поле входа N + 1–го вихря HN→N+1 не
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совпадает с полем выхода N + 1–го вихря HN+1→N (см. Рис. 2). При этом вход/выход
вихря является фазовым переходом I рода. Поля HN→N+1 и HN+1→N существенным
образом зависят не только от размера сверхпроводника, но и от его формы (см., напри-
мер, работы, где рассчитаны поля входа/выхода вихрей для образцов круглой [43, 44],
квадратной [45, 44, 46] и треугольной [44] формы).
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Разница в значениях полей входа и выхода вихрей проявляется в явлении гисте-
резиса по магнитному полю для различных физических величин (например, кривой
намагничивания мезоскопических образцов M(H)). Так как при входе/выходе вихрей
в сверхпроводник происходят фазовые переходы первого рода, это приводит к тому, что
кривая намагничивания состоит из отдельных ветвей, каждая из которых относится к
определенному числу вихрей [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 44].

— Переход в нормальное состояние: осцилляции Литтла–Паркса
Фазовый переход мезоскопических сверхпроводников в нормальное состояние также

существенно отличается от случая макроскопических образцов. Тот факт, что в мезо-
скопическом сверхпроводнике реализуются состояния с малым числом вихрей, позволя-
ет наблюдать осцилляции зависимости критической температуры от магнитного поля,
аналогичные осцилляциям Литтла–Паркса в полом цилиндре [55]. Появление осцилля-
ций Tc(H) связано со входом (или выходом) вихрей в мезоскопический образец, т.е. с из-
менением завихренности всего образца. Поскольку переход в нормальное состояние яв-
ляется фазовым переходом II рода, в области перехода можно пренебречь нелинейным
слагаемым в уравнении ГЛ (3) и решать линеаризованное уравнение, имеющее вид урав-
нения Шрёдингера для заряженной частицы в магнитном поле с граничным условием
(4). Такое уравнение в общем случае не решается аналитически и требует применения
различных численных схем (см. раздел 2.5). Теоретически такие осцилляции рассмат-
ривались как для цилиндрических образцов [56, 57], так и для тонких пленок различной
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Рис. 2: Фазовая диаграмма вихревых состояний в на плоскости H − a для сверхпроводника
квадратной формы (a — сторона квадрата). Показаны состояния с числом вихрей N = 0, ..., 4.
Поля входа HN→N+1 изображены сплошными линиями, поля выхода HN+1→N — штриховы-
ми. Также на рисунке изображено поле перехода в нормальное состояние (Normal state). Диа-
грамма рассчитана методом моделирования нестационарного уравнения ГЛ на прямоугольной
сетке (см. Раздел II E).(см. Раздел 2.5).
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[ ]
геометрии (круглой, квадратной и треугольной формы) [44, 48, 49, 58, 59, 45, 54, 60].
Экспериментально осцилляции Tc(H) наблюдаются с использованием техники резистив-
ных измерений (см., например, [61, 62]).

— Многоквантовые вихри и вихревые молекулы
За счет сил, действующих на вихри со стороны экранирующего тока, стремящих-

ся сместить вихри в центр образца, оказывается возможным существование связан-
ных вихревых состояний (вихревых молекул с размером порядка длины когерентности)
[44, 46] и многоквантовых вихрей с |M | > 1 [3, 5, 47, 63, 48, 49, 50, 53, 52, 64, 43, 65, 44, 46].
Вихревая молекула — это совокупность близко расположенных взаимодействующих од-
ноквантовых вихрей, обладающих общим кором, то есть модуль параметра порядка
между вихрями существенно меньше модуля параметра порядка вокруг вихревой мо-
лекулы. При этом расстояние между вихрями существенно меньше ξ, что практически
невозможно достичь в макроскопическом образце без внутренних дефектов. При увели-
чении магнитного поля расстояние между вихрями уменьшается и обращается в нуль,
что свидетельствует об образовании многоквантового вихря. Существование таких эк-
зотических вихревых структур приводит к нетривиальным зависимостям транспортных
и термодинамических характеристик мезоскопических сверхпроводников от магнитно-
го поля. В частности, на некоторых ветвях кривой намагничивания мезоскопических
дисков экспериментально были обнаружены особенности в поведении M(H) (в част-
ности, изломы) [52, 46], которые связываются с внутренней перестройкой вихревого
состояния (распадом или образованием многоквантовых вихрей и вихревых молекул).
Распад многоквантового вихря является фазовым переходом второго рода.

— Структуры вихрь–антивихрь
Необходимо отметить, что в сверхпроводниках с нарушенной аксиальной симметри-

ей (в частности, сверхпроводниках квадратной формы) влияние граничных эффектов
увеличивается по сравнению с аксиально симметричными образцами. В частности, в ра-
боте [45] было показано, что несовпадение тетрагональной симметрии сверхпроводника
с симметрией решения трёхквантового вихря (или симметрией трёхвихревой молеку-
лы) может привести к появлению в сильных полях тетрагонально симметричной вихре-
вой структуры, состоящей из четырех вихрей и центрально расположенного антивихря
(Рис. 3).
Такая компактная вихревая конфигурация малого размера (0.19ξ × 0.19ξ в случае

приведенном на Рис. 3) представляет собой реализацию аналога трёхквантового вихря
в квадратном сверхпроводнике. Представим структуру трёхквантового вихря в виде
разложения по угловым гармоникам

Ψ =
∞∑

n=−∞
Rn(r)einθ.

В соответствии с тетрагональной симметрией граничных условий основная гармоника
трёхквантового вихря R3(r)e

3iθ генерирует дополнительные члены разложения вида
R3+4m(r)ei(3+4m)θ (m = 0,±1,±2, ... — целые числа). Поскольку на малых расстояниях
(r � ξ) Rn ∝ r|n|, можно представить параметр порядка в центре образца в виде

Ψ ∝ (r/LH)3e3iθ + α(r/LH)e−iθ, (25)

где LH =
√

�c/(eH) — магнитная длина, причем вблизи верхнего критического поля
LH

<∼ ξ. Такое разложение описывает антивихрь в центре образца и четыре окружаю-
щих его вихря, образующих квадрат.
В то же время, при полях близких к критическому полю Hc3 параметр порядка может

быть представлен как суперпозиция четырех гауссовых зародышей расположенных в
вершинах квадратного сверхпроводящего образца, с определенной фазой ϕn = −3πn/2
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Рис. 3: (из работы [46]). Линиями уровня показаны распределения модуля параметра порядка
|Ψ| для H = 2.15Hc2, L = 4ξ в идеальном квадратном сверхпроводнике. Белыми крестиками
обозначены одноквантовые вихри, белым кругом обозначен антивихрь в центре образца.
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(n = 0, 1, 2, 3), определяемой общей завихренностью образца:
∑

ϕn = 2πM (в данном
случае M = 3). Вблизи центра вихря такая суперпозиция дает выражение для гармо-
ники R−1 с коэффициентом α ∼ L/LH exp(−L2/4L2

H). Теперь из выражения (25) можно
найти координаты четырех вихрей и таким образом определить размер r0 вихревого
состояния с антивихрём:

r0/LH ∼
√

L/LH exp(−L2/8L2
H). (26)

Такое вихревое состояние существует только в сильных магнитных полях близких к
Hc2, а значит LH ∼ ξ. Таким образом, во всем диапазоне значений L/ξ(T ), при которых
в мезоскопическом сверхпроводнике существует вихревой комплекс с антивихрём [45,
46, 66], его размер будет существенно меньше длины когерентности, что затрудняет
его экспериментальное обнаружение. Другим существенным фактором, приводящим к
распаду подобного экзотического вихревого решения, являются нарушения идеальной
тетрагональной симметрии, например, за счет внутренних дефектов сверхпроводника,
шероховатости границ [46] и тепловых флуктуаций параметра порядка.
Необходимо отметить, что, аналогично образованию нетривиальной структуры трёх-

квантового вихря в квадратном сверхпроводнике, двухквантовый вихрь в треугольном
сверхпроводнике также содержит антивихрь в окружении трех вихрей, как это было
показано в работе [67].
В образцах некруглой формы за счёт симметрийных эффектов, связанных с гранич-

ными токами, возможны и другие фазовые переходы без изменения общей завихренно-
сти образца (числа вихрей), когда при изменении магнитного поля меняется положение
вихрей внутри сверхпроводника. Так например, два вихря в сверхпроводнике квадрат-
ной формы в относительно слабых полях выстраиваются вдоль диагонали образца, а
при понижении поля вихри сдвигаются и выстраиваются вдоль одной из сторон квад-
рата. При этом такой фазовой переход является переходом I рода: координаты вихрей
меняются скачком. Такой фазовой переход приводит к появлению особенностей (скач-
ка) на ветви кривой намагниченности [46].
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2.5. Конечномерные аппроксимации для уравнений и функционала

Гинзбурга�Ландау

В литературе используется несколько подходов к построению конечномерных аппрок-
симаций при численном моделировании уравнений ГЛ: (i) разностные, или сеточные
аппроксимации, используемые в подавляющем большинстве работ; (ii) разложение по
собственным функциям линеаризованной задачи; (iii) метод конечных элементов. По-
следний численный метод используется сравнительно редко (см, например [68, 69]).
Главным недостатком этого метода является то, что соответствующие конечномерные
аппроксимации не обладают, как правило, характерными свойствами непрерывной мо-
дели, в частности, калибровочной инвариантностью. Поэтому для его применения необ-
ходимо зафиксировать калибровку.
Ниже мы остановимся на первых двух подходах.
— Сеточные аппроксимации
Одной из проблем сеточных аппроксимаций применительно к уравнению ГЛ являет-

ся проблема сохранения важных свойств непрерывной задачи, среди которых следует
в первую очередь отметить калибровочную инвариантность. Другая проблема, свя-
занная с дискретным аналогом уравнений ГЛ, это проблема определения вихрей. В
непрерывной двумерной задаче, как уже говорилось, вихри обладают тем свойством,
что циркуляция градиента фазы параметра порядка вокруг них есть целое кратное
2π. С математической точки зрения, поскольку фаза комплексного числа определена
неоднозначно, под циркуляцией фазы следует понимать интеграл вида∫

L

Im(ψ∗∇ψ)

|ψ|2 dl , (27)

который, как нетрудно проверить, действительно принимает значения равные целочис-
ленному кратному 2π.
Заметим, что определение вихря как нуля параметра порядка становится совершенно

неудовлетворительным, поскольку сеточная функция общего положения нулей не име-
ет. Обе проблемы — калибровочная инвариантность разностной схемы и определение
вихрей в решеточной модели ГЛ — решаются одновременно введением так называемых
"переменных связи” (link variables) [70].
Приведем конструкцию разностных уравнений ГЛ. Для простоты ограничимся слу-

чаем прямоугольной двумерной сетки (Рис. 4). Обозначим V = {(i, j) : i, j ∈ Z} мно-
жество узлов прямоугольной сетки с шагами hx, hy на плоскости, E = {(α, β) : α, β ∈
V, |α − β| = 1} множество “ребер” этой сетки и C = {((i + 1

2
), (j + 1

2
)) : i, j ∈ Z} –

множество “ячеек” сетки.
Границей ячейки cij будем называть упорядоченный набор ребер

∂cij =
{((i, j), (i, j + 1)); ((i, j + 1), (i + 1, j + 1));
((i + 1, j + 1), (i + 1, j)); ((i + 1, j), (i, j))} .

(28)

Для ребра e = (α, β) вершину α будем называть началом ребра, а вершину β – концом
ребра. По заданному (приведенному к обратной длине) векторному потенциалу A(x, y)
определим функции A и U на множестве ребер E:

A(e) =

β(e)∫
α(e)

A dl ,

U(e) = eiA(e) .

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:44  Page 70



В физической литературе величины U(e) называются переменными связи [70]. С мате-
матической точки зрения, векторный потенциал следует рассматривать как связность
в комплексном одномерном линейном расслоении над плоскостью. Тогда отображение

ψ(α(e)) �→ U∗ψ(β(e))

является разностным аналогом оператора параллельного переноса, а отображение ∇A

пространства функций на вершинах в пространство функций на ребрах, определенное
соотношением

(∇Aψ)(e) =
1

h(e)
[U∗(e)ψ(α(e)) − ψ(β(e))]

— разностным аналогом ковариантной производной. Здесь h(e) — длина ребра e. Име-
ется также аналог оператора “ротор” (с математической точки зрения — оператор вы-
числения кривизны связности, в данном случае совпадающей с величиной магнитного
поля). Этот оператор действует из пространства функций на ребрах в пространство
функций на ячейках по правилу

(rotA)(c) =
1

S(c)

∑
e∈∂c

A(e),

где S(c) — площадь ячейки c. Из определения функции A и теоремы Грина нетрудно
видеть, что при малых шагах сетки (rotA)(c) � z0rotA(x) = Bz(x), где x — центральная
точка ячейки c, z0 — единичный вектор, перпендикулярный плоскости сетки.
Теперь можно определить разностный (дискретный) функционал ГЛ

Fd(ψ,A) =
∑

e

S(e)|(∇Aψ)(e)|2 +
∑

v

S(v)

(
−|ψ(v)|2 +

|ψ(v)|4
2

)
+ κ2

∑
c

S(c)|B(c)|2 .

Для прямоугольной сетки S(e) = S(v) = S(c) = hxhy. Этот функционал является
дискретным аналогом непрерывного функционала ГЛ с плотностью свободной энергии
(21).
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Для того, чтобы получить дискретные уравнения ГЛ по схеме, аналогичной непре-
рывному случаю, следует использовать вместо вариационных производных частные
производные по ψ(v) и A(e), с множителем 1/S:

δ

δΨ
�→ 1

S

∂

∂ψ(v)
,

δ

δA
�→ 1

S

∂

∂A(e)
.

вершина

=(i,j)�

вершина

=(i+1,j)�

ребро e( , )� �

ячейка cij

hy

hx

Рис. 4: Вершины, рёбра и элементарная ячейка прямоугольной сетки.
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Дискретное уравнение ГЛ для параметра порядка выглядят тогда следующим обра-
зом: (

∂

∂t
+ iΦ(v)

)
ψ(v) = (∇†

A∇Aψ)(v) − ψ(v) + ψ(v)|ψ(v)|2 .

Плотность нормального и сверхпроводящего тока определяется, соответственно, как

jn(e) = − 1

h(e)
[Φ(β(e)) − Φ(α(e))] +

∂A(e)

∂t
,

js(e) = Im {ψ∗(α(e))U∗(e)ψ∗(β(e))} . (29)

Для того, чтобы определить дискретные калибровочные преобразования, нам пона-
добится еще оператор ∇, действующий из пространства функций на вершинах в про-
странство функций на ребрах — разностный аналог градиента:

∇f(e) =
1

h(e)
[f(β(e)) − f(α(e))] .

Нетрудно проверить, что для любой функции f , определённой на вершинах, преобра-
зование

ψ(v) �→ eif(v)ψ(v), A(e) �→ A(e) −∇f(e)

сохраняет как дискретный функционал, так и дискретные уравнения ГЛ, в полной
аналогии с калибровочными преобразованиями в непрерывной модели.
Для определения понятия вихря в дискретной модели ГЛ обратимся снова к формуле

(27). Аналог этой формулы в дискретной модели выглядит следующим образом:

2πN(Ω) =
∑
e∈∂Ω

arg(ψ(β(e))ψ∗(α(e))) ,

где Ω — конечное множество ячеек, ∂Ω — объединение границ ячеек из Ω (см. опреде-
ление (28)), и arg(z) — фаза комплексного числа z, принимающая значения в интервале
(−π, π]. В этой формуле предполагается, что функция ψ не обращается в нуль ни в одной
из вершин ребер, принадлежащих границе Ω, что для дискретной модели выполняется
практически всегда. Функция arg удовлетворяет соотношению arg(z∗) ≡ −arg(z)mod2π,
из которого следует, что N(Ω) – целое число, которое следует называть алгебраическим
числом вихрей в Ω. Если Ω состоит из одной ячейки, то алгебраическое число вих-
рей в этой ячейке может быть, в случае прямоугольной сетки, равно нулю или ±1. В
этом смысле в дискретной модели ГЛ отсутствуют многоквантовые вихри. Ясно также,
что определенное таким образом понятие дискретного вихря является калибровочно–
инвариантным.

–Метод разложения по собственным функциям
Ещё одним методом конечномерных аппроксимаций, используемым для численно-

го решения стационарных уравнений ГЛ является метод разложения по собственным
функциям. Систему собственных функций можно выбирать различными способами.
Один из вариантов метода использует разложение по собственным функциям линеари-
зованного уравнения ГЛ [50, 54]:

− (∇ + iA)2 ΨL(r)eiLθ = εLΨL(r)eiLθ (30)

с граничным условием (20). Здесь мы рассматриваем случай аксиально–симметричных
образцов. При разложении параметра порядка по собственным ортонормированным
функциям

Ψ(r) =
∑

L

CLΨL(r)
eiLθ

√
2π

(31)

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:44  Page 72



ограничивается набор квантовых чисел L. При этом, очевидно, что максимальное зна-
чение L ограничивает класс рассматриваемых вихревых структур (число вихрей не
будет превосходить это значение). Кроме выбора конечного числа угловых гармоник,
ограничивается и набор радиальных квантовых чисел.

Подставляя разложение (31) в функционал (21) мы получим свободную энергию как
функцию конечного числа комплексных переменных CL. Для реализации этого метода
необходимо предварительно с помощью некоего численного метода решить задачу (30).
Сама же процедура минимизации функционала по CL в случае конечных κ будет но-
сить итерационный характер. На каждом шаге необходимо по полученному решению
для параметра порядка вычислить распределение плотности сверхпроводящего тока
(16) и решив уравнение Максвелла (18) (положив при этом jn = 0) найти векторный
потенциал, после чего снова вернуться к решению линейной задачи.

Другой вариант метода [62] заключается в решении линеаризованного уравнения в
отсутствии магнитного поля:

−∇2Ψn(r) = εnΨn(r) (32)

с граничным условием
n∇Ψ = 0 .

В такой постановке систему собственных функций достаточно найти один раз.
При использовании такого базиса возникает проблема, связанная с тем, что в при-

сутствии магнитного поля собственные функции задачи Неймана (32) не удовлетворя-
ют, вообще говоря, граничным условиям для параметра порядка (20). Это приводит к
необходимости использования очень большого числа базисных функций для получения
хорошей аппроксимации параметра порядка в присутствии магнитного поля.

Для решения этой проблемы можно потребовать, чтобы на границе нормальная ком-
понента векторного потенциала обращалась в нуль:

nA = 0 . (33)

Такой выбор калибровки возможен для сверхпроводящей плёнки любой формы в произ-
вольном магнитном поле. Для случая прямоугольника и правильного многоугольника в
однородном магнитном поле векторный потенциал, удовлетворяющий такой калибров-
ке, может быть найден аналитически. Ортонормированные функции базиса найдены
аналитически для прямоугольника и правильного треугольника [62, 71].

С помощью такого метода авторами работ [62, 71] была решена задача о линии
Tc(H) фазового перехода сверхпроводник/нормальный металл для сверхпроводников
прямоугольной и треугольной формы и найдены вихревые структуры, содержащие ан-
тивихрь.

Наряду с детальным исследованием структуры параметра порядка в новых вихре-
вых конфигурациях, реализующихся в мезоскопических сверхпроводниках, представля-
ет интерес также и развитие теории электронных состояний в таких системах. Данный
раздел посвящен анализу теоретических работ, посвященных как особенностям спек-
тра квазичастиц в вихревых структурах, рассмотренных в предыдущей части, так и
тепловому транспорту, который определяется электронной структурой вихрей.

Изучение электронной структуры вихревого состояния является одной из фундамен-
тальных задач физики смешанного состояния сверхпроводников. Из теории Бардина–
Купера–Шриффера [72] следует, что природа сверхпроводимости тесно связана с нали-
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3. Анализ микроскопической структуры вихревых состояний

3.1. Аномальные ветви в спектре квазичастиц
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чием энергетической щели в спектре квазичастичных возбуждений вблизи поверхности
Ферми. В однородном сверхпроводнике энергия квазичастиц имеет следующий вид:

εk =
√

ε2
k + Δ2(k),

где εk = �VF (k−kF ), �k — импульс квазичастицы, �kF — импульс Ферми, Δ(k) — энер-
гетическая щель, которая, вообще говоря, зависит от направления импульса �k. Сим-
метрия сверхпроводящего состояния определяет структуру щели в импульсном про-
странстве, в частности, наличие нулей в спектре возбуждений [73, 74]. Большинство
обычных сверхпроводников, обладающих s–типом симметрии параметра порядка, ха-
рактеризуются конечным значением щели на всей поверхности Ферми Δ(k) = Δ0. Од-
нако, если к сверхпроводнику приложено магнитное поле, подобное описание спектра
квазичастиц хорошо работает, только когда сверхпроводник находится в мейсснеров-
ском состоянии. Переход в вихревое состояние в достаточно сильном магнитном поле
H > Hc1 сопровождается существенным подавлением щели, что связано с появлением
состояний, локализованных вблизи центров вихрей. Интерес к исследованию таких со-
стояний, обусловлен тем, что именно они определяют низкотемпературное поведение
термодинамических и транспортных характеристик сверхпроводников в магнитном по-
ле. Как было впервые показано в классической работе Кароли – де Жена – Матрикона
[11], с каждым отдельным вихрем связана аномальная ветвь в спектре квазичастиц.
Энергия подщелевых уровней ε(μ), соответствующих этой ветви, меняется в пределах
от −Δ0 до +Δ0 при изменении проекции μ углового момента квазичастиц на ось вихря
от −∞ до +∞. Здесь угловой момент определён относительно оси вихря. В области
низких энергий |ε| � Δ0 спектр является линейной функцией μ: ε(μ) � −μω, где
ω ≈ Δ0/(k⊥ξ), Δ0 — щель в спектре возбуждений сверхпроводника вдалеке от оси вих-
ря, k⊥ =

√
k2

F − k2
z , kz — проекция волнового вектора на ось вихря, ξ = �VF /Δ0 —

длина когерентности, VF — скорость Ферми и μ принимает полуцелые значения. Заме-
тим, что в большинстве сверхпроводников длина когерентности значительно превышает
атомные масштабы: как правило, kF ξ ∼ 102 − 103 � 1. Таким образом, минимальная
энергия возбуждений в вихревом состоянии сверхпроводника намного меньше, чем в
отсутствии магнитного поля: ω0 ∼ Δ0/(kF ξ) � Δ0. Энергия состояний, принадлежа-
щих аномальной ветви, зависит только от проекций волнового вектора kz и углового
момента μ на ось вихря. Что же касается радиального квантового числа n, то оно рав-
но нулю для спектра Кароли – де Жена – Матрикона. Существуют также подщелевые
спектральные ветви, соответствующие n �= 0, найденные, например, в работе Минца и
Рахманова в рамках полуклассического подхода [75]. Эти ветви сосредоточены вблизи
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края щели ±Δ0 и практически сливаются с непрерывным спектром делокализованных
состояний [76].
Наличие локализованных состояний является прямым следствием нетривиальной уг-

ловой зависимости параметра порядка в окрестности кора вихря:Δ ∝ eiθ, где θ — поляр-
ный угол в системе отсчета с началом координат в центре вихря (см. Рис.5(a)). Нагляд-
нее всего это можно продемонстрировать, используя квазиклассическое описание дви-
жения квазичастиц вдоль прямолинейных траекторий [25]. Применимость квазикласси-
ческого приближения определяется условием kF ξ � 1, означающим, что длина волны
электронов в металле λF = 2π/kF намного меньше длины когерентности ξ. Каждая тра-
ектория в плоскости, перпендикулярной оси вихря, характеризуется двумя параметра-
ми: направлением, которое определяется импульсом квазичастиц k⊥ = k⊥(cos θp, sin θp),
и прицельным параметром (расстоянием до центра вихря) b = −μ/k⊥ (см. Рис.5(b)).
Дискретность спектра Кароли – де Жена – Матрикона в квазиклассическом приближе-
нии не учитывается, и аномальная ветвь спектра в этом случае является непрерывной
функцией εv(b) = Δ0(b/ξ) [25, 77]. Спектральная задача вдоль траекторий, проходящих
через центр вихря, полностью аналогична задаче о квазичастичном спектре короткого
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джозефсоновского контакта (длина которого меньше ξ) с разностью фаз сверхпрово-
дящих берегов ϕJ = π [78]. Положение подщелевых уровней в таком контакте зави-
сит от разности фаз ϕJ как εJ = −Δ0 cos(ϕJ/2) (где 0 < ϕJ < 2π). Таким образом,
при ϕJ = π спектральные ветви пересекают уровень Ферми. Аналогию с вихревы-
ми состояниями нетрудно проследить, если заметить, что вдоль траектории, прохо-
дящей точно через центр вихря скачок фазы параметра порядка равен ϕJ = π, поэтому
εv(b = 0) = εJ(ϕJ = π) = 0. Для траекторий, проходящих на некотором расстоянии
b �= 0 от центра вихря, разность фаз ϕJ �= π, что приводит к отстройке уровней энергии
от нуля.
Перекрытие волновых функций, локализованных на соседних вихрях, приводит к

искажению спектра Кароли – де Жена – Матрикона, которое выражается в частности
в появлении энергетических зон для периодической вихревой решетки [79] и угловой
модуляции профиля локальной плотности состояний [80, 81]. Заметим, что расстояние
между уровнями Кароли – де Жена – Матрикона можно оценить следующим образом:
ω0 ∼ �ωHHc2/H, где ωH = |e|H/mc — циклотронная частота, e и m — заряд и масса
электрона. С увеличением концентрации вихрей в высоких магнитных полях, близких
к верхнему критическому полю Hc2, расстояние между уровнями Кароли – де Же-
на – Матрикона сравнивается с расстоянием между уровнями Ландау. В этом случае
должен происходить переход к движению квазичастиц по замкнутым циклотронным
орбитам, что в конечном итоге приводит к полному подавлению сверхпроводимости и
формированию спектра Ландау нормального металла в магнитном поле [82].
В области больших магнитных полей H � Hc1 на сегодняшний день спектр хоро-

шо исследован в предельном случае плотной вихревой решетки [73, 74], когда магнит-
ное поле близко к Hc2. В то же время, представляется интересным изучить, как при
увеличении магнитного поля происходит переход от изолированных квазичастичных
уровней Кароли – де Жена – Матрикона к делокализованным состояниям в вихре-
вой решетке, характеризующихся бесщелевым спектром. Понимание механизма этого
перехода позволило бы объяснить результаты экспериментов в которых наблюдались

Рис. 5: (а) Схематичное изображение вихря, ориентированного вдоль магнитного поля, и оги-
бающей волновой функции локализованного состояния Кароли – де Жена – Матрикона; (b)
квазиклассическая прямолинейная траектория квазичастиц. Направление траектории опре-
деляется вектором k⊥, прицельный параметр траектории (расстояние до центра вихря) - про-
екцией углового момента на ось вихря: b = −μ/k⊥.
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осцилляции де Гааза–ван Альфена даже в области достаточно низких магнитных полей
H ∼ (0.3 − 0.4)Hc2 [83]. В качестве первого шага при расчете квазичастичного спектра
в вихревой решетке необходимо рассмотреть задачу о трансформации спектра за счет
интерференции состояний, локализованных в корах соседних вихрей при образовании
вихревых конфигураций конечных размеров. При этом представляется необходимым
выполнить обобщение теории Кароли – де Жена – Матрикона на случай многових-
ревых конфигураций, с учетом как межвихревого туннелирования квазичастиц, так
и образования многоквантовых вихрей. Также для корректного описания электрон-
ной структуры мезоскопического сверхпроводника надо учесть эффекты, связанные
с нормальным рассеянием квазичастиц на границах образца. Волновые функции, со-
ответствующие подщелевым уровням энергии, локализованы в окрестности кора вихря
благодаря андреевскому отражению квазичастиц от неоднородного профиля параметра
порядка. Любое дополнительное нормальное рассеяние квазичастиц должно приводить
к модификации аномальной ветви. Как было показано в работе Ларкина и Овчинникова
[84], существенная модификация может быть вызвана даже малым количеством при-
месей атомарных размеров. В случае, когда вихрь расположен около плоской границы,
искажение локальной плотности состояний исследовалось в работе [85] на основе чис-
ленного решения уравнений Эйленбергера как для s, так и для d симметрии параметра
порядка. Естественно ожидать, что роль нормального рассеяния на границах образца
должна быть особенно важной при рассмотрении спектра вихрей в мезоскопическом
сверхпроводнике малых размеров. В случае, когда в центре сверхпроводящего диска
расположен одноквантовый вихрь, трансформация спектра была проанализирована в
работах [13, 86], где было показано, что когда радиус диска R меньше критического
значения Rc ∼ ξ ln(kF ξ), спектр квазичастиц становится бесщелевым.
Механизм трансформации спектра при изменении вихревого состояния образца свя-

зан с перестройкой аномальных спектральных ветвей, пересекающих уровень Ферми.
В случае, когда расстояние между вихрями велико, аномальные ветви спектра описы-
ваются в рамках теории Кароли – де Жена – Матрикона для изолированного вихря
[11]. С уменьшением расстояния между вихрями, становятся существенными эффекты,
связанные с перекрытием волновых функций квазичастиц, локализованных на разных
вихрях. Это приводит, в частности, к модификации аномальных ветвей спектра [12].
Затем, когда вихри сближаются настолько, что их коры перекрываются, образуется
многоквантовый (гигантский) вихрь с завихренностью M > 1. Число аномальных вет-
вей спектра (в расчете на одну проекцию спина) при переходе отM отдельных вихревых
линий к M–квантовому вихрю не изменяется [87] и все время остается равным общему
значению завихренности M . Поведение аномальных ветвей спектра в многоквантовом
вихре исследовалось численно [88, 89, 90, 91, 92, 93] и аналитически для частной мо-
дели вихревого кора (с кусочно-постоянным профилем параметра порядка) [94]. Для
вихрей с четной завихренностью все аномальные ветви пересекают уровень Ферми при
конечном значении прицельного параметра b = −μ/k⊥:

ε(μ) ∼ −(μ ± μj)Δ0/(k⊥ξ) , (34)

где j = 1...M/2, μM/2 ∼ k⊥ξ. В случае нечетного значения завихренности существует
спектральная ветвь, пересекающая уровень Ферми при b = 0.
Экспериментальное исследование особенностей электронной структуры может быть

осуществлено, например, с использованием сканирующей туннельной спектроскопии
(СТМ) [81, 95, 96], или с помощью измерений характеристик теплового транспорта
вдоль направления магнитного поля [97, 98]. Современные методы СТМ позволяют
исследовать локальный профиль плотности состояний на уровне Ферми, который опре-
деляется как раз аномальными ветвями спектра [94]. Как нетрудно видеть, подавление
щели в спектре возбуждений при возникновении вихрей приводит к появлению плотно-
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сти состояний на уровне Ферми, соответствующей плотности состояний в нормальном
металле. Действительно, если пренебречь дискретностью спектра Кароли – де Жена –
Матрикона, то легко найти, что плотность состояний (в расчете на единицу длины вих-
ря и проекцию спина) равна ν0 = kF /(4ω0) ∼ ξ2(m/�

2), где m/�
2 — плотность состояний

в нормальном металле, а ξ2 — характерная площадь локализации вихревых состояний.
Поскольку в однородном сверхпроводнике плотность состояний на уровне Ферми равна
нулю, наличие в корах вихрей состояний Кароли – де Жена – Матрикона проявляет-
ся в виде пиков локальной плотности состояний, наблюдаемых в местах расположения
вихревых особенностей.
Что касается измерений характеристик теплового транспорта вдоль вихревых линий,

то важным преимуществом этой методики является чувствительность к дисперсии ква-
зичастичного спектра как функции kz. В частности, малая по сравнению с VF величина
групповой скорости квазичастичных мод Vg = �

−1∂ε/∂kz, распространяющихся вдоль
оси вихря [86, 99], является причиной существенного подавления теплового кондактанса
κv ∼ T 2kF ξ/(�Δ0) по сравнению с шарвиновским значением κSh ∼ T (kF ξ)2/�, характе-
ризующим тепловой транспорт в нормальном канале с поперечными размерами порядка
длины когерентности ξ при некотором значении температуры T :

κv

κSh

∼ 1

kF ξ

T

Δ0

� 1 . (35)

В рамках подхода Ландауэра (см., например, книги [100, 101]), подобное подавление эф-
фективности теплового транспорта может быть интерпретировано как следствие силь-
ного уменьшения эффективного числа проводящих мод Nv = κv/κ0, где κ0 = πT/(3�) —
квант теплового кондактанса, приходящийся на одну распространяющуюся моду [102].
Заметим, что квантование теплопроводности, связанное с изменением числа проводя-
щих мод в канале, является экспериментально подтвержденным фактом [103, 104], на-
ряду с хорошо известным эффектом квантования проводимости [101]. С учетом то-
го, что минимальное расстояние между квазичастичными уровнями в коре вихря есть
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ω0 ≈ Δ0/(kF ξ) при kz = 0, легко получить оценку Nv ∼ T/ω0, которая согласуется с
формулой (35). Таким образом, число проводящих мод определяется характеристиками
квазичастичного спектра, и следовательно должно определяться эффектами как нор-
мального рассеяния квазичастиц на границах образца, так и интерференции состояний,
локализованных в корах близко расположенных вихрей. В частности, когда однокван-
товый вихрь расположен в центре сверхпроводящего цилиндра, рассеяние на границах
образца приводит к существенному увеличению теплового кондактанса [86]. В общем
случае произвольной вихревой конфигурации тепловой кондактанс мезоскопического
сверхпроводника должен зависеть от общего числа и относительного расположения
вихрей в образце.

3.2. Квазиклассическое приближение в уравнениях Боголюбова – де Жена:

уравнения Андреева
Квантовая механика квазичастичных возбуждений в сверхпроводнике может быть

описана в рамках уравнений Боголюбова–де Жена:[
1

2m

(
p̂ − e

c
A

)2

− ε⊥

]
u + V (r)u + Δ(r)v = εu (36)

−
[

1

2m

(
p̂ +

e

c
A

)2

− ε⊥

]
v − V (r)v + Δ∗(r)u = εv (37)

Здесь u и v — амплитуды электронной и дырочной компонент, p̂ = −i�∇, Δ(r) — па-
раметр порядка, V (r) — потенциальная энергия, связанная, например, с рассеянием
квазичастиц. Мы предполагаем, что система однородна вдоль оси z, поэтому в урав-
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нениях (36) рассматривается движение квазичастиц в плоскости (x, y), перпендикуляр-
ной вихревым линиям. Эффективная энергия Ферми ε⊥ = εF − �

2k2
z/(2m) = �

2k2
⊥/(2m)

характеризует движение частиц в плоскости xy. Далее для простоты мы будем рас-
сматривать уравнения (36) в области, где потенциальная энергия равна нулю. Сначала
перейдем к импульсному представлению:

Ψ̌(r) =
(u

v

)
=

1

(2π�)2

∫∫ ∞

−∞
eipr/�ψ̌(p)d2p , (38)

где p = p(cos θp, sin θp) = pp0. Оператор пространственной координаты может быть
записан следующим образом:

r̂ = i�
∂

∂p
= i�

(
p0

∂

∂p
+

i

p
{[z0,p0], μ̂}

)

или покомпонентно:

x̂ = i� cos θp
1√
p

∂

∂p

√
p − i�

2p

{
sin θp,

∂

∂θp

}
, (39)

ŷ = i� sin θp
1√
p

∂

∂p

√
p +

i�

2p

{
cos θp,

∂

∂θp

}
, (40)

где {Â, B̂} = ÂB̂+B̂Â— антикоммутатор операторов Â и B̂. Заметим, что каждое слага-
емое в уравнениях (39, 40) является эрмитовым оператором. Далее мы будем предпола-
гать, что волновые функции квазичастиц представляют собой узкие волновые пакеты,
локализованные вблизи значения импульса �k⊥: p = �k⊥ + q (|q| � �k⊥). По сути, такое
предположение означает переход к квазиклассике. Квазиклассические аппроксимации
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операторов координат имеют следующий вид:

x̂ � i� cos θp
∂

∂q
− i

2k⊥

{
sin θp,

∂

∂θp

}
, (41)

ŷ � i� sin θp
∂

∂q
+

i

2k⊥

{
cos θp,

∂

∂θp

}
. (42)

Далее, переходя к Фурье образу по отстройке q импульса от значения �k⊥:

ψ̌(p) =
1

k⊥

+∞∫
−∞

e−iqs/�ψ̌(s, θp)ds (43)

мы получаем:

q̂ = −i�
∂

∂s
,

x̂ � s cos θp − i

2k⊥

{
sin θp,

∂

∂θp

}
, (44)

ŷ � s sin θp +
i

2k⊥

{
cos θp,

∂

∂θp

}
. (45)

Заметим, что переменная s имеет смысл координаты вдоль квазиклассической траекто-
рии, определяемой импульсом квазичастицы. В предположении, что магнитное поле на-
правлено вдоль оси z и однородно на масштабах рассматриваемой системы H = −Hz0,
линейное по H слагаемое в уравнениях (36) может быть записано в виде:

e

2mc
{p̂,A} � �eH

2mc
μ̂, (46)

где мы использовали радиальную калибровку векторного потенциала A = [H, r]/2 и
оператор z–проекции углового момента
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μ̂ =
1

�
[r,p]z0 = −i

∂

∂θp

. (47)

В итоге, уравнение (36) вдоль квазиклассической траектории в координатах (s, θp)
выглядит следующим образом:

−iτ̂3�V⊥
∂

∂s
ψ̌ +

(
0 Δ

Δ∗ 0

)
ψ̌ =

(
ε + μ̂

�ωH

2

)
ψ̌, (48)

где ωH = |e|H/mc — циклотронная частота, V⊥ = �k⊥/m, а τ̂1,2,3 — матрицы Паули в
пространстве Намбу (электрон-дырка).
Заметим, что в уравнении (48) опущены члены, квадратичные по H, которые яв-

ляются пренебрежимо малыми в силу предполагаемой малости размеров системы по
сравнению с циклотронным радиусом электронов в металле rH = VF /ωH . Волновая
функция в реальном пространстве может быть записана следующим образом [86, 12]:

Ψ̌(r, θ) =

2π∫
0

eik⊥r cos(θ−θp)ψ̌(r cos(θ − θp), θp)
dθp

2π
, (49)

где введена цилиндрическая система координат (r, θ, z) с осью z, совпадающей с осью
вихря. Для того, чтобы получить из (48) уравнения вдоль определенной траектории,
надо еще раз использовать квазиклассическое приближение, на этот раз для угловой
зависимости волновой функции:

ψ̌(s, θp) = eiSe(θp)ǧ(s, θp) ,

где Se(θp) — угловой эйконал, а прицельный параметр траектории равен

b(θp) = − 1

k⊥

∂Se

∂θp

.

В результате система квазиклассических уравнений Андреева принимает следующий
вид:

−iτ̂3�V⊥
∂ǧ

∂s
+

(
0 Δ

Δ∗ 0

)
ǧ =

(
ε + k⊥b

�ωH

2

)
ǧ , (50)

где Δ = Δ(x, y) и

x = s cos θp − b sin θp ,

y = s sin θp + b cos θp . (51)
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3.3. Многоквантовые вихри: число аномальных ветвей спектра

Анализ подщелевого спектра вихревых конфигураций в мезоскопических системах
мы начнем с наиболее простого случая многоквантового вихря, число аномальных вет-
вей в котором оказывается равным завихренности в расчете на одну проекцию спина
возбуждений [87]. Для доказательства этого важного утверждения удобно ввести так
называемый индекс асимметрии спектра, равный разнице числа положительных и отри-
цательных собственных значений. Изменение этого индекса при изменении прицельного
параметра и определяет число аномальных ветвей. Для полноты изложения здесь мы
приведем подробное доказательство этого свойства в несколько упрощенном виде для
многоквантового вихря в обыкновенном сверхпроводнике с s–симметрией параметра по-
рядка, с использованием градиентного разложения гриновских функций для уравнений
Андреева [105].

Рассмотрим уравнение (50) с параметром порядка, определяемым следующим выра-
жением в случае многоквантового вихря:

Δ = DM (r) eiMθ , (52)
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или в переменных (s, θp):

Δ = ΔM(s, b)eiMθp = DM

(√
s2 + b2

) [
s + ib√
s2 + b2

]M

. (53)

В силу цилиндрической симметрии зависимость функции ǧ от переменной θp можно
исключить с помощью калибровочного преобразования:

ǧ = exp(iMσ̂zθp/2)f̌ . (54)

Тогда квазиклассические уравнения принимают вид:

−iτ̂3�V⊥
∂f̌

∂s
+

(
0 ΔM

Δ∗
M 0

)
f̌ = εf̌ . (55)

Пусть ελ — набор всех собственных чисел уравнения (55), а f̌λ = (uλ, vλ)
T соответ-

ствующие собственные функции (T означает транспонирование). Условие нормировки
собственных функций имеет вид:∫ ∞

−∞

(|uλ|2 + |vλ|2
)
ds = 1, (56)

а условие полноты гласит: ∑
λ

f̌ ∗T
λ (s)f̌λ(s

′) = δ(s − s′)τ̂0, (57)

где τ̂0 - единичная матрица. Поскольку

f̌∗T
λ (s)f̌λ(s

′) =

(
u∗

λ(s
′)uλ(s) v∗

λ(s
′)uλ(s)

u∗
λ(s

′)vλ(s) v∗
λ(s

′)vλ(s)

)
,

условие полноты (57) может быть записано следующим образом:∑
λ

u∗
λ(s

′)uλ(s) = δ(s − s′), (58)

∑
λ

uλ(s)v
∗
λ(s

′) = 0.

Определим далее нормальную G(s, s′) и аномальную F (s, s′) функции Грина следу-
ющим образом:

G(s, s′) =
∑

λ

uλ(s)u
∗
λ(s

′)
ε − ελ

,

F (s, s′) =
∑

λ

vλ(s)u
∗
λ(s

′)
ε − ελ

.

Из уравнения (55) и условий полноты (58) следуют уравнения для гриновских функций:(
ε + i�V⊥

∂

∂s

)
G(s, s′) − ΔM(s, b)F (s, s′) = δ(s − s′), (59)

(
ε − i�V⊥

∂

∂s

)
F (s, s′) − Δ∗

M(s, b)G(s, s′) = 0.

Заметим, что уравнение (55) обладает следующей симметрией: uλ → v∗
λ, vλ → u∗

λ.
Поэтому гриновские функции должны обладать следующим свойством: G,F (s, s′) =

G̃, F̃ (s, s′), где

G̃(s, s′) =
∑

λ

v∗
λ(s)vλ(s

′)
ε − ελ

,

F̃ (s, s′) =
∑

λ

u∗
λ(s)vλ(s

′)
ε − ελ

.
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Из уравнения (55) и условий полноты (58) следуют уравнения для гриновских функций:(
ε + i�V⊥

∂

∂s

)
G(s, s′) − ΔM(s, b)F (s, s′) = δ(s − s′), (59)

(
ε − i�V⊥

∂

∂s

)
F (s, s′) − Δ∗

M(s, b)G(s, s′) = 0.

Заметим, что уравнение (55) обладает следующей симметрией: uλ → v∗
λ, vλ → u∗

λ.
Поэтому гриновские функции должны обладать следующим свойством: G,F (s, s′) =

G̃, F̃ (s, s′), где

G̃(s, s′) =
∑

λ

v∗
λ(s)vλ(s

′)
ε − ελ

,

F̃ (s, s′) =
∑

λ

u∗
λ(s)vλ(s

′)
ε − ελ

.

Затем, используя условие нормировки (56), мы получаем:∫ ∞

−∞

[
G(s, s) + G̃(s, s)

]
ds = 2

∫ ∞

−∞
G(s, s)ds =

∑
λ

1

ε − ελ

.

Делая замену ε → iω проинтегрируем предыдущее соотношение по ω:
1

2π

∫∫ ∞

−∞
G(s, s)dsdω = −Na

4
, (60)

где

Na =
1

4π

∫ ∞

−∞

∑
λ

dω

iω − ελ

=
∑

λ

sign(ελ)

— индекс асимметрии спектра, определяющий разницу между числом положительных
и отрицательных собственных значений энергии. Для того, чтобы вычислить Na удобно
перейти в смешанное представление:

Gq, Fq(S, q) =

∫ ∞

−∞
G,F (S, sr)e

−iqsrdsr,

где S = (s + s′)/2, sr = s − s′. Таким образом, мы получаем:
1

2π

∫∫ ∞

−∞
G(s, s)dsdω =

1

2π

∫∫ ∞

−∞
G(S, sr = 0)dSdω =

1

(2π)2

∫∫∫ ∞

−∞
G(S, q)dSdqdω. (61)

Далее удобно ввести безразмерные величины:

s → s(�V⊥/Δ0), q → q(Δ0/�V⊥), ΔM → Δ0ΔM .

Поскольку

s = S +
sr

2
→ S +

i

2

∂

∂q
;

∂

∂s
→ 1

2

∂

∂S
+ iq,

то мы получаем следующие уравнения для Gq, Fq(S, q):[
iω −

(
q − i

2

∂

∂S

)]
Gq + ΔM

(
S +

i

2

∂

∂q

)
Fq = 1, (62)

[
iω +

(
q − i

2

∂

∂S

)]
Fq + Δ∗

M

(
S +

i

2

∂

∂q

)
Gq = 0. (63)

Предполагая, что функция ΔM(s) достаточно медленная, можно использовать раз-
ложение в ряд Тейлора:

ΔM

(
S +

i

2

∂

∂q

)
= ΔM(S) + Δ′

M(S)
i

2

∂

∂q
.
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При условии, что пространственная неоднородность мала, в нулевом порядке можно
пренебречь градиентными слагаемыми ∂S, ∂q. Тогда, решая в нулевом приближении
уравнения для функций Gq, Fq, мы находим, что

Gq0 = − iω + q

ω2 + q2 + |ΔM |2 , (64)

Fq0 = − Δ∗
M

ω2 + q2 + |ΔM |2 . (65)

Однако, подставив функцию Gq0 в выражение (61), мы получим что интеграл в левой
части (60) обращается в нуль из-за нечетности Gq0 по ω. Таким образом, чтобы найти
правильное выражение для индекса асимметрии Na, необходимо найти функции Грина
в следующем порядке малости по градиентам. Из уравнений (62),(63) получаем:

(iω − q) Gq1 − ΔMFq1 = − i

2

∂Gq0

∂S
+ Δ′

M

i

2

∂Fq0

∂q
,

(iω + q) Fq1 − Δ∗
MGq1 =

i

2

∂Fq0

∂S
+ Δ′∗

M

i

2

∂Gq0

∂q
.

После несложных преобразований мы приходим к следующему равенству:(
ω2 + q2 + |ΔM |2) Gq1 =

− i

2

(
ΔM

∂

∂S
+ (iω + q)

∂ΔM

∂S

∂

∂q

)
Fq0 − i

2

(
ΔM

∂Δ∗
M

∂S

∂

∂q
− (iω + q)

∂

∂S

)
Gq0.

Правая часть этого уравнения может быть переписана в следующем виде:

− i

2

[ |ΔM |2
iω + q

− (iω + q)

]
∂Gq0

∂S
−

i

2

[
ΔM

∂Δ∗
M

∂S

(
Gq0

iω + q
+

∂Gq0

∂q

)
+ (iω + q)Δ∗

M

∂ΔM

∂S

∂

∂q

(
Gq0

iω + q

)]
.

Слагаемое в первых скобках дает нуль при интегрировании по S. Выражение во вторых
квадратных скобках может быть записано как

i

4

∂|ΔM |2
∂S

∂Gq0

∂q
+

i

2

Gq0

iω + q

(
ΔM

∂Δ∗
M

∂S
− c.c.

)
.

Первый член также дает нуль при интегрировании по S в выражении (61). В итоге мы
получаем, что ненулевой вклад в интеграл (61) дает следующая часть функции Gg:

G̃q1 = − |Δ2
M |

(ω2 + q2 + |ΔM |2)2

∂ϕ

∂S
,

где ϕ(S) = −M arctan(s/b) - фаза параметра порядка ΔM(s, b) (напомним, что M - зна-
чение завихренности). Теперь мы можем вычислить интеграл

1

(2π)2

∫∫∫ ∞

−∞
G(S, q)dSdωdq.

Интегрирование по переменным ω и q удобнее провести в полярных координатах: dωdq =
2πrdr

1

(2π)2

∫∫ ∞

−∞
G(S, q)dSdω =

1

(2π)2

∫∫ ∞

−∞
G1q(S, q)dSdωdq = M

sign(b)

4
.

Таким образом, индекс асимметрии равен: Na = −Msign(b). Это означает, что в М–
квантовом вихре имеется М аномальных спектральных ветвей, которые пересекают
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уровень Ферми при некоторых значениях прицельного параметра b. Заметим, что из-
ложенная теория позволяет лишь сделать вывод о количестве аномальных веток. Для
того, чтобы более точно найти вид спектра, необходимо учесть все члены градиентно-
го разложения функций Грина G,F (S, q), или, что то же самое, решить спектральную
задачу для уравнения (55). В общем случае, спектральная задача может быть решена
только численно. Однако, в случае малых энергий |ε| � Δ0, оказывается возможным
найти аналитическое выражение для аномальных ветвей, которое очень хорошо совпа-
дает с численными результатами.
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3.4. Многоквантовые вихри: аналитическое решение уравнений Андреева
Процедура нахождения спектра Кароли – де Жена – Матрикона для уравнения (55)

была разработана в работе [87] для случая одноквантового вихря (M = 1) и факти-
чески основана на использовании теории возмущений по малому параметру |ε|/Δ0. С
помощью функций GR = ReΔM , GI = ImΔM , уравнение (55) может быть переписано в
следующем виде:

−iτ̂3
�

2k⊥
m

∂f̌

∂s
+ τ̂1GRf̂ − τ̂2GI f̌ = εf̌ . (66)

Заметим, что уравнение (66) имеет точное решение при ε = 0 и GI ≡ 0:

f̌± =

(
1

±i

)
exp

(
± m

�2k⊥

∫ s

0

GRds

)
. (67)

При условии, что GR является нечетной функцией s, стремящейся к конечному зна-
чению при |s| → ∞, одно из этих решений затухает как при положительных, так и
при отрицательных значениях s. Используя это локализованное решение как нулевое
приближение, спектр можно найти в первом порядке теории возмущений, предполагая
|ε| � Δ0.
Для произвольного значения завихренности функция GR не обязательно является

нечетной. Для того, чтобы воспользоваться теорией возмущений, необходимо проделать
калибровочное преобразование [106, 107]

f̌ =

(
s + iσ̂zb√

s2 + b2

)β

w̌ , (68)

где новая волновая функция w̌ удовлетворяет следующему уравнению:[
−iτ̂3

�
2k⊥
m

∂

∂s
+ τ̂1G

(β)
R − τ̂2G

(β)
I + εd

]
w̌ = εw̌. (69)

Здесь

εd = −β
�

2k⊥
m

b

s2 + b2
(70)

— допплеровский сдвиг энергии, а

G
(β)
R = DM

(√
s2 + b2

)
Re

{[
s + ib√
s2 + b2

]M−2β
}

,

G
(β)
I = DM

(√
s2 + b2

)
Im

{[
s + ib√
s2 + b2

]M−2β
}

(71)

действительная и мнимая части недиагонального потенциала соответственно. Выби-
рая β таким образом, чтобы значение M − 2β было нечетным, можно добиться того,
чтобы G

(β)
R (s) будет нечетной функцией. Сравнивая (69) и (66) нетрудно видеть, что

в результате такого калибровочного преобразования в уравнении появляется доппле-
ровский сдвиг уровней энергии (70). В принципе, слагаемые εd и G

(β)
I по отдельности

Δ
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3.5. Трансформация аномальных ветвей спектра в мезоскопическом сверхпроводнике

не обязательно малы по сравнению с Δ0. Поэтому теория возмущений работает только
тогда, когда поправки для энергии уровней от членов σ̂yG

(β)
I и εd почти компенсируют

друг друга. Аномальные ветви спектра пересекают уровень Ферми при некоторых зна-
чениях прицельного параметра −μj/k⊥, поэтому теория возмущений должна работать
вблизи этих точек.
Итак, в качестве функции нулевого приближения мы используем

w̌β =

(
1

−i

)
exp

(
− m

�2k⊥

∫ s

0

G
(β)
R ds

)
.

Подставляя w̌β в уравнение (69), умножая слева на w̌+
β , мы получаем выражение для

спектра

ε
(β)
M =

∫ ∞
0

[
εd + G

(β)
I (s)

]
e−K(s) ds∫ ∞

0
e−K(s) ds

, (72)

где

K(s) =
2m

�2k⊥

∫ s

0

G
(β)
R (t) dt . (73)

Для одноквантового вихря (M = 1) надо положить β = 0, тогда выражение (72) дает
спектр Кароли – де Жена – Матрикона [11]. Чтобы получить спектр двухквантового
вихря (M = 2), необходимо выбрать значение параметра β = 1/2, спектр трёхкванто-
вого вихря (M = 3) получается при β = 0 и β = 1, и т. д.
Типичное поведение аномальных веток для случаев M = 1, 2, 3 показано на Рис.

6. Сравнивая спектры ε
(β)
M с результатами численного решения спектральной задачи

для уравнения (66), нетрудно видеть, что аналитический метод, основанный на теории
возмущений дает очень точное выражение для аномальных веток спектра в области
малых энергий.
Чтобы перейти от непрерывной квазиклассической переменной b к дискретным зна-

чениям μ надо учесть квантование углового момента μ = −k⊥b с помощью правила
Бора–Зоммерфельда, примененного к паре канонических переменных (μ, θp) [108, 109]:

∫ 2π

0

μ(θp)dθp = 2π(n + η), (74)

где n - целое число, а η = {M/2}, где {...} - взятие дробной части. В случае нечетного
(четного) значения завихренности M получаем μ = n + 1/2 (μ = n).

Как уже обсуждалось выше, существуют два механизма трансформации аномальных
веток спектра в многовихревых конфигурациях: (i) туннелирование квазичастиц меж-
ду состояниями, локализованными на близко расположенных вихрях; (ii) нормальное
рассеяние квазичастиц, которое начинает играть существенную роль, когда вихри рас-
положены достаточно близко к границе образца. Для того, чтобы изучить оба этих ме-
ханизма, рассмотрим две модельные задачи: (i) электронная структура многовихревой
конфигурации, расположенной достаточно далеко от границ образца, так, что можно
пренебречь граничными эффектами; (ii) изменение электронной структуры вихря при
его приближении к границе сверхпроводника.

— Переход от многоквантового вихря к вихревой молекуле
В этом разделе мы рассмотрим модификацию квазичастичного спектра многовихре-

вой конфигурации при изменении расстояния между вихрями от 0 (что соответствует
многоквантовому вихрю) до значений, намного превышающих размер вихревого кора,
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когда вихри могут считаться практически изолированными. Чтобы избежать излишней
сложности рассмотрения, мы сосредоточимся на случае, когда вихревая конфигурация
состоит из двух вихрей, расположенных на расстоянии a, которое контролируется внеш-
ним магнитным полем.
Предполагается, что вихри ориентированы вдоль оси z, тогда в плоскости (xy) коор-

динаты сингулярностей фазы параметра порядка можно выбрать следующим образом
r1,2 = (±a/2, 0). Для квазичастиц, распространяющихся вдоль квазиклассических тра-
екторий можно определить проекции углового момента μ = [r,kF ]·z0 = kF r sin(θp−θ) на
ось вихря, расположенного в точке ri. Если пренебречь туннелированием квазичастиц
между вихрями, то волновая функция может быть представлены в виде суперпозиции
состояний, локализованных на различных вихрях с энергиями:

εv1 = −ω[μ − (k⊥a/2) sin θp],

εv2 = −ω[μ + (k⊥a/2) sin θp].

Рассмотрим окрестность точки вырождения спектра, например, θp = 0 (см. Рис. 7(a)).
Траектория с углом ориентации |θp| � ξ/a проходит через коры обоих вихрей, и поэто-
му трансформация спектра за счет перекрытия волновых функций может быть найдена
в рамках стандартной теории возмущений для почти вырожденной двухуровневой си-
стемы [110]:

−1

0

1

ε/
Δ 0

−1

0

1

ε/
Δ 0

−3 −2 −1 0 1 2 3
−1

0

1

b/ξ

ε/
Δ 0

(a)

(b)

(c)

Рис. 6: Аномальные ветви спектра как функции прицельного параметра b для kz = 0, получен-
ные из уравнения (72) (пунктирные линии) для M = 1 (a), M = 2 (b), M = 3 (c). Аномальные
ветви, полученные с помощью численного решения уравнений (55), показаны сплошными ли-
ниями. Профиль параметра порядка задается функцией: DM (r) = Δ0(r/

√
r2 + ξ2)M , значение

параметра kF ξ = 200.
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[ ]
(ε − εv1)(ε − εv2) = (δε)2, (75)

Трансформация спектра (75) приводит к расщеплению изоэнергетических линий на
плоскости μ − θ в окрестности точки вырождения спектра (θp = 0 в нашем случае).

ωμ = −ε ±
√

ω2(kF a/2)2θ2
p + (δε)2 . (76)

Туннелирование квазичастиц между вихрями определяется экспоненциально малым
перекрытием волновых функций, локализованных в окрестности коров, таким образом,
что расщепление уровней энергии определяется фактором δε ∼ Δ0 exp(−a/ξ). Таким
образом, оценка расщепления δμ � δε/ω изоэнергетических линий на плоскости (μ, θp)
имеет вид:

δμ(a) ∼ kF ξ exp

(
−a

ξ

)
. (77)

Приведенное выше рассмотрение справедливо в случае, когда изменение спектра за
счет перекрытия волновых функций не слишком велико. Это означает, что вихри не
должны быть расположены слишком близко, то есть мы имеем ограничение на рассто-
яние между вихрями a � ξ.
Для того, чтобы исследовать трансформацию спектра в области расстояний a ≤ ξ

необходимо численно решить квазиклассические уравнения Андреева (50) и найти та-
ким образом изоэнергетические линии на плоскости μ−θp. Получающиеся в результате
квазиклассические орбиты в системе состоящей из двух вихрей показаны на Рис. 7(a)
для a = 2.5ξ и a = 1.5ξ. Из Рис. 7 видно, что расщепление квазиклассических орбит
растет по мере уменьшения a. Когда a ∼ ξ, расщепление становится настолько большим
(δε ∼ Δ0), что простые уравнения (76),(91) уже не работают, так как спектр искажается
на всем интервале углов 0 < θp < 2π, а не только в окрестности точек вырождения.
Таким образом, при уменьшении расстояния a, орбиты b = ±(a/2) sin θp, соответству-
ющие двум изолированным вихрям, переходят в две линии μ = ±μ0, соответствующие
двух–квантовому вихрю (показаны коротким пунктиром на Рис. 7(a)).
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При больших расстояниях a ≥ ξ расщепление квазиклассических орбит в точках
вырождения спектра мало. Начиная с некоторого расстояния необходимо учитывать
туннелирование Ландау–Зинера между классическими орбитами (μ, θp) плоскости, ве-
роятность которого определяется следующим образом [110]:

W = exp

(
−4Im

∫ iθ∗p

0

μ(θp) dθp

)
, (78)

где θ∗p = 2δε/(ωk⊥a) и μ(θp) находится из уравнения (76) с нижним знаком. В результате
получаем следующее выражение для вероятности туннелирования между квазикласси-
ческими орбитами:

W = exp(−2π(δμ/Δμ)2) , (79)
где Δμ =

√
k⊥a — квантово–механическая неопределенность углового момента. Таким

образом, туннелированием между квазиклассическими орбитами можно пренебречь,
если δμ � Δμ.
Изложенные выше результаты для системы двух вихрей могут быть непосредствен-

ным образом обобщены на систему M вихрей. В этом случае мы имеем M квазикласси-
ческих орбит на плоскости (μ, θp). Расстояние между орбитами в точках вырождения,
то есть при таких значениях параметров, когда траектория проходит через несколько
вихрей одновременно, зависит от расстояния между соответствующими вихрями. Сле-
дуя работам [108, 109], дискретные уровни энергии могут быть получены с помощью
правила квантования Бора-Зоммерфельда для канонически сопряженных переменных
μ и θp: ∫ 2πnθ

0

μ(θp)dθp = 2π(n + η), (80)
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Рис. 7: Квазиклассические орбиты на плоскости μ− θp для случая ε = 0. (a): система из двух
вихрей на расстоянии a = 2.5ξ (сплошные линии) и a = 1.5ξ (пунктирные линии). Коротким
пунктиром показаны орбиты, соответствующие двухквантовому вихрю, то есть a = 0. (b):
система вихрь–антивихрь, a = 2.5ξ (сплошные линии), a = 1.7ξ (пунктирные линии) и a = 1.6ξ
(штрих-пунктирные линии).

где n и nθ - целые числа, 2πnθ - период функции μ(θp) (1 ≤ nθ ≤ M), а η- некоторое
число порядка 1. Заметим, что период μ(θp) может быть больше, чем 2π (nθ > 1),
если нельзя пренебречь переходами Ландау–Зинера между некоторыми орбитами. В
зависимости от отношения δμ(aij)/Δμ правило квантования (80) должно применяться
к орбитам μi(θp) или μ∗

i (θp). В интервале импульсов

kF

√
1 − [min(aij)/ac]2 � |kz| < kF (81)

расщепление изоэнергетических линий несущественно, поскольку δμ(aij) � Δμ. Поэто-
му уравнение (80), примененное к орбитам μi(θp), определяет спектр Кароли – де Жена
– Матрикона, характеризующийся минищелью на уровне Ферми ω0/2 = ω(kz = 0)/2. В
случае min(aij) > ac ответ Кароли – де Жена – Матрикона справедлив во всем интер-
вале импульсов квазичастиц. Если же вихри образуют кластер, появляется некоторый
интервал импульсов |kz| < k∗

z ,

k∗
z = kF

√
1 − [min(aij)/ac]2 , (82)

где квазичастичное туннелирование между вихрями приводит к качественной пере-
стройке спектра. В этом случае спектр может быть получен применением правила
квантования (80) к модифицированным орбитам μ∗

i (θp):

εni(kz) ≈ Δ0

ξ

[
n + ζ

k⊥
+ bi(r1, ..rM)

]
, (83)
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где i = 1, .., M . Легко видеть, что спектр (83) переходит в спектр многоквантового вих-
ря [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94] в пределе aij → 0, когда |bi| � ξ. Значения эффективных
прицельных параметров bi(r1, ..rM) определяются геометрией и размерами вихревого
кластера. Рассматривая в качестве примера двух (трех)–вихревую конфигурацию, мы
получаем, что b1,2 ∼ ±a (b1,3 ∼ ±a, b2 = 0). Следует отметить, что выражение (83)
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лишь качественно описывает трансформацию спектра системы M вихрей в режиме,
когда можно пренебречь туннелированием между квазиклассическими орбитами. Как
уже было отмечено выше, туннелирование необходимо учесть для того, чтобы описать
переход к спектру изолированных вихрей. При этом, оказывается недостаточно квази-
классической формулы для вероятности туннелирования (78), справедливой только для
W � 1. В следующем разделе на примере системы двух вихрей будет решена задача о
спектре квазичастиц с учетом межвихревого туннелирования. Из результатов решения
этой задачи будет видно, каким образом происходит переход от спектра изолированного
вихря к спектру многоквантового вихря при уменьшении расстояния между вихрями.

— Система двух вихрей: решение задачи о спектре
В случае, если изолированный одноквантовый вихрь расположен в точке r = 0, а

распределение параметра порядка имеет вид Δ1(r) = D1(r)e
iθ, стандартное решение

уравнений Андреева, описывающее квазичастицы, локализованные в коре вихря имеет
вид: ψ̌ = exp(iμθp)ψ̌0(s, θp), где

ψ̌0(s, θp) = exp

(
i

2
τ̂3θp

) √
Δ0

2�V⊥Λ

(
1

−i

)
e−K(s) ,

K(s) =
1

�V⊥

s∫
0

tD1(t)

|t| dt , Λ =
2Δ0

�V⊥

+∞∫
0

e−2K(t)dt .

Следующий наш шаг состоит в том, чтобы найти волновую функцию в системе из
двух вихрей, расположенных в точках r± = (±a/2, 0). Мы будем рассматривать предел
больших расстояний между вихрями a > ξ, поскольку, как было показано в предыду-
щем разделе, именно при таких расстояниях становится существенным туннелирование
между квазиклассическими орбитами и происходит формирование спектра изолирован-
ных вихрей. При таких предположениях естественно использовать приближение силь-
ной связи для волновой функции квазичастиц:

ψ̌ = c+(θp)T̂+ψ̌0(s, θp) + c−(θp)T̂−ψ̌0(s, θp) , (84)

где оператор

T̂± = exp

(
iτ̂3ϕ±

2
∓ a cos θp

2

(
ik⊥ +

∂

∂s

)
± ik⊥a

2

)
сдвигает состояния Кароли – де Жена – Матрикона, соответствующие изолированно-
му вихрю в точки r± = (±a/2, 0), ϕ± - регулярная часть фазы параметра порядка в
центре правого (левого) вихря. Коэффициенты разложения c± удовлетворяют условию
c±(θp + 2π) = −c±(θp), которое обеспечивает однозначность волновой функции. В уг-
ловых интервалах | sin θp| > ξ/a траектория квазичастиц проходит только через один
вихрь, поэтому состояния локализованы лишь на одном из вихрей: c+ = 0 или c− = 0.
Угловые интервалы | sin θp| < ξ/a требуют отдельного рассмотрения, поскольку в

этом случае траектория может проходить через центры двух вихрей одновременно.
Подставляя выражение (84) в квазиклассические уравнения с гамильтонианом (48),

умножая на функции
(
T̂±ψ̂0

)†
, и интегрируя по s, мы получаем:

−ωμ̂č − teiτ̂3k⊥a(cos θp−1)τ̂1č = εč , (85)
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где č = (c+, c−). Для траекторий с углами θp, близкими к 0 или π приближенное выраже-
ние для амплитуды туннелирования между вихрями имеет вид: t � Δ0e

−akF /(ξk⊥). Для
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дальнейших вычислений удобно ввести функцию b̌ = exp(iεθp/ω− ik⊥aτ̂3(cos θp−1)/2)č.
Тогда в интервале углов |θp| � ξ/a уравнение (85) имеет вид :

−ωμ̂b̌ +
k⊥aω

2
θpτ̂3b̌ − tτ̂1b̌ = 0 . (86)

Последнее уравнение описывает межзонное туннелирование в полупроводниках [111],
а также одномерное движение дираковского электрона в однородном электрическом
поле. Его решение может быть выражено через функции параболического цилиндра
Diα(σ):

b̌ =

(
d1Diα(σ) + d2Diα(−σ)√−iα(d1Diα−1(σ) − d2Diα−1(−σ))

)
, (87)

где α = t2/(ω2k⊥a) ∼ (δμ(a)/Δμ)2, и σ = θp

√
k⊥a/i. Рассматривая асимптотики функ-

ций Diα(σ) при значениях аргумента max[α, 1]/
√

k⊥a � |θp| < ξ/a получаем: b̌(θp > 0) =

Ŝb̌(θp < 0), где
Ŝ = e−παÎ + ieiτ̂3γ (τ̂2Reτ + τ̂1Imτ) e−iτ̂3γ ,

τ = τ(α) =
2Γ(1 − iα)√−2πiα

e−πα/2 sinh(πα) ,

Î — единичная матрица γ = k⊥aθ2
p/4 + α ln(|θp|

√
k⊥a), и Γ(x) - гамма функция. При

углах θp, близких к π (|θp − π| � ξ/a) решение может быть получено из решения для
углов близких к нулю (|θp| � ξ/a): b̌(|θp − π|) = τ̂1b̌(|θp|). Сшивая волновые функции в
различных угловых интервалах и используя условие периодичности č(θp) = −č(θp +2π)
получаем выражение для спектра:

cos(πε/ω) = ±e−πα/2
√

2 sinh(πα) sin(πχ) , (88)

где πχ = k⊥a + α ln(k⊥ξ2/a) + arg(Γ(1 − iα)) + π/4. Обобщение процедуры сшивки на
случай M− квантового вихря представляется очевидным. Спектр, расчитанный на ос-
нове уравнения (88) показан на Рис. 8(a) для типичного значения параметра kF ξ = 200
при расстоянии между вихрями a > ac (Рис.8(a)) и a < ac (Рис.8(b)).
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Рис. 8: Квазичастичный спектр системы из двух вихрей, рассчитанный с помощью выраже-
ния (88) для a = 5ξ (a) и a = 3.5ξ (b). Спектр Кароли – де Жена – Матрикона показан
пунктирными линиями.

Легко видеть, что трансформация спектра ε(kz) согласуется с результатами каче-
ственного рассмотрения в предыдущем разделе. При уменьшении расстояния, когда a
становится меньше ac, начинается переход к спектру двухквантового вихря в области
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малых kz, удовлетворяющих условию α > 1. При α � 1 мы получаем спектр Кароли –
де Жена – Матрикона с малыми осциллирующими поправками

ε − ω(n + 1/2) � ∓(−1)nω
√

2α/π sin(k⊥a + π/4) . (89)

Эффективное значение минищели εmin = ω0(1/2 − √
2α/π) обращается в ноль при a ∼

ac. Для промежуточных значений
√

k⊥ξ2/a � α � 1 спектр имеет вид (83), если
принять b1,2 = ±χ/k⊥. Это выражение совпадает с результатом решения уравнения
(85) в рамках стандартного квазиклассического приближения в пределе α � 1

πχ

k⊥a
= 1 +

ξ/a∫
0

(√
θ2

p +
4α

k⊥a
− θp

)
dθp . (90)

Как будет показано в следующих разделах, описанная здесь трансформация спектра
за счет туннелирования квазичастиц между вихрями приводит к существенному изме-
нению таких экспериментально измеримых характеристик, как плотность состояний и
тепловой кондактанс вдоль вихревых линий.

— Нормальное рассеяние квазичастиц: вихрь около границы образца
Напомним, что обсуждая в предыдущей секции поведение аномальных ветвей спек-

тра, мы пренебрегали эффектами, связанными с нормальным рассеянием квазичастиц,
предполагая, что вихри находятся достаточно далеко от границ сверхпроводника. Это
предположение, естественно, нарушается в случае, когда расстояние между вихрями
становится сравнимым с размерами сверхпроводящего образца. С ростом размера вих-
ревого кластера Lv некоторые из вихрей могут приблизиться к поверхности настолько,
что их спектр будет определяться нормальным отражением от границы. Если размеры
сверхпроводника достаточно малы, влияние нормального отражения квазичастиц от
границы будет существенным даже в случае, когда вихрь расположен в центре образца
[13, 86]. Для того, чтобы разделить эффекты, связанные с межвихревым туннелирова-
нием и нормальным отражением, мы рассмотрим модельную задачу, когда расстояние
между вихрями настолько велико (т.е. aij > ac), что вихревые квазичастичные состоя-
ния практически не взаимодействуют. Таким образом, мы будем исследовать модифика-
цию аномальной ветви спектра в случае, когда один вихрь расположен вблизи границы
сверхпроводник/изолятор (вакуум). Предполагается, что граница является гладкой и
зеркально отражающей в плоскости xy, перпендикулярной вихревой линии.

На плоскости (μ, θp) мы можем определить изоэнергетические линии, соответствую-
щие падающей и отраженной траекториям. Пересечение этих линий в области углов
|θp| � 1 соответствует ситуации, когда обе траектории проходят через кор вихря. Вы-
рождение в точке пересечения должно быть снято за счет расщепления уровней из–за
взаимодействия состояний на падающей и отраженной траекториях.

Для того, чтобы обрисовать качественную картину трансформации вихревого спек-
тра, в данном разделе мы рассмотрим более детально простейшую ситуацию, когда
вихрь расположен в точке (−a/2, 0) вблизи плоской границы сверхпроводника, зани-
мающего полуплоскость x < 0. Если пренебречь отражением квазичастиц от грани-
цы, изоэнергетическая линия на плоскости (μ, θp) определяется уравнением μv(θp) =
−ε/ω − (k⊥a/2) sin θp. Для плоской поверхности параметры падающих и отраженных
траекторий соотносятся следующим образом: b̃ = −b и θ̃p = π− θp. В результате мы по-
лучаем еще одну изоэнергетическую линию: μav(θp) = −μv(π−θp) = ε/ω+(k⊥a/2) sin θp,
которая соответствует отраженным траекториям. Заметим, что μav(θp) совпадает с изо-
энергетической линией, соответствующей мнимому антивихрю, расположенному в точ-
ке (0, a/2) вне сверхпроводящей области. Это означает, что спектр вихря около плоской
поверхности может быть получен из рассмотрения спектра системы вихрь–антивихрь.
В самом деле, параметр порядка, соответствующий системе вихрь–антивихрь не из-
меняется при операции отражения в плоскости x = 0: Δ(x, y) = Δ(−x, y), что озна-

ˇ ˇ
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р р ц р ( , y) ( , y),
чает соответствующую симметрию волновых функций: Ψ̌(x, y) = ±Ψ̌(−x, y). Нечет-
ные волновые функции удовлетворяют граничным условиям на плоской поверхности
Ψ̌(0, y) = 0. Что касается четных волновых функций, то они удовлетворяют другому
условию: ∂Ψ̌(0, y)/∂x = 0, и соответствующие уровни энергии должны быть исключены,
для того, чтобы получить спектр вихря около плоской границы.

Изоэнергетические линии μv,av(θp) = ±[ε/ω + (k⊥a/2) sin θp] пересекаются в некото-
рых точках, в частности, при θp = πn в случае ε = 0, где n — целое число. Вырож-
дение в точках пересечения снимается за счет расщепления, аналогично случаю систе-
мы двух вихрей. Рассматривая взаимодействие двух состояний с близкими энергиями
εv = −ω[μ + (k⊥a/2) sin θp] и εav = ω[μ − (k⊥a/2) sin θp], мы снова получаем секуляр-
ное уравнение (75) с εv1 = εv и εv2 = εav. Таким образом, квазиклассические орбиты в
окрестности точки вырождения θp = 0 определяются следующим выражением:

ε = ±
√

(ωμ)2 + (δε)2 − ω(k⊥a/2)θp . (91)

Классически запрещенная область углов при ε = 0 имеет ширину δθp = 4δε/(ωk⊥a).
Можно предположить, что появление такой запрещенной области углов объясняет про-
вал в профиле локальной плотности состояний, который наблюдался при численном
исследовании спектра вихря вблизи плоской границы [85]. Как будет показано ниже,
появление запрещенной области углов действительно приводит к подавлению плотно-
сти состояний на уровне Ферми.

На Рис. 7b показаны изоэнергетические линии в системе вихрь–антивихрь с рассто-
яниями a = 2.5ξ, a = 1.7ξ, и a = 1.6ξ. Из этого рисунка видно, что в отличии от случая
пары вихрей, уменьшение расстояния между вихрем и антивихрём приводит к сжатию
квазиклассических орбит. При значении расстояния a/ξ = 1.5 квазиклассические ор-
биты, соответствующие энергии ε = 0 стягиваются в точку θp = ±π/2, μ = ±a/2, что
соответствует значительному подавлению плотности состояний на уровне Ферми.

В области больших расстояний a � ξ расщепление квазиклассических орбит мало,
также как и для пары вихрей. Для того, чтобы оценить вероятность туннелирования
между квазиклассическими орбитами, используем теорию переходов Ландау-Зинера. В
данном случае вероятность туннелирования равна:

W = exp

(
−4Im

∫ iμ∗

0

θp(μ) dμ

)
, (92)

где μ∗ = δε/ω и θp(μ) определяется уравнением (91) с верхним знаком. В итоге мы по-
лучаем оценку для вероятности туннелирования W ∼ exp(−2π(δθp/Δθp)

2), где Δθp ∼
(k⊥a)−1/2-квантово–механическая неопределенность угла ориентации траектории. Та-
ким образом, туннелирование между квазиклассическими орбитами несущественно по-
ка δθp � Δθp, т.е. при d < dc, где dc ∼ (ξ/2) ln(k⊥ξ) - критическое расстояние вихря от
поверхности.

В случае вихря около плоской границы возможно также и более строгое решение
задачи о спектре в рамках подхода, изложенного в предыдущем разделе для пары вих-
рей. Общий сценарий трансформации спектра при приближении вихря к поверхности
показан на Рис. 9.

Таким образом, в случае если вихрь находится вблизи границы сверхпроводника,
спектр квазичастиц, локализованных в коре вихря, существенным образом искажа-
ется. Причиной такого поведения спектра является интерференция квазичастичных
волн при отражении от границы. Следует отметить, что хотя мы рассмотрели толь-
ко простейший случай плоской границы сверхпроводника, качественный вид спектра,
изображенного на Рис. 9, а также вывод о том, что при приближении вихря к поверх-
ности происходит подавление плотности состояний, справедливы также и для границ,
характеризующихся конечным значением кривизны. Однако, в ходе нашего анализа
мы сделали существенное предположение о том, что сверхпроводник является полубес-
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конечным. Иными словами, мы рассмотрели лишь однократное нормальное отражение
квазичастичной волны. Очевидно, что это предположение в общем случае не справедли-
во в сверхпроводящих образца конечных размеров, где квазичастицы могут испытывать
многократное рассеяние на границах. Чтобы понять, к каким последствиям приводит
многократное рассеяние на границе, в следующем разделе мы рассмотрим модельную
задачу о спектре квазичастиц в случае, когда вихрь находится в центре мезоскопиче-
ского сверхпроводника, имеющего форму диска.

— Вихрь в мезоскопическом диске
Задача о спектре низкоэнергетических состояний, локализованных в коре вихря, рас-

положенного в центре мезоскопического диска радиуса R � ξ рассматривалась в ра-
ботах [13, 86]. Напомним, что в окрестности центра вихря распределение параметра
порядка имеет вид Δ(r) = DM(r)eiMθ, где M = ±1 — завихренность, DM(r) — модуль
параметра порядка, (r, φ) — система полярных координат, причем начало координат
r = 0 совпадает с центром диска. Все отличие данной задачи от рассмотренного вы-
ше случая вихря в бесконечном сверхпроводнике состоит в том, что теперь на границе
диска при r = R должно выполняться условие:

Ψ̌(R, θ) = 0. (93)

Заметим, что в силу выбора аксиально симметричной модельной геометрии задачи,
одним из квантовых чисел, также как и в задаче о спектре вихря в бесконечном сверх-
проводнике, является проекция углового момента на ось z. Таким образом, мы можем
разделить переменные r и ϕ, что существенно упрощает задачу о нахождении спектра.
Еще одно упрощение связано с использованием квазиклассического подхода, развитого
в Разделе 3.2.

Благодаря аксиальной симметрии задачи, квазиклассическое уравнение Андреева
(50) допускает разделение переменных s и θp таким образом, что волновую функцию
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Рис. 9: Квазичастичный спектр для вихря около плоской границы на расстоянии d = 2.5ξ (a),
d = 1.75ξ (b). Спектр Кароли – де Жена – Матрикона показан пунктирными кривыми.

можно записать в виде
ψ̌(s, θp) = eiμθp+iMτ̂3θp/2Ǧμ(s), (94)

где μ = n + χ/2 — проекция углового момента на ось z, n — целое число, M — завих-
ренность. Мы будем рассматривать траектории, проходящие близко к центру вихря,
т.е., имеющие малый прицельный параметр b � ξ, что соответствует |μ| � kF ξ. Тогда
оператор щели Δ̂ в (s, θp) представлении имеет вид:

Δ̂ =
DM(s)

2|s|
{
(s + Mμ̂/kF ), eiMθp

}
. (95)
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Соответственно, функция Gμ удовлетворяет следующему уравнению:

−i�VF τ̂3
∂

∂s
Ǧμ + Û(s)Ǧμ =

(
ε − μ

kF ξ
Ŵ (s)

)
Ǧμ, (96)

где матрицы Û , Ŵ (s) определены при −R < s < R:

Û(s) = DM(s)
s

|s| τ̂1

Ŵ (s) = DM(s)
ξ

|s| τ̂2

Для того, чтобы вывести граничное условие для функции вдоль траектории Gμ(s) пре-
образуем выражение (49) с помощью метода стационарной фазы. Для данного значения
μ мы получаем:

Ψ̌(R, θ) = ei(kF s∗−π/4)ψ(s∗, θ1) + ei(π/4−kF s∗)ψ̌(−s∗, θ2),

где s∗ =
√

R2 − (μ/kF )2, а точками стационарности являются θ1 = θ + arcsin(μ/kF R)
и θ2 = θ + π − arcsin(μ/kF R). Таким образом, при |μ| � kF ξ мы получаем граничное
условие для Gμ(s):

Ǧμ(R) = eiα−iτ̂3ϕǦμ(−R) (97)
где α = (μ − 1/2)π − 2kF R и ϕ = M [μ/(kF R) − π/2].
Мы будем предполагать, что размер диска достаточно большой: R > ξ, поэтому есте-

ственно искать решение уравнения (96), дополненного граничными условиями (97) с
помощью приближения сильной связи. Для этого рассмотрим продолжение функции
Ǧμ(s) и коэффициентов Û , Ŵ (s) уравнения (96) на всю ось −∞ < s < ∞ используя
условия периодичности:

Ǧμ(s + 2R) = eiα−iτ̂3ϕǦμ(s)

Û , Ŵ (s + 2R) = e−2iτ̂3ϕÛ , Ŵ (s).

Решение уравнения (96) будем искать в виде суперпозиции функций, локализованных
при sn = 2nR, которые описывают квазичастицы в коре вихря:

Ǧμ =
∑

n

V̌n, (98)

где общий член ряда равен:

V̌n(s) = ein(α−τ̂3ϕ)e−KM (s−sn)eiτ̂3π/4

(
1

1

)
,

KM(s − sn) =

∫ s

sn

DM(s − sn)sign(s − sn)
ds

ξ
.
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Следуя стандартному методу сильной связи, мы подставляем решение в виде (98) в
уравнение (96), умножаем на V ∗

n слева и интегрируем по s, учитывая перекрытие лишь
ближайших соседей. Опуская детали вычислений, приведем лишь итоговое выражение
для спектра в виде

εμ = ε(0)
μ + δ cos α , (99)

где δ = Δ0/(Λ cosh[2K(R)]),

Λ =
2mΔ0

�2kr

∫ ∞

0

e−2K(r) dr .
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и ε
(0)
μ = −ωμ — спектр Кароли – де Жена – Матрикона для вихря в бесконечном сверх-

проводнике. На Рис. 10 показаны типичные спектры, вычисленные по формуле (99) для
типичных значений параметров сверхпроводника Δ0/EF = 0.01 или kF ξ ≈ 200. В рас-
чётах был использован модельный профиль параметра порядка |Δ(r)| = Δ0r/

√
r2 + ξ2,

хотя качественно спектр, описываемый выражением (99) не зависит от конкретного
распределения |Δ(r)|.
Последнее слагаемое уравнении (99) описывает мезоскопические флуктуации уровней
энергии. Их амплитуда δ(kr) может намного превышать расстояние между соседними
уровнями Кароли – де Жена – Матрикона ω(kr) ∼ Δ2

0/EF если R не намного превы-
шает ξ. Ветви спектра, соответствующие различным μ могут пересекаться, а также
пересекать уровень Ферми для не слишком больших μ. Амплитуда флуктуаций δ(kr)
уменьшается по мере того, как kz приближается к kF поскольку фактор cosh(2K(R))
экспоненциально растет с уменьшением kr. Критическое значение радиуса Rc опреде-
ляется из условия, что максимальное значение амплитуды δ(kF ) составляет половину
расстояния между уровнями Кароли – де Жена – Матрикона ω0 ≡ ω(kF ). На Рис. 10(b)
радиус R = 4ξ0 близок к Rc для Δ0/EF = 0.01.
Рассмотренная выше задача о спектре квазичастиц может быть также решена чис-
ленно. Для численных расчетов в работах [13, 86] использовалось матричное представ-
ление операторов Боголюбова – де Жена в базисе собственных функций нормально-
го (не сверхпроводящего) цилиндра радиуса R. Бесконечные матрицы обрезались так,
чтобы число собственных состояний в базисе оставалось намного большим, чем чис-
ло распространяющихся мод в волноводе из нормального металла. Для получающейся
матрицы решалась задача на собственные значения. Следует отметить, что результаты
численных расчётов находятся в очень хорошем согласии с приближенной аналитиче-
ской теорией, описанной выше.
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3.6. Плотность состояний
Используя результаты анализа квазичастичного спектра мы теперь можем исследо-
вать измеряемые характеристики, например, плотность состояний

ν(ε) =
∑

n

δ(ε − εn) . (100)

Во многих экспериментах по исследованию электронной структуры вихревого состоя-
ния с использованием сканирующей туннельной спектроскопии измеряемой величиной
является не полная, а локальная плотность состояний

N(r, ε) =
∑

n

|un(r)|2δ(ε − εn) , (101)

где un(r) — электронная компонента волновой функции квазичастиц, соответствующая
уровню энергии εn (при этом, суммирование ведется по положительным и отрицатель-
ным уровням энергии εn). Собственные функции нормированы условием:∫ (|un(r)|2 + |vn(r)|2) d2r = 1 .

Обсудим локальную плотность состояний в вихревых структурах в мезоскопических
сверхпроводниках. При этом мы будем пренебрегать дискретностью спектра квазича-
стиц. В этом случае можно использовать квазиклассическое приближение для описа-
ние движения квазичастиц (см. Раздел 3.2). На основе квазиклассического приближе-
ния был развит метод расчета локальной плотности состояний с помощью численного
решения уравнений Эйленбергера для квазиклассических функций Грина [112]. Эф-
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фективность численного решения уравнений Эйленбергера существенно повышается
благодаря представлению квазиклассических гриновских функций [113, 114] в виде:(

G(r,kF) F (r,kF)
F̄ (r,kF) Ḡ(r,kF)

)
=

−iπ

1 + ab

(
1 − a(x′)b(x′) 2ia(x′)

−2ib(x′) −1 + a(x′)b(x′)

)
. (102)

Такая параметризация сводит систему четырех линейных уравнений первого поряд-
ка (уравнений Эйленбергера) к двум независимым уравнениям первого порядка типа
Риккати:

�vF
∂

∂x′a(x′) + [2ω̃n + Δ∗a(x′)]a(x′) − Δ = 0,

�vF
∂

∂x′ b(x
′) − [2ω̃n + Δb(x′)]b(x′) + Δ∗ = 0, (103)

Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 95

где x′ = (kF r)/kF = r cos(θp − θ) представляет собой координату вдоль траектории,
Δ(r) = |Δ|eiΦ, Φ(r) — фаза параметра порядка, iω̃n = iωn + mvFvs, ωn = πT (2n + 1) —
мацубаровские частоты и

vs =
1

2m

(
�∇Φ − 2e

c
A

)

— калибровочно инвариантная скорость сверхпроводящего конденсата. Выражение ло-
кальной плотности состояний в данной параметризации имеет вид [115]

N(r, ε) =

∫ 2π

0

dθ

2π
Re

{
1 − ab

1 + ab

}
iωn=ε+iγ

, (104)

где ε — энергия квазичастиц, а γ — параметр, отвечающий за упругое рассеяние ква-
зичастиц.

Уравнения Эйленбергера позволяют исследовать распределение локальной плотно-
сти состояний в произвольных вихревых структурах. В применении к мезоскопическим
сверхпроводникам мы рассмотрим два характерных случая, уже обсуждавшихся выше,
а именно, молекулу, состоящую из двух вихрей, и пару вихрь–антивихрь. Последний

Рис. 10: Спектр уровней энергии состояний, локализованных в коре вихря в сверхпроводящем
цилиндре радиуса R/ξ0 = 3.5 (a) и R/ξ0 = 4.0 (b) в зависимости от проекции импульса ква-
зичастиц kz =

√
k2

F − k2
r (сплошные линии). Спектр Кароли – де Жена – Матрикона показан

пунктирными линиями.
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случай, как уже упоминалось в точности описывает вихрь, расположенный вблизи плос-
кой границы сверхпроводника.

В результате численного решения уравнений (103) мы получили распределения ло-
кальной плотности состояний, показанные на Рис. 11 для пары вихрей на расстоянии
a = 1.5ξ (верхний рисунок) и a = ξ (нижний рисунок), а также для пары вихрь–
антивихрь, показанные на Рис. 12 для a = 2ξ (верхний рисунок) и a = 1.5ξ (нижний
рисунок). На Рис. 11 показано, как профиль локальной плотности состояний постепен-
но трансформируется из двух острых пиков, соответствующих изолированным вихрям в
кольцо, соответствующее двухквантовому вихрю. Положения точек сингулярности фа-
зы отмечены крестами. Из рисунка видно, что даже когда расстояние между вихрями
существенно превышает длину когерентности, то есть размер кора вихря, положения
пиков локальной плотности состояний не совпадают с положениями особенностей фа-
зы. По мере уменьшения расстояния между вихрями два пика плотности состояний
размываются в анизотропное кольцо, которое становится симметричным при слиянии
вихрей.
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Рис. 11: Распределение локальной плотности состояний в двух-вихревой молекуле для a/ξ =

1.5 (a) и a/ξ = 1 (b). Положения вихрей отмечены крестиками.

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:45  Page 96



Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 97

−1
0

1

−1

0

1

0

2

y/ξ
x/ξ

N
/N

0

−1
0

1

−1

0

1

0

2

y/ξx/ξ

N
/N

0

(a) 

(b) 

Рис. 12: Распределение локальной плотности состояний в системе вихрь–антивихрь для a/ξ =

2 (a) и a/ξ = 1.5 (b). Положения вихрей отмечены крестиками.

Модификация локальной плотности состояний в системе вихрь–антивихрь происхо-
дит по другому сценарию (см. Рис. 12). При сближении вихря и антивихря соответству-
ющие им пики плотности состояний также сближаются. Когда расстояние становится
меньше некоторого критического значения, ac/ξ � 1.7 два пика сливаются в один, рас-
положенный посередине между вихрями (Рис. 12(b)). Как обсуждалось выше, это явле-
ние объясняется сжатием квазиклассических орбит на плоскости μ–θp. При дальнейшем
уменьшении a амплитуда пика уменьшается, и в итоге пик исчезает при аннигиляции
вихря и антивихря. Используя указанную выше связь задачи о паре вихрь–антивихрь
и задачи о вихре около границы, можно сделать вывод о том, что пик плотности со-
стояний расположен точно на границе сверхпроводника, если расстояние от вихря до
границы составляет менее чем 0.85ξ.

В случае, если нам важна дискретность спектра, квазиклассический подход к рас-
чету плотности состояний становится неприменим и необходимо использовать теорию,
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Рис. 13: Плотность состояний для системы из двух вихрей в случае a = 5ξ (a), a = 3.5ξ

(b). Удвоенная плотность состояний для спектра Кароли – де Жена – Матрикона показана

пунктирными линиями.
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Рис. 14: Плотность состояний для вихря около плоской границы в случае d = 2.5ξ (a), d = 1.75ξ

(b). Плотность состояний для спектра Кароли – де Жена – Матрикона показана пунктирными

линиями.

описывающую трансформацию спектра в вихревых молекулах и вихрях вблизи границ,
развитую в предыдущем разделе. В частности, для системы двух вихрей плотность со-
стояний может быть найдена численно из выражений для спектра (88). Результаты этих
вычислений показаны на Рис. 13 и 14. Чтобы сгладить особенности ван Хова, мы усред-
нили плотность состояний по малому интервалу энергии 0.1ω0. В эксперименте такое
усреднение может быть связано, например, с конечностью температуры или рассеянием
квазичастиц на примесях.

Плотность состояний системы из двух вихрей (Рис. 13) в случае a < ac состоит из
фона на уровне 2ν0 (Рис. 13(b)) и двух серий пиков, сдвинутых относительно друг друга
по энергии на расстояние ω0(2χ− [2χ]), где квадратные скобки обозначают взятие целой
части. Пики являются усредненными особенностями ван Хова, соответствующими экс-
тремумам спектральных веток при kz = 0 (Рис. 8(b)). По мере увеличения расстояния
между вихрями, плотность состояний приближается к удвоенной плотности состояний
Кароли – де Жена – Матрикона для изолированного вихря, показанной на рисунке
пунктирными линиями (Рис. 13(a)). Из выражения для спектра (88) нетрудно видеть,

NANO-Melnikov_057-118:NANO-Melnikov_057-118.qxd  22.09.2010  9:45  Page 98



Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 99

что положение особенностей ван Хова зависит от расстояния между вихрями. Поэтому
плотность состояний на фиксированном уровне энергии (например, на уровне Ферми
ε = 0) как функция расстояния между вихрями состоит из серии особенностей, следу-
ющих с периодом порядка λF по a (см. Рис.(15)).
Выражение для спектра вихря около границы похоже на спектр системы из двух

вихрей, в котором отсутствует часть веток, соответствующих нижнему или верхнему
знаку в уравнении (88). Плотность состояний в случае вихря около плоской границы
показана на Рис. 14. Нетрудно видеть, что плотность состояний также состоит из фона
и двух серий пиков, расстояние между которыми теперь составляет примерно 2ω0.

3.7. Транспорт тепла вдоль вихревых линий

Этот раздел посвящен анализу характеристик теплового транспорта в мезоскопиче-
ских сверхпроводниках в пределе низких температур T � Δ0, когда определяющим
является вклад подщелевых квазичастиц, принадлежащих к аномальным ветвям спек-
тра.

– Полуклассический подход
Для описания теплового транспорта через вихревые состояния можно использовать

обобщение подхода Ландауэра для расчета электрического кондактанса в квантовых ка-
налах (см., например, книги [100, 101]. Следуя работам [86, 99], мы предполагаем, что в
сверхпроводнике функция распределения квазичастиц, движущихся слева направо (см.
Рис. 16) с групповой скоростью Vg = ∂εn/�∂kz > 0, совпадает с равновесной функцией
распределения в левом нормальном электроде nL(ε). Аналогично, квазичастицы, дви-
жущиеся справа налево с групповой скоростью Vg = ∂εn/�∂kz < 0, обладают функцией
распределения правого нормального электрода nR(ε). Такое предположение справедли-
во, до тех пор, пока мы можем пренебречь в сверхпроводнике эффектами, связанными
с неупругими соударениями, приводящими к установлению теплового равновесия.
Рассмотрим распространение тепла вдоль вихревой линии, учитывая при этом эф-

фекты, специфичные для мезоскопических образцов, связанные с рассеянием квази-
частиц как на боковых границах, так и на границах раздела сверхпроводника с нор-

3.5 3.6 3.7 3.8 
0

0.5

1

ν/ν
0
 

a/ξ 

Рис. 15: Плотность состояний для системы из двух вихрей как функция расстояния a.
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Рис. 16: Тепловой транспорт в мезоскопическом сверхпроводящем цилиндре.

мальными электродами. Для анализа возьмём простейшую модельную задачу о потоке
тепла вдоль цилиндрического сверхпроводника в магнитном поле, приложенном вдоль
оси цилиндра (Рис. 16).
Общее выражение для потока энергии вдоль оси z записывается в следующем виде:

IE =

∫
d2r

∑
μ

∫
dkz

πm

[
εμ u∗

μkz

(
�kz − e

c
Az

)
uμkzn(εμ)

− εμ v∗
μkz

(
�kz +

e

c
Az

)
vμkz [1 − n(−εμ)]

]
. (105)

Первое слагаемое соответствует электронам, переносящим энергию +ε и имеющим функ-
цию распределения n(ε), второе слагаемое соответствует дыркам с энергией −ε и функ-
цией распределения 1 − n(−ε). Поскольку мы полагаем, что электроды находятся в
термодинамическом равновесии, то 1 − n(−ε) = n(ε). Следовательно, функция распре-
деления в сверхпроводнике удовлетворяет тому же соотношению. Сумма в (105) берётся
по всем состояниям с εμ > 0.
Используя уравнения Боголюбова – де Жена можно вывести важное равенство для

волновых функций связанных состояний uμkz , vμkz соответствующих собственному зна-
чению εμ при заданном волновом числе kz [116]:∫ [

u∗
μkz

(kz − e

�c
Az)uμkz − v∗

μkz
(kz +

e

�c
Az)vμkz

]
d2r =

m

�2

∂εμ

∂kz

.

Используя это равенство, можно записать выражение для потока тепла в виде

IE =
∑

μ

+kF∫

−kF

εμn(εμ)
∂εμ

∂kz

dkz

π�
. (106)

Уравнение (106) показывает, что в противоположность электрическому току, поток
энергии определяется групповой скоростью.
Частицы, приходящие из левого электрода с энергией, совпадающей с уровнями

состояний в коре вихря, проникают в кор с вероятностью Pμ,kz и распространяются
вдоль вихря к правому электроду. Возбуждения с положительной групповой скоро-
стью vg = ∂εμ/�∂kz имеют функцию распределения nLPμ,kz (см. [117, 118, 101]), где
nL — функция распределения частиц в левом электроде. Аналогично, возбуждения с
отрицательной групповой скоростью обладают распределением nRPμ,kz , где nR — их
функция распределения в правом электроде. Поскольку εμ является четной функцией
kz мы получаем
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IE =
∑

μ

kF∫
0

εμ [nL(εμ) − nR(εμ)] Pμ,kz

∣∣∣∣∂εμ

∂kz

∣∣∣∣ dkz

π�
. (107)

Определяя тепловой кондактанс как коэффициент пропорциональности между тепло-
вым потоком и разницей температур:

IE = κ(TL − TR) ,

где TL,R — температуры левого и правого электродов, соответственно, имеем

κ = − 1

πT�

∑
μ

kF∫
0

ε2
μ

dn(εμ)

dεμ

Pμ,kz

∣∣∣∣∂εμ

∂kz

∣∣∣∣ dkz . (108)

Здесь мы предположили, что TL − TR � TL,R ≈ T . Используя понятие кванта тепло-
вого кондактанса κ0 = πT/(3�) [102], можно определить эффективное число попереч-
ных мод, распространяющихся вдоль вихря Neff = κ/κ0. Здесь мы пока пренебрежем
квантово–механическими эффектами рассеяния возбуждений на границах между элек-
тродами и сверхпроводником, полагая Pμ,kz = 1. Такой подход соответствует случаю
сверхпроводника бесконечной длины.

Для сверхпроводника большого радиуса R � Rc для температур ω0 � T � Δ0

сумма в (108) может быть заменена интегралом по μ для состояний с положительными
энергиями. Поскольку dn/dε = −(4T )−1 cosh−2(ε/2T ) мы получаем, что

κ =
9ζ(3)

2π

T 2

�ω0

.

Здесь ζ(n) — дзета–функция Римана. Таким образом,

N
(∞)
eff (T ) =

27ζ(3)

2π2

T

ω0

∼ kF ξ
T

Tc

.

При очень низких температурах T � ω0:

N
(∞)
eff (T ) =

3

4π2

(ω0

T

)2

exp
(
− ω0

2T

)
. (109)

будет отличен от нуля даже при экстремально малых температурах (T � ω0), посколь-
ку в этом случае он будет определяться числом распространяющихся мод с заданной
энергией ε ∼ T . Температурная зависимость эффективного числа мод, вычисленная по
формуле (108) с Pμ,kz = 1 приведена на Рис. 17. В пределе больших температур T � ω0

эффективное число мод линейно растёт по температуре:

N
(R)
eff (T ) � N∗ +

27ζ(3)

2π2

T

ω0

. (110)

ЗдесьN∗ не зависит от температуры и определяется осцилляционными характеристика-
ми спектра: с увеличением радиуса N∗ убывает. Зависимость эффективного числа мод
от радиуса при фиксированной температуре, вычисленная по формуле (108) с Pμ,kz = 1,
показана на Рис. 18.

— Численное решение квантово–механической задачи
Недостатком полуклассического подхода, рассмотренного выше, является то, что с

его помощью невозможно рассчитать вероятности Pμ,kz возбуждения квазичастичных
мод, распространяющихся вдоль вихря, т.е. решить квантово–механическую задачу рас-
сеяния квазичастиц от конца вихря на границе сверхпроводник/нормальный контакт.
В этом разделе мы получим общее квантово–механическое выражение для теплового
кондактанса непосредственно из уравнения(105), обобщая подход Ландауэра с учетом
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Рис. 17: Зависимость эффективного числа мод Neff (T ) от температуры, рассчитанная по

формуле (108) с Pμ,kz = 1 для цилиндров с радиусом R/ξ = 3.5 (a) и R/ξ = 4.5 (b). Профиль

щели аппроксимируется формулой (23), где ξv = ξ, f∞ = 1, kF ξ = 200.

процессов рассеяния. Затем мы продемонстрируем, как применяется этот формализм
для численного расчета теплового транспорта вдоль вихря.
Рассмотрим цилиндрический сверхпроводник длины d (Рис. 16), соединенный с дву-

мя нормальными контактами (резервуарами). Для простоты предположим, что грани-
/
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Рис. 18: Эффективное число мод Neff в соответствие с уравнением (108) с Pμ,kz = 1 как функ-

ция радиуса сверхпроводящего цилиндра для температур T/ω0 = 0.3, 1.0, 3.0 (снизу вверх).

Профиль щели аппроксимируется формулой (23), где ξv = ξ, f∞ = 1, kF ξ = 200.
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ца нормальный метал/сверхпроводник идеально прозрачная, т.е. на границе нет ни-
какого дополнительного рассеивающего потенциала для квазичастиц. Магнитное поле
(и соответственно вихрь) ориентированы вдоль оси цилиндра. Для расчёта теплового
транспорта нам необходимо решить задачу рассеяния электронных (U) и дырочных
(V ) квазичастичных волн в рамках теории Боголюбова–де Жена. Удобно выделить че-
тыре типа линейно независимых квантово–механических состояний, соответствующих
четырем процессам рассеяния: (i) состояние (U1, V1), соответствующее падающей элек-
тронной волне из левого контакта в отсутствии других падающих извне электронных и
дырочных волн; (ii) состояние (U2, V2), когда слева падает дырочная волна; (iii) состо-
яние (U3, V3) с электронной волной, падающей из правого электрода; и (iv) состояние
(U4, V4), когда справа падает дырочная волна.
В левом контакте первое состояние (с падающей слева электронной волной) описы-

вается следующим образом:

U1 =
ei(μ+1/2)θ

√
2π

gu,μs(r)e
+ikzz +

ei(μ+1/2)θ

√
2π

∑
s′

ruu,ss′gu,μs′(r)e
−ik′

zuz , (111)

V1 =
ei(μ−1/2)θ

√
2π

∑
s′

ruv,ss′gv,μs′(r)e
+ik′

zvz . (112)

Здесь gu,μs(r) and gv,μs(r) суть поперечные электронные и дырочные моды в нормаль-
ном металле с определенным угловым моментом μ и радиальным квантовым числом s
соответственно. Поперечные моды для каждого μ удовлетворяют граничным условиям
gu,μs(R) = gv,μs(R) = 0. Эти моды нормированы условиями

∫ R

0

gu,μsg
∗
u,μs′r dr =

∫ R

0

gv,μsg
∗
v,μs′r dr = δs,s′ ,

и имеют следующий вид:

gu,μs =

√
2J|μ+1/2|

(
j
(|μ+1/2|)
s r/R

)

RJ|μ+1/2|+1

(
j
(|μ+1/2|)
s

) ; (113)

gv,μs =

√
2J|μ−1/2|

(
j
(|μ−1/2|)
s r/R

)

RJ|μ−1/2|+1

(
j
(|μ−1/2|)
s

) . (114)

Здесь Jn — функция Бесселя n–го порядка, j(n)
s — s–ый корень уравнения Jn(j

(n)
s ) = 0.

Состояние, описываемое выражениями (111), (112) соответствует энергии

ε(μ, s, kz) =
�

2

2m

[
k2

z +
(
j(|μ+1/2|)
s /R

)2 − k2
F

]
. (115)

Волновые числа рассеянных электронных и дырочных волн обозначим k′
z,uv ≡ k′

z,uv(μ, s′, k
где

k′
z u,v(μ, s′, kz) =

√
k2

F −
(
j
(|μ±1/2|)
s′ /R

)2

± 2mε/�2 .

Величины ruu,ss′ и ruv,ss′ суть матрицы амплитуд вероятности нормального и андре-
евского отражения с большим и малым изменением продольной компоненты импульса,
соответственно. Они недиагональны по индексам по индексам s и s′, что является след-
ствием квантово–механического рассеяния с малым изменением поперечного импульса,
вызванного неоднородностью профиля щели в радиальном направлении. Изменения ра-
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диальной компоненты волнового вектора для заданной энергии ε приводят к малому
изменению продольной компоненты, так что рассеянные волны обладают волновыми
векторами kzu и kzv, слабо отличающимися от волнового вектора kz падающей волны.
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Аналогично состояние с падающей дырочной волной записывается как

U2 =
ei(μ+1/2)θ

√
2π

∑
s′

rvu,ss′gu,μs′(r)e
−ik′

zuz , (116)

V2 =
ei(μ−1/2)θ

√
2π

gv,μs(r)e
−ikzz +

ei(μ−1/2)θ

√
2π

∑
s′

rvv,ss′gv,μs′(r)e
+ik′

zvz . (117)

Энергия падающей дырки равна

ε(μ, s, kz) = − �
2

2m

[
k2

z +
(
j(|μ−1/2|)
s /R

)2 − k2
F

]
. (118)

Прошедшие волны (iii) в левом контакте записываются как

U3 =
ei(μ+1/2)θ

√
2π

∑
s′

tuu,ss′gu,μs′(r)e
−ik′

zuz ,

V3 =
ei(μ−1/2)θ

√
2π

∑
s′

tuv,ss′gv,μs′(r)e
+ik′

zvz . (119)

Волны U4, V4 состояния (iv) записываются таким же образом, достаточно только за-
менить tuu,ss′ �→ tvu,ss′ и tuv,ss′ �→ tvv,ss′ . Величины tuu,ss′ и tvv,ss′ описывают прохожде-
ние дырки (электрона). Амплитуды вероятности прохождения tuv,ss′ и tvu,ss′ описывают
процессы прохождения с большим изменением продольного импульса при наличии про-
цессов нормального рассеяния.
Уравнения Боголюбова – де Жена (36) сохраняют поток частиц с плотностью

Jqp =
1

2m

[
u∗(−i�∇− e

c
A)u − v∗(−i�∇ +

e

c
A)v + c.c.

]
.

Используя представление падающих и прошедших волн, описываемых уравнениями
(111), (112), и т. д., можно из этого закона сохранения получить следующее правила
сумм: ∑

s′

(
k′

zu|ruu,ss′ |2 + k′
zv|ruv,ss′|2 +k′

zu|tuu,ss′|2 + k′
zv|tuv,ss′|2

)
= kz, (120)

∑
s′

(
k′

zv|rvv,ss′ |2 + k′
zu|rvu,ss′|2 +k′

zv|tvv,ss′ |2 + k′
zu|tvu,ss′|2

)
= kz. (121)

В квазиклассическом приближении поперечный импульс сохраняется, что означает

ruv,ss′ = ruv,sδs,s′ , rvu,ss′ = rvu,sδs,s′ .

В то же время, процессы с большим изменением продольного момента запрещены:

ruu,ss′ = rvv,ss′ = tuv,ss′ = tvu,ss′ = 0 .

Поток тепла через сечение цилиндра в левом электроде может быть представлен
через состояния (i)–(iv):

IE =
∑
μ,s

∫
dkz

2π

∫
r dr dθ

�

m

{
[ε · Im {U∗

1∇U1}nL(ε) − ε · Im {V ∗
1 ∇V1} · (1 − nL(−ε))]

+ [ε · Im {U∗
2∇U2}nL(ε) − ε · Im {V ∗

2 ∇V2} · (1 − nL(−ε))]

+ [ε · Im {U∗
3∇U3}nR(ε) − ε · Im {V ∗

3 ∇V3} · (1 − nR(−ε))]

+ [ε · Im {U∗
4∇U4}nR(ε) − ε · Im {V ∗

4 ∇V4} · (1 − nR(−ε))]
}

. (122)
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Сумма берётся по всем распространяющимся квазичастичным состоянием с Im kz = 0
и ε ≥ 0, учитывая как падающие электроны, так и падающие дырки.
Используя правила сумм (120), (121) и переходя к интегралу по энергии, получаем

для теплового потока следующее выражение

IE =
1

π�

∫ ∞

0

ε [nL(ε) − nR(ε)] T (ε) dε , (123)

T (ε) =
∑
μ,s,s′

[
|tuu,ss′|2 + |tuv,ss′|2 + |tvu,ss′ |2 + |tvv,ss′ |2

]
. (124)

Окончательно для безразмерного теплового кондактанса (эффективного числа попе-
речных мод) получаем

Neff =
κ

κ0

= − 3

π2T 2

∫ ∞

0

ε2dn(ε)

dε
T (ε) dε . (125)

Выражения (123), (124), (125) обеспечивают точное квантово–механическое описа-
ние транспорта тепла. Они соответствуют формуле Ландауэра [117], где вероятности
прохождения определены через задачу о рассеяния квазичастиц в сверхпроводнике.
Матрицу рассеяния для волн, падающих на мезоскопический сверхпроводник с вих-

рём, можно рассчитать, представляя оператор Боголюбова – де Жена в базисе соб-
ственных функций нормального металла. Для этого необходимо решить систему ли-
нейных уравнений, описывающих граничные условия на границах нормальный ме-
талл/сверхпроводник и условия на бесконечности (условия излучения). Типичные за-
висимости коэффициентов матрицы рассеяния от волнового вектора рассеянных волн
представлены на Рис. 19. Отчётливо выражены пики вблизи kzu,v = kz. Зависимость
функции распространения T (ε) от энергии для различных длин сверхпроводящего ци-
линдра, рассчитанная с помощью уравнения (124) показана на Рис. 20. Линейное по
ε/ω0 слагаемое соответствует возрастанию числа мод Кароли – де Жена – Матрикона,
дающих вклад в перенос тепла (у которых |μ|ω0 ≤ ε).
Температурная зависимость теплового кондактанса, рассчитанная по уравнению (125)

изображена на Рис. 21. Как видно, тепловой кондактанс, рассчитанный численно, каче-
ственно совпадает с результатом полученным из полуклассической теории (см. Рис. 17).
В частности наклон линейной асимптотики Neff при T > ω0 хорошо описывается ана-
литической формулой. Однако, численное значение Neff примерно в семь раз меньше
аналитического значения полуклассической теории, вычисленного в приближении от-
сутствия рассеяния на границах нормальный металл/сверхпроводник. Такое расхож-
дение очевидным образом связано с конечным значением вероятности прохождения
0 < P < 1 или, что точнее, функцией распространения T (ε).
Строго говоря, функция распространения T (ε) описывает все квантово-механичес-

кие процессы, включая отражения от концов вихря, возможное резонансное прохож-
дение через состояния типа “стоячая волна”, образующихся вследствие ограничения
длины сверхпроводника. Разница между результатами, полученными двумя разными
подходами носит только количественный характер и не является принципиальной, по-
скольку обычно эффекты резонансного прохождения замываются из-за большого числа
мод, содержащихся в интервале энергий 0 < ε < T , которые вносят основной вклад в
тепловой транспорт. Однако, необходимо отметить, что расхождение в результатах мо-
жет становиться всё больше при уменьшении kF ξ или понижении температуры ниже
минищели. В принципе такая разница может стать существенна, как было отмечено в
работе [119].

– Тепловой кондактанс системы вихрей

Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 105

Для вычисления кондактанса вихрей, связанных туннелированием квазичастиц, мы
воспользуемся результатами, полученными в разделе 3.5. Введем функцию N(ε), кото-
рая определяет число спектральных веток, пересекающих заданный уровень энергии
ε:
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Рис. 19: (a), (b) Вероятности прохождения |tuu|2, |tuv|2 и (c), (d) отражения |ruu|2, |ruv|2 как

функции волновых векторов k′
zu и k′

zv рассеянных волн для случая падающего электрона с

μ = −1/2, kz/kF = 0.9, и ε = 0.49ω0. Сверхпроводящий цилиндр имеет радиус R = 4.5ξ и

длину d/ξ = 16.

Nb(ε) =
∑

n

kF∫

0

δ(ε − εn(kz))

∣∣∣∣∂εn

∂kz

∣∣∣∣ dkz. (126)

Тогда, без учета эффектов, связанных с рассеянием квазичастиц на границах сверхпро-
водник/нормальный металл (Pμ,kz = 1), выражение для теплового кондактанса (108)
может быть записано в следующем виде:

κ =
1

4π�T 2

∫ ∞

0

ε2Nb(ε)

cosh2(ε/2T )
dε . (127)

В интервале температур ω0 � T � Δ0 с хорошей точностью можно пренебречь дис-
кретностью спектра. Для того, чтобы найти число состояний Nb(ε), мы будем использо-
вать квазиклассический подход, предполагая, что вероятность туннелирования между
квазиклассическими орбитами μi(θp) мала. В общем случае это предположение вер-
но только в интервале импульсов kz < k∗

z . В результате, в выражении (126) верхний
предел интегрирования должен быть k∗

z < kF . Пороговое значение импульса k∗
z мож-

но оценить из условия равенства вероятности туннелирования Ландау–Зинера W (см.

106 Мельников А.С., Рыжов Д.А., Силаев М.А., Шерешевский И.А.  

уравнение (79)) некоторому значению Wth < 1. Используя правило квантования Бора–
Зоммерфельда (80), мы находим:

Nb(ε) =

∣∣∣∣
∫ k∗

z

0

dS(ε, kz)

dkz

dkz

2π

∣∣∣∣ =
|S(ε, 0) − S(ε, k∗

z)|
2π

, (128)
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где S — площадь соответствующей орбиты на плоскости (μ, θp). Чтобы вычислить инте-
грал (127), рассмотрим разложение в ряд Тейлора |S(ε, 0) − S(ε, k∗

z)| =
∑∞

n=0 S(n)εn/n!,
где

S(n) =
dn

dεn
|S(ε, 0) − S(ε, k∗

z)|
∣∣∣∣
ε=0

.

В результате разложение теплового кондактанса в ряд по степеням температуры T
принимает вид:

κ =
T

4π�

∞∑
n=0

AnS(n)T n , (129)

где An — безразмерные коэффициенты:

An =
2(n + 2)(n + 1)

π

[
1 − 2−(n+1)

]
ζ(n + 2) .

Математическое моделирование вихревых состояний в мезоскопических сверхпроводниках 107

Рис. 20: Зависимость функции распространения T (ε) для сверхпроводников различной длины

d (синяя линия соответствует d/ξ = 16, красная — d/ξ = 2048) и различного радиуса R/ξ = 3.5

(a) и R/ξ = 4.5 (b).

Соответственно, выражение для эффективного числа мод Neff = κ/κ0 принимает вид:

Neff =
3

4π2

∞∑

n=0

AnS(n)T n , (130)

Применяя эту формулу для одноквантового вихря, получаем
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Рис. 21: Температурная зависимость эффективного числа мод (безразмерный тепловой

кондактанс) Neff (T ), рассчитанная численно для вихря в сверхпроводнике длины d/ξ0 = 16

и радиуса R/ξ0 = 3.5 (a) и R/ξ0 = 4.5 (b).
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Рис. 22: Зависимость эффективного числа проводящих мод Neff от температуры для системы

из двух вихрей. Кривые, начиная с верхней, построены для расстояний от a = 2ξ до a = 5ξ

с шагом 0.5ξ. Профиль вихревого кора определяется выражением (23), где ξv = ξ, f∞ = 1,

kF ξ = 200.
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Neff =
27ζ(3)

2π2

T

ω0

.

Для двухквантового вихря Nb(ε) = 2μ∗, где μ∗ ∼ kF ξ, и поэтому Neff = μ∗ не зависит
от температуры. Далее мы рассмотрим менее тривиальные примеры: систему из двух
вихрей и вихрь около поверхности.
Начнем с первого случая. Результаты численных расчетов эффективного числа про-

водящих мод как функции температуры на основе выражения для спектра (88) пока-
заны на Рис. 22. Подавление числа мод Neff при очень низких температурах T � ω0

является проявлением наличия минищели в спектре квазичастиц. Нетрудно видеть, что
при температурах T � ω0 функция Neff (T ) растет линейно по T . Экстраполируя линей-
ную зависимость до T = 0, мы можем найти остаточное число мод N0, которое показано
сплошной кривой на Рис. 23 как функция расстояния между вихрями a.
На основе квазиклассического подхода, развитого в начале этого раздела, мы можем

получить достаточно хорошую аппроксимацию для остаточного числа мод при a < ac.
Для этого нам надо вычислить не зависящий от температуры первый член разложе-
ния в (130), который является определяющим при a < ac. Используя выражение (128)
для числа состояний N(ε), мы получаем зависимость эффективного числа мод Nv от
расстояния a, показанную на Рис. 23 пунктирной линией. Здесь мы использовали поро-
говое значение вероятности туннелирования Wth = 0.54, чтобы обеспечить наилучшее
совпадение с результатами численных расчетов (сплошная кривая) в области a ∼ 2ξ.
Критическое расстояние ac может быть определено из условия N0(ac) = 0. Использован-
ное значение пороговой вероятности соответствует критическому расстоянию ac � 4.5ξ.
Для сильно разделенных вихрей, когда a > 2ξ, расщепление квазиклассических орбит

мало, и мы получаем:

N0 =
a

π
(kF − k∗

⊥) +
α2

π
ln

(
kF ξ2

2aα2

)
, (131)

где

k∗
⊥ =

√
k2

F − k∗2
z = kF

√
(a/ξv)2 + 4 − 2√
(ac/ξv)2 + 4 − 2

. (132)

Это выражение совпадает с оценкой (82) в пределе a � ξ.
Расчет числа проводящих мод для вихря около плоской границы может быть про-

делан аналогично рассмотренному выше случаю системы из двух вихрей. Здесь наше
рассмотрение ограничено условием, что вихрь находится не слишком близко к поверх-
ности: d � ξ. Это позволяет не учитывать искажение кора вихря за счет граничных
эффектов. На Рис. 24 сплошной кривой показана зависимость остаточного числа про-
водящих мод N0(d). Оценка остаточного числа мод на основе квазиклассической теории
приводит к следующему результату:

N0 =
d

π
(kF − k∗

⊥) − α2

2π
ln

(
kF ξ2

4dα2

)
, (133)

где

k∗
⊥ = kF

√
(d/ξv)2 + 1 − 1√
(dc/ξv)2 + 1 − 1

(134)

для модели кора (23). Полагая dc � 2.25ξ, мы получаем достаточно хорошее совпаде-
ние численных результатов и аппроксимации (133), показанной на Рис. 24 пунктирной
линией.
Как видно из Рис. 24, нормальное рассеяние квазичастиц приводит к существен-

ному росту числа проводящих мод при уменьшении расстояния d. Этот эффект есть
следствие подавления минищели в спектре. Немонотонное поведение N0(d) на рассто-
яниях d ∼ ξ имеет ту же причину, что и подавление плотности состояний на уровне
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Ферми: остаточное число мод N0(d) = Nv(d, T → 0) определяется числом состояний
N(0) на уровне Ферми (см. уравнение (129)), которое пропорционально площади под
квазиклассическими орбитами на плоскости (μ, θp). Поэтому сжатие орбит при d ∼ ξ
приводит к уменьшению числа мод N0(d). При дальнейшем уменьшении расстояния
d < ξv наш подход перестает работать. Естественно предположить, что в этой области
будет происходить подавление теплового кондактанса вплоть до нуля при выходе вихря
из сверхпроводника.

– Зависимость теплового кондактанса от магнитного поля: качественная карти-
на.
На основе полученных выше результатов анализа теплового транспорта, опишем ка-

чественную зависимость теплового кондактанса от внешнего магнитного поля, вызван-
ную изменением вихревой конфигурации. Для этой цели на Рис. 25(а) схематично по-
строена зависимость эффективного числа проводящих мод Neff от магнитного поля H
при некоторой температуре ω0 � T � Tc. Различные ветви кривой намагничивания,
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Рис. 23: Остаточное число проводящих мод N0 как функция расстояния между двумя вихрями

a. Сплошная линия соответствует расчету на основе выражения (127), тогда как пунктирные

линии получены с помощью приближенного аналитического выражения (130).
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Рис. 24: Остаточное число проводящих мод N0 как функция расстояния от вихря до поверхно-

сти d. Сплошные линии соответствуют результатам численных расчетов на основе выражения

(127), пунктирные линии получены с помощью приближенного аналитического выражения

(133).
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показанной на Рис. 25(a), соответствуют состояниям мезоскопического сверхпроводни-
ка с различной завихренностью M = 0, 1, 2. При малых значениях магнитного поля
H � Hc2 сверхпроводник находится в мейсснеровском состоянии, т.е. число вихрей
равно 0. Число проводящих мод Neff = κ/κ0 (см. Рис. 25(b)) в этом случае опреде-
ляется квазичастичными уровнями над щелью Δ0 и поэтому экспоненциально мало
Neff = N (0) ∼ (kF L)2e−Δ0/T при T � Tc, где L — характерный поперечный размер об-
разца. С увеличением магнитного поля сверхпроводящая щель частично подавляется,
что приводит к незначительному росту Nv. Затем, когда магнитное поле становится до-
статочно большим, чтобы подавить поверхностный барьер на вход вихря в сверхпровод-
ник, число проводящих мод скачком возрастает до значения N (1) ∼ T/ω0 одновременно
со входом вихря. Это увеличение Nv вызвано появлением подщелевых квазичастичных
состояний, локализованных в коре вихря [86]. Следующий скачок числа проводящих

M
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N
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0

1

2

i( )a

i( )b

IMQN
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IexitN
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iminN
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Рис. 25: Схематичные изображения намагниченности M (a) и эффективного числа проводя-

щих мод Neff , дающих вклад в тепловой кондактанс (b) в мезоскопическом сверхпроводнике

во внешнем магнитном поле. Различным ветвям зависимостей соответствует различное число

вихрей в образце.
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мод происходит одновременно со входом второго вихря. В случае, если сила Лоренца,
действующая на вихри со стороны мейсснеровского тока, достаточно велика для фор-
мирования двухквантового вихря, число Nv увеличивается до значения N

(2)
MQ ∼ (kF ξ).

В интервале магнитных полей, где многоквантовый вихрь является стабильной конфи-
гурацией, Nv почти постоянно. Распад гигантского вихря на отдельные одноквантовые
вихри при уменьшении магнитного поля сопровождается уменьшением Nv до значения
N

(2)
min � 2N (1). С ростом размера вихревой конфигурации вихри приближаются к гра-

нице сверхпроводника и число проводящих мод начинает снова расти, как показано в
Разделе 3.5. Этот рост прекращается при достижении некоторого значения N

(2)
exit, когда

вихрь выходит из сверхпроводника.

4. Заключение
Перечислим в заключение основные особенности вихревого состояния в мезоскопи-

ческих сверхпроводниках.
–Многоквантовые вихревые конфигурации
Мезоскопические сверхпроводники дают возможность реализовать весьма экзотиче-

ский набор вихревых конфигураций, в частности, многоквантовые вихри. Такие струк-
туры являются неустойчивыми в объемных системах, а стабилизация их в малых образ-
цах происходит благодаря граничным эффектам. Мезоскопические системы являются
хорошей моделью для экспериментального и теоретического исследования сверхпрово-
дящего состояния с расстоянием между индивидуальными вихрями, перестраиваемым
в широком диапазоне. Предельным случаем такой перестройки является многокван-
товый вихрь. Переключения между различными вихревыми состояниями приводят к
целому набору фазовых переходов I и II родов.

–Системы вихрь–антивихрь
Краевые эффекты в малых системах приводят еще к одному типу экзотического вих-

ревого состояния, а именно, структурам, образованным вихрями и антивихрями. Такие
необычные вихревые состояния оказываются стабильными только вблизи перехода в
сверхпроводящее состояние и крайне чувствительны к различным дефектам поверхно-
сти образцов.

– Плотность состояний квазичастиц
Прямым способом обнаружения экзотических вихревых состояний может служить

сканирующая туннельная микроскопия/спектроскопия, которая позволяет измерять
локальную плотность состояний. Спектральные характеристики квазичастиц в вихре-
вых состояниях в малых сверхпроводниках подвержены сильному влиянию двух эф-
фектов: туннелированию квазичастиц между вихрями и нормальному отражению от
границ образца. Оба эффекта существенно сказываются как на пространственных про-
филях плотности состояний, так и на характерных масштабах зависимости плотности
состояний от энергии.

–Тепловой транспорт
Изменение спектров подщелевых состояний, которое происходит при входе вихрей

в мезоскопический образец и/или трансформации вихревой структуры, существенно
меняет теплопроводность при низких температурах.
Экспериментальное исследование характеристик транспорта тепла и плотности со-

стояний, совмещенное с измерениями магнитного момента образцов как функции при-
ложенного магнитного поля, могло бы способствовать идентификации необычных вих-
ревых фаз, предсказанных для мезоскопических систем.
Работа над данным обзором поддержана РФФИ, программой РАН “Квантовая фи-

зика конденсированных сред”, фондом “Династия”, а также проектом в рамках феде-
ральной целевой программы “Научные и научно–педагогические кадры инновационной
России”.
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MATHEMATICAL MODELING OF VORTEX STATES
IN MESOSCOPIC SUPERCONDUCTORS

The review of modern mathematical approaches to the theory of vortex phases in mesoscopic superconductors is
presented. This paper consists of two parts. The first part is devoted to the methods and results of phenomenologi-
cal Ginzburg-Landau theory and the second part considers several aspects of microscopic theory. Thus the first part
describes the peculiarities of macroscopic quantities, such as superconducting order parameter, electromagnetic
fields and currents in vortex states while in the second part the quantum mechanics of fermion excitations (electron
and holes) moving in the superconducting pairing potential is considered. In the second part the basic concepts of
quantum mechanics of vortex states are discussed, such as the intervortex tunneling of quasiparticles and the inter-
play of Andreev reflection at vortex cores and normal reflection at the sample boundary. The analysis of electronic
structures of different vortex configurations in mesoscopic superconductors is presented. Experimentally measura-
ble quantities such as the heat conductivity and local density of states distribution (measured by scanning tunneling
microscopes) are calculated.  
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