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� ������ ����	���
����� �
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dr

dt
= sinψ, r

[dψ
dt

− r2 + λt
]
= b cosψ; �����

dr

dt
= r sinψ,

dψ

dt
− r2 + λt = b cosψ. �����

����� λ, b =  !"#$ �= 0% λ > 0� &�'
� �������
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�
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�� ������� ���	��
,��'
� '������
�� 2������ )���������� ��.��
 � �������
,�����
�	)�
�����% '������ � )�
��3��
� �������� � �������������	 *�+� � ������ ������

��������� �����,
����� ��'
� ��.��
� )�
 )������� ��������-
� ���,����� ���	�(
-��
� *4+� 5�' )���
��% ��������	�	 1
�
,��'
	 )��0����	 *6% 7% 8+ �������������

	���� �����,
��� ��.��
�

9� ����	���
���	�� �������
� ����� 
 ����� ���� ��.��
� �� ��)
�������: ����(
'�% �������� )����� ����
�� ��
	)���
,��'�� ��.��
� � �����-�� �	)�
����� � �
��
���)����� ���� � )�������	
 '�;11
0
����	
�

r(t) =
√
λt+ r0 +

∞∑
n=1

rnt
−n/2, ψ(t) = ψ0 +

∞∑
n=1

ψnt
−n/2, t→ ∞. ���4�

�� ���� ���	 ��
�������� �������� 
����	�� ��	�	� � ����
�� ��
�������� ����
��
������ 	� ��
��� �
�����	�� sinψ0 = 0� � 	����� ψ0 = 0 	 ψ0 = π�  ��������	� ��	��!
���	� � �	�� 
���� � ����������	 ���""	#	�����	 ������ 	� $%� &'�  ������ ���
��
������	����	 ���	� 
����	� �������� ���
�����
(	������ ���	� �
�����	� )*�+, ��	����������� � ��	�		 ������	��� 
����	�

���� �	���� � ��
��	������ 	 ����
��	������ ���	����� )��� 
	�� +,� -��� ��
��	�

����.���	� � �������		 
����	� �	����� )*�+, ��.�� ����	� ���
	��
� � $/'�

�� ��������	 
������� m(ω) ������
����� ����
�� �������������� ��������������
���������

E[m(ω)] <∞. �����

����� M ������������ ����������� u� v� κ� σ � �� �
����� �� ��� 
 �� �����!
 �����!� "�������
�� �#�
�	$�! ���������� t−u, t−v, t−1 
 �%���! 
� ��$����� �#&'

��
��� � �	������	 )*�+, 	 )*�0, ����� 
������
	���� �����1����� �
�����	��

dr

dt
= (1 + μ ξ) sinψ, r

[dψ
dt

− r2 + λt+ μ ζ
]
= b(1 + μ η) cosψ; )*�2,

dr

dt
= r(1 + μ ξ) sinψ,

dψ

dt
− r2 + λt+ μ ζ = b(1 + μ η) cosψ. )*�3,

4���� ξ(r, ψ, t, ω)� η(r, ψ, t, ω)� ζ(r, ψ, t, ω) 5 ������
��� )�� ������	��	 � R, ��������
�
�#���� ��
�������� �� ��
���������� �
���
������ (Ω,U ,P)� (r, ψ) ∈ R

2� t ≥ 0� 6
	
���	�� ������	����	 ������ ������� ���� ���.	��� μ ∈ R� |μ| 	 1� � ����1��
����
��� ��.�� ����
�	
����� ��	�	�� �����1��	�� $+*� ++'�
7���#		 ξ 	 η ������������� �����1��	� ���	����� ζ 5 �����1��	� "��� ������	�

6
����� �����	� � 	����	"	��#		 ����� �����1��	� (ξ, η, ζ)� �����	����� ����
���

����1�� 
����	� ����� ������	��� 8 ������ 
����� �� ��
��	�	������ ������ �����!
1��	�� �
	 ����
�� �	����� )*�2, 	 )*�3, 	���� �������� 
����	� �� �����	 $9� �� 0*' 	
���	������ � ������� ������ :���� �����1��	� �	�� ;����� ����< �
����� �������
��	���	�� 	 ����� �� 
������
	�������
-���� 
������
	���� ���� �����1��	�M� ������1	� 	� ����
�� (ξ, η, ζ)� �� ����
��

�������� ���� �� ���� "���#	� γ�

|ξ(r, ψ, t, ω)| ≤ t−u γ(τ, ω), |η(r, ψ, t, ω)| ≤ t−v γ(τ, ω), |ζ(r, ψ, t, ω)| ≤ t−1 γ(τ, ω),

�
	 ���� (r, ψ) ∈ R
2� t ≥ 1� τ = κ tσ� u, v, κ, σ = =>?@A > 0� 6
	��� ��.��� ��.�
����

γ(τ, ω) ��.�� ������� �����1	� ����������

∃m(ω), T = =>?@A > 0 :
1

T

∫ t+T

t

γ(ϑ, ω)dϑ ≤ m(ω), ∀ t ≥ 1, ω ∈ Ω. )*�B,
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�������� ���%�(��� ����������! ���
������ )������� ��� �����������
����� 
� ��'
$����� �#����	$�� �
����
�� ���*� � m(ω) ≡ +,-./ < ∞� �� �
�	��� ������������� 

������� 012� 134�

5 ������ 
� ��$���� � ��
������� ������������ ���������� γ(τ, ω) �������
���6
�
���� �������! ��7���� ������� � 0114� 8���� ���#�� ����������� suptE[γ(t, ω)] < ∞
�� ���� 
� ��$���� ���������� 
 � 
�����! �� ��6����! �# �������
���� �#$�! �������
"�� 9��� ��� �������
���� ����������� ���#� ��
� ��$����� ������� #��� ���������
'
��� 03� �� 2:4� )����� ������ �
���� ������ 9��� �
����
�� �� �#����	�� �����6� ���
���	� ��7���� �
�! ����
� � ������������ � �������������� ���������� ����� 1�� "�'
9���� � 
������ �� ��6����  ���6 �� ���������� ;��#�
���� ���������
����� �����
�#���� ����� 

������ ��������6���� ����������� ���*� �� ��������� 
� ��$���� 01:4�

5 ��#��� �������������� �������
���6 ���������
������ ��7���� �� �	#�� �������
���������� � ��7�����  ����� �# �������
���� ���6� 
 ���������� #������������
�������� ����������� �������
���� ���������6�� ��������! 
� ��$�����

����������� 	
 ������� r(t)� ψ(t) ����	
������ ��������� ���1� ���� ���2�� ������
���� �������� �� ����������� ������������ ��������� ����������� �������� ��	
��

����� �����
���� � ������ N� ���� ∃ t∗ : ∀ t0 > t∗, ∀ ε, ν > 0 ���������� δ,Δ > 0 ������

��� ��� ���� r̂0� ψ̂0� |r(t0) − r̂0| < δ� |ψ(t0) − ψ̂0| < δ� ∀ |μ| < Δ � ∀ (ξ, η, ζ) ∈ N ������

������� r̂(t, ω)� ψ̂(t, ω) ��	
������ ��������� ���:� ���� ���<�� � �������
� ����
�

r̂(t0, ω) = r̂0� ψ̂(t0, ω) = ψ̂0 ������������� �����������

P(sup
t>t0

{|r(t)− r̂(t, ω)|2 + |ψ(t)− ψ̂(t, ω)|2} > ε) < ν.

"��
������� ����������� �#���� �
� �
�	� � �������� ���6��� �������
���� 01<�
�� :��4� "����� 9����� 
  �����! �� ���������� 
� ��$������ ����� 
�������6 ����'
������� ���#�� �������
���� ���� ��������� 01*4�� ��� ������ 
#�� � �������
��� ��'
7���� ����� 
�� 
���� ���!���� ��7���� 
� ��$����! ���
������ ������� 
� �����
���6 ������ #��67�� 
�#����� 5 ������� ���� ��7���� �������
� ���6��� ���� 
�#��'
�� ������������

5 �������
����! �������
���� ������ ���1�� ���2� � �����! ��!���! ���
����� �����

������6 �#$�	 ����6� �����	 ���#�� � �����6 �����6��� ��� �������� 
 ���
�� �� �����
5����� ����6 ��#��� ���
�$��� �������
���	 ������� �
���� �������
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� ����� �����	


=��������� ������� ��((����%���6��! ���
����� �� ��������

dx

dτ
= f(x, τ), x ∈ R

n, τ > 1, �1�1�

������ ����� ���
���6��� ��7����� f(0, τ) ≡ 0� >�� ������� �1�1� �������������� ����'
��� (��%�� ?�����
� V (x, τ)� ��� ������ ���	� ����� �%���

A|x|2 ≤ V (x, τ) ≤ B|x|2,
∣∣∣∂V
∂xi

∣∣∣ ≤ C|x|, dV

dτ

∣∣∣
�����

≤ −τ−1|x|2. �1�2�

��� �������	��� �
������	� ���������� � ���	�� D(ρ0, τ0) = {(x, τ) ∈ R
n+1 : |x| <

ρ0, τ > τ0}� ��� �������
� ���	������ 0 < ρ0� τ0� A� B� C <∞� ��������� ��		���������
��� ������ ��������	� � ������ ��
����� � ���!���� τ−1 � ������ "#�$%� &������
'�������� ��������� ������ 	���	������ ��������� ��� �		�������� ������ �������
�����	� (##)� � ���!� ���� ����� 	�	��� ������ �  ���*�����
� (#+)�

,��	�� 	 	�	����� "#�#% ����� ��		��������* ���������
� ���������-

dx

dτ
= f(x, τ) + μg(x, τ, ω), |μ| 	 1, τ > 1, ω ∈ Ω. "#�.%

/��	* g(x, τ, ω) 0 	�����
� �����		 	� ���������� � R
n� ���������
� �� ��������	����

���	����	��� (Ω,U ,P)� 1������ ���	�� ��� ����������� 	�	���� "#�.% �����  ���*���
��2���� �� ����	� (.� 	� $3)� ������	� �����	 � �
������ ��		� ���������� g(x, τ, ω)�
��� ������� ������*��� ��2���� �	��������

4���� ��		��������* ��		 ���������� P� � ������� �� ������� g(x, τ, ω) � ���
�	�� D(ρ0, τ0) ������	� ���� �
 ���� ��!������ γ(τ, ω) ������ ��� �
������	� ������
|g(x, τ, ω)| ≤ τ−1γ(τ, ω) �� �	�� (x, τ) ∈ D(ρ0, τ0)� 1������ �� ��!��� ��!�����
 ������
��	� �
������� 	������ � 	���	���

∃m(ω), T = 56789 > 0 :
1

T

∫ τ+T

τ

γ(ϑ, ω)dϑ ≤ m(ω), ∀ τ ≥ τ0, ω ∈ Ω. "#�:%

	 �������� m(ω)� ������� ����� �������� ����������	��� �!������ "3�+%�
1�����2�� ���������� �	�������	��� ������ �� ��������� �� 	���� ����� 	�	���-

����������� 	
 ������� x(τ) ≡ 0 ������	 "#�#% 
������� "������% �� �����������

������������ ��������� ������
���� ��
���	� ����
����� ���������� � ������ N�

����

∃ τ∗ : ∀ τs > τ∗, ∀ ε, ν > 0 ∃ δ,Δ > 0: ∀ |xs| < δ, |μ| < Δ, ∀g(x, τ, ω) ∈ N

������ ������� x(τ, ω) ����
����	� 
�������� "#�.% � ������	� 
������� x(τs, ω) = xs


������������ ����������


P(sup
τ>τs

|x(τ, ω)| > ε) < ν.

���������� �����!������ ������� �������� ����	��
� ����*���
 (#$� 	� #$$) �� 	��
����
� ���������� � �� 	���� ������ "#�$% 	 ���!����� τ−1-

������ �
�
 �
��� ��� ������	 
�������� "#�#% �
�����
�� �
����� V (x, τ)� ���� 

������ ��������� "#�$%! "�#�� ∀h ∈ (0;∞) �
����� ������� x(τ) ≡ 0 ������	 "#�#%
�������� 
������	� �� ����������� ������������ ��������� ������
���� ��
�� 

�	� ����
����� P �� ���������� "#�:% � "3�+% ���������� ��� E[m(ω)] ≤ h!

1. Общие системы
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�������������� 	�����	� � ��	������� ������� '������� �� ����������� 	�	���

�� �	���� ������� V (x, τ)� 1����� ��	�* ��������*	��� ��������� ��		�!����� (#$) 	
�������
�� ������������ 1�	�* h, ε, ν > 0 0 �������*�
� ���!���*�
� ���	����
�
4�� � ��������� �����	�� ����� 	�����*� ��� m(ω) > 0�

, ����	��� ��������� �� ������� '������� ���!�� U(x, τ, ω) ≡ V (x, τ) exp(φ(τ, ω))
	 ��������� �������� φ(τ, ω)� ������� 	����� ������ 1���� ����������� ������� U
�
��	����� ���* ���������� ����������� 	�	���
-

dU

dτ

∣∣∣
�����

= ∂τφ(τ, ω)U +
(dV
dτ

∣∣∣
�����

+ μg ∂xV
)
exp(φ(τ, ω))

� ������ �	
�� ���� ������ � ��������� ������ δ < |x| < ε� τ > τ0�

dU

dτ

∣∣∣
�����

≤ ∂τφ(τ, ω)U + τ−1
(
− 1

B
+ |μ|γ(τ, ω)nC

Aδ

)
U.

��� |μ| ≤ Δω(δ) ≡ Aδ ln 2(BnCm(ω))−1� �� ��������� ������ ����� ���

dU

dτ

∣∣∣
�����

≤ ∂τφ(τ, ω)U + τ−1 ln 2

m(ω)B

(
− m(ω)

ln 2
+ γ(τ, ω)

)
U.

��������� ω  �������� ������ �������! �����! θ(τ, ω) ���� ����"��� ����#
�#��������� ����������∫ (k+1)T

kT

θ(ϑ, ω)dϑ =

∫ (k+1)T

kT

ϑ−1
(m(ω)

ln 2
− γ(ϑ, ω)

)
dϑ �	
$�

�� ���% ���#% k ≥ τ0/T 
 &��"���� ����" J(k) ��� ���� ����'� � ������ ���� ���(
���# �	
$�� �� �� J(k) ��)�� ������ ��"� ��� ���% k ≥ τ0/T �

J(k) =
m(ω)

ln 2
ln(1 + k−1)−

∫ (k+1)T

kT

ϑ−1γ(ϑ, ω)dϑ ≥ 1

k

(
m(ω)− 1

T

∫ (k+1)T

kT

γ(ϑ, ω)dϑ
)
.

*" �������� �	
+� ������ P �������� ��� J(k) ≥ 0� ∀k ≥ τ0/T 
 ,��� ����"��� ��� ����
����'� � ������ ���� ������# �	
$�� ����� ������������#��  � �������� θ(τ, ω) ��)(
�� ��������� ������#���! �������������! �����!� ������� ������������� ���������
�	
$�


- ����'�! θ(τ, ω) ������ �������� �����! φ(τ, ω) �����!'� ����"���

φ(τ, ω) ≡ ln 2

m(ω)B

∫ τ

k∗T
ϑ−1

(m(ω)

ln 2
− γ(ϑ, ω)

)
− θ(ϑ, ω)dϑ,

"���� k∗ = min{k ∈ Z : k ≥ τ0/T}
 &��!�� ������� ������ ��� ������ ���"������ �
������ δ < |x| < ε �� τ > τ∗ ≡ k∗T �

dU

dτ

∣∣∣
�����

≤ −θ(τ, ω) ln 2

m(ω)B
U ≤ 0.

*" ���������� ����� φ(τ, ω) �������� ��� ��� ����'����� � ���� � �����% τ = kT
��� �!�� � ���� � k ≥ k∗
 &��!��� � ������ ������� ����� θ(τ, ω)  γ(τ, ω)� �����!�
����� |φ(τ, ω)| ≤ φ0 ≡ 4T ln 2/B
 ,��� ����"��� ������ U �������� ����)������
�������������

A exp(−φ0)|x|2 ≤ U ≤ B exp(φ0)|x|2, ∀ |x| < ρ0, τ > τ∗.
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��� ��� �!�� � ε > 0 ���%���'� ����"�� �#�����  ����� δ ≡ ε exp(−2φ0)
√
A/B < ε�

�� ����� �#��������� �����������

sup
|x|≤δ,τ>τ∗

U(x, τ, ω) < inf
|x|=ε,τ>τ∗

U(x, τ, ω).

.�������� ��"��'��� g(x, τ, ω) ∈ P ��� �����#% m(ω) ≤ h/ν ���������� ��� ���%
ω ∈ Ω
 / 0��� ������ �������� ��"��'��� ��)�� ������� �� ���� 0 < |μ| < Δ(ε, ν) ≡
νAδ ln 2(BnCh)−1 ≤ Δω(δ)
 ,� �� ∀ τs > τ∗ " ������� ����� U  �� ������ ���"������
�������� ��	 
���� �����	��� ������� ������ 
�������� �� 	������	��� �
�	
���� �
������� �������� x(τs, ω) = xs� |xs| < δ� 	������ 
����� �� |x| < ε ��� τ > τs�

��� 	��
����� 
	��������� 	 ���!��� ��	"���
	 Prest 
��	������� ���
����
	
m(ω) > h/ν � ���
����
 	#���

P(m(ω) > h/ν) <
E[m(ω)]

h/ν
< ν,

�	�	�� ������� �� ���
����
 $� ���
 %�� �� �&'� (���	
�����	� �����	���� ��� �	)
�	��� �����	� ������� � ������ 
	�������� ��� |xs| < δ� |μ| < Δ(ε, ν)� � �	�	)
��� �	���!� ������� �� |x| < ε� �
��!��� ��������� ������� ����� � 
	����������
g(x, τ, ω) ∈ Prest� *	+�	��� 
��	���	��� �	�
����� ���� ������� ��P(supτ>τs |x(τ, ω)| >
ε) < ν� ,�	��� �	����

� ������ �	
��������

��� �����	�
� ������� �	�������

��� ��
	��������� ��
����� �-��� �������
���� ������� � �����	���	� ��� �-���.

R0(t) =
√
λt+O(t−1), Ψ0(t) = π − t−1/2

√
λ

2
+O(t−1), t→ ∞. �&���

/ ��
������ �-��� � �-�0� ������� ����.

r(t) = R0(t) +
R(τ)√
2R0

, ψ(t) = Ψ0(t) + Ψ(τ), τ =
t5/4λ1/44

√
2

5
, �&�&�

� ��� �	
�� 1���#�� R(τ),Ψ(τ) ��	
	����� ������	
��� ���	���
	��� �	�	"���� �
)
�	
���� (0;0)� 2�
	�������	� �
�"���� 
 �	
�� ���������� 	����
���� ������	� ��1)
1����#������ ��
�����.

dR

dτ
= −∂ΨH(R,Ψ, τ),

dΨ

dτ
= ∂RH(R,Ψ, τ) + F (R,Ψ, τ), �&���

�	�	��  ���� 3�����	�	
	� ��� t→ ∞� 4����

H(R,Ψ, τ) =
[
cos(Ψ + Ψ0) + Ψ sinΨ0 − cosΨ0 +

1

2
R2

] √
R0

(λt)1/4
+
[R
3
−R′

0Ψ
] R

2
√
2(λt)1/4R0

,

� ��3�����	�	
 �	��	����

F (R,Ψ, τ) =
b√

2(λt)1/4

[ cos(Ψ + Ψ0)

R0 +R/
√
2R0

− cosΨ0

R0

]
+

1

2
√
2

R′
0

(λt)1/4R0

Ψ.

5�
����� 
	�������	� ������� �-�0� ��� �	
�� 1���#�� R(τ),Ψ(τ) ���!� 
��.

dR

dτ
= −∂ΨH + μG,

dΨ

dτ
= ∂RH + F + μQ.

2. Модели авторезонанса

2.1. Уравнения главного резонанса

06. NANO-13-Sultanov_NANO-08-Kholopov.qxd  02.04.2013  16:54  Page 90



Случайные возмущения моделей авторезонанса 91

6���#�� 
	�������� G � Q ������
��!� �	 	� �������� ��	#���� �	 ��������� 
 R

� 	�������!��� �����!���� 1	������.

G(R,Ψ, τ, ω) = ξ̃
(
sin(Ψ0 +Ψ)− sinΨ0

) √
R0

(λt)1/4
,

Q(R,Ψ, τ, ω) =
b η̃√

2(λt)1/4

( cos(Ψ + Ψ0)

R0 +R/
√
2R0

− cosΨ0

R0

)
+

(ζ̃R0 + b η̃ cosΨ0)√
2R0(λt)1/4

.

�&�0�

����� ���	
�� ξ̃, η̃, ζ̃ ������ � ����������� (ξ, η, ζ) ������� ����� ������� ������ ��	�

��������� ξ̃(R,Ψ, τ, ω) ≡ ξ(R0 +R/
√
2R0,Ψ0 +Ψ, cτ 4/5, ω)� c = 54/5/(4λ1/5)�

 ��!�������� �����"������ �������# ��$���� ���%������ �� ���	�!�	� &������ '��(
"�!� �	�������� ���	
� )������ �! ����
��������# ��������� ���*�� � �������!�(
����� �����"������ ������!���+� ��$��� ��� �������� �������,��# �!�"����# ���(
������#� -�� &��� �����	�,� �+����"��� �� ��������� G � Q� .�� �+����"���
������!,� 	!��� ����������M� ��� 	������ +����������� �����"������ �������# ��(
$���� � ������� ������
 � ����!������ ��%��� /��0 �!����� �����1�����2

����� ���� ��� ������	 ���*� 
�� b > 1/2 ��������� ������� ��
����� V (R,Ψ, τ)2
∀ ε > 0 ∃ 0 < ρ0, τ1 <∞ ������ ��� �	
�������� �����������2

( 1− ε

β − ε

)
ρ2 ≤ V (R,Ψ, τ) ≤

( 1 + ε

β − ε

)
ρ2,

∣∣∣∂V
∂R

∣∣∣, ∣∣∣∂V
∂Ψ

∣∣∣ ≤ 2
( 1 + ε

β − ε

)
ρ,

dV

dτ

∣∣∣
�����

≤ −τ−1ρ2,

��� ���� (R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ1) ≡ {(R,Ψ, τ) ∈ R
3 : ρ =

√
R2 +Ψ2 < ρ0, τ > τ1} � ����������

β = (2b− 1)/5 > 0�

'!���,��� �����1����� �������!����� �����"������ ������!���+� ��$��� ����
�(
�������� ������� ���*�2

����� ���� ����� � ������� ���*� ����������� b > 1/2�  �!�� ∀h > 0 �����������
��"���� R = 0� Ψ = 0 ��������� ���*� ��������� 
� ����������� ������������ 
����#
���� ���������� �������	� ��$������ P �� ���������� ���3� � ���4� ���������� 
��
E[m(ω)] < h�

�	
���������	�  � !���� ��� �!����� ������������� ���	
�� )������� �%!���,���
�
��	��� ������ 5��,��� � ��!� ������� ���� ����	��� �����"������ ������!���+� ��$�(
���

6 �!���,��� !���� �������,�� �+����"��� �� ���	
�� ξ, η, ζ� 	������ +��������(
,� ������!�1����� ���	
�� (G,Q) 	!���� P ���� n = 2��

����� ���� ����� � ������� ���3� ������� ξ� η� ζ ��� ���� (r, ψ) ∈ R
2� t ≥ 1� ω ∈ Ω

������������� �������%

|ξ(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t5/4
, |η(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t1/2
, |ζ(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t
���7�

� ��������������� �������� γ(τ, ω)� τ = t5/4λ1/44
√
2/5�  �!�� ��������� τ2 > 0 ������

��� ��� G(R,Ψ, τ, ω) � Q(R,Ψ, τ, ω) �
��������	 ������% |G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ Mτ−1γ(τ, ω)�
|Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤Mτ−1γ(τ, ω)� ∀(R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ2)� ω ∈ Ω � ���������� M > 0�
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�	
���������	�  � ����	���� ���	
�� G � Q �!���,� �
��	� ��� τ → ∞� ��������(
��� �� (R,Ψ) ∈ R

2� ω ∈ Ω�

|G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ 2|ξ̃| [1 +M1t
−3/2], |Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤ |ζ̃|√

2(λt)1/4
+

|2b+ 1||η̃|√
2(λt)3/4

[1 +M2t
−3/2],

0 < M1,M2 = ����� < ∞� ��	
��	� �� ��
��� ����� ����� �����
����� �� !�����" ξ̃�

η̃� ζ̃ � ������� D(ρ0, τ̃2)� τ̃2 > 0� ���#��� � �
��	 ��
��� �� ��$	�%
��" G � Q� ��
��
��
�� ��%
����
� τ2 ≥ τ̃2 ����
� �� � ������� D(ρ0, τ2) ������
�� ��
���&

|G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ 16
√
2λ1/4

5
τ−1γ(τ, ω), |Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤ 8

5

[1
2
+

|2b+ 1|√
λ

]
τ−1γ(τ, ω).

'��� � ����
���( �
���
�����( ���$����) 
�
$ M 	����	��)��
 �$ ���( 	��*��
�
"
�
�
� τ−1γ(τ, ω)� �� ���
�*�
��
 ����$����
���������� '��� � ����
��
	 ���
�*�
��� � ��
���
 γ(τ, ω) ����*��) !�����#� ����+
��#%�# ���"����	 �,�-�� ��.�� (G,Q) ∈ P ��� ��
( (R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ2)� ω ∈ Ω�

/����	 ����	
��� ������ ��$	�%
��" M& u = 5/4� v = 1/2� κ = λ1/44
√
2/5� σ = 5/4�

0�.�� �����
����� ���
�*�
��
 �� ����"������ �����%�( �
1
��" �� ����
	� .�����.�
�
$������ �2�,� �������
�)�� ����"��( ��$	�%
��"�

	�
���� ��� ���� � ������� �2�,� 	
�������� b > 1/2� �
 ∀h > 0 ������� R0(t), Ψ0(t)
� ������
��	
� ���,� ���
����
 �
 ���
���
��� 
��
�������
 �
��
���
 ���������

��� ��������� �
�������� M �
 ��
������� �2�3� � �2�4� ����
����
 ��� E[m(ω)] < h 

�
�����������
� 5���*�	 τ0 ≡ max{τ1, τ2}� ��.�� �$ ����
�
���( ��1
 �����*�
��"
��
��
�� �� ��%
����
� !����� 6 ������ V � ������ ������
� ���"����	 �,��� � �������
D(ρ0, τ0)� 5�� 7��	� �$ ���"��� ������ M � �$ �
		� ��8 ��
��
�� �� (G,Q) ∈ P ��� ��
(
(R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ0)� ω ∈ Ω� 9�
�����
�)��� �������)��
 �
1
��
 ����
	� ���8� ����"���
�� �
��
	
 ,�,� 5���
 7��.� ����"�����) �
1
�� R0(t),Ψ0(t) ���
��
� �$ !��	�� $�	
��
������

��� �������	
 �������	������� ������������

:� ����
	� �����
��" �2��� ����	������
�� �
1
��
 � ���	�������"� �	
#%
" �����+
���� �2�8�&

R0(t) =
√
λt+ t−1/2 b

2
√
λ
+O(t−1), Ψ0(t) = π − t−1

√
λ

2
+O(t−3/2), t→ ∞. ���3�

;� �����
 7��.� �
1
�� � �����
�� ( �2��� � �2��� ��������� $�	
��&

r = R0(t) +
R(τ)√

2
, ψ = Ψ0(t) + Ψ(τ), τ =

t3/22
√
2λ

3
, ���4�

� �� ����( !�����" R(τ),Ψ(τ) ����
��
�� $���� �� ����"������ ����*
�� �����+
�
�� (0;0)� /����
�� �
��$	�%
���" ����
	� �� 7��( !�����" 	�*�� ��
�������) �
!��	


dR

dτ
= −∂ΨH(R,Ψ, τ),

dΨ

dτ
= ∂RH(R,Ψ, τ) + F (R,Ψ, τ). ���<�

2.2. Уравнения параметрического резонанса

06. NANO-13-Sultanov_NANO-08-Kholopov.qxd  02.04.2013  16:54  Page 92



Случайные возмущения моделей авторезонанса 93

=�
�) .�	��)������ $���
�� ������1
��
	

H =
R0√
λt

[
cos(Ψ + Ψ0) + Ψ sinΨ0 − cosΨ0 +

R2

2

]
+

1√
2λt

[
R
(
cos(Ψ + Ψ0)− cosΨ0

)
+
R3

6

]
.

��������	
�
�� ��	� 
��������	�� �������� F = (b − 1)
[
cos(Ψ + Ψ0) − cosΨ0

]
/
√
2λt.

��������� �
�������
� ���	��� ���� ��� ������� R(τ),Ψ(τ) �������!	 ���"

dR

dτ
= −∂ΨH + μG,

dΨ

dτ
= ∂RH + F + μQ.

#������ G � Q$ �

	��	�	��!��� �
��������� � ��%
���% ���������% ���� $ 
�������&
!	�� �����!��� 
'���
�"

G(R,Ψ, τ, ω) =
ξ̃√
λt

(
R0 +

R√
2

)
sin(Ψ + Ψ0), Q(R,Ψ, τ, ω) =

1√
2λt

[ b η̃ cos(Ψ + Ψ0)− ζ̃ ].

(���� ������� ξ̃, η̃, ζ̃ ������� � �
��������� (ξ, η, ζ) ���	��� ���) �����
� �)�* " �����&

���$ ξ̃(R,Ψ, τ, ω) ≡ ξ(R0 +R/
√
2,Ψ0 +Ψ, cτ 2/3, ω)$ c = 32/3/(2λ1/3)�

+�� �������
�����% ��������� �)�, ����������
 �	���-����� .//0"

����� ���� ��� ������	 �)�, 
�� b > 1 ��������� ������� ��
����� V (R,Ψ, τ)"
∀ ε > 0 ∃ 0 < ρ0, τ1 <∞ ������ ��� �	
�������� ������������( 1− ε

β − ε

)
ρ2 ≤ V (R,Ψ, τ) ≤

( 1 + ε

β − ε

)
ρ2,

∣∣∣∂V
∂R

∣∣∣, ∣∣∣∂V
∂Ψ

∣∣∣ ≤ 2
( 1 + ε

β − ε

)
ρ,

dV

dτ

∣∣∣
�����

≤ −τ−1ρ2,

��� ���� (R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ1) � ���������� β = (b− 1)/3 > 0�

��	
���
�	� 	��������
�
 ��1���� ���	��� �)�, ��	����	 �� �����!��� �����"

����� ���� ����� � ������� �)�, �� �������� b > 1� !�"�� ∀h > 0 �����������

��#���� R = 0� Ψ = 0 ��������� �)�, ��������� 
� ����������� ������������ 
����$

���� ���������� �������	� ��%������ P �� ���������� �/�2 � ���* ���������� 
��

E[m(ω)] < h�

	
���������
 ������	 �� 	�
���� /�/ � ����� )�2�

3 �����!��� �	���-����� 
������!	�� 
��������� �� ������� ξ, η, ζ$ ��� �
	
��%
(G,Q) ∈ P�

����� ���� ����� � ������� ���� ������� ξ� η� ζ ��� ���� (r, ψ) ∈ R
2� t ≥ 1� ω ∈ Ω

������������� ��������

|ξ(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t3/2
, |η(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t
, |ζ(r, ψ, t, ω)| ≤ γ(τ, ω)

t
�)�4 

� ��������������� �������� γ(τ, ω)� τ = t3/22
√
2λ/3� !�"�� ��������� τ2 > 0 ������

��� ��� G(R,Ψ, τ, ω) � Q(R,Ψ, τ, ω) �
��������	 ������� |G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ Mτ−1γ(τ, ω)�
|Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤Mτ−1γ(τ, ω)� ∀(R,Ψ, τ) ∈ D(ρ0, τ2)� ω ∈ Ω � ���������� M > 0�

	
���������
� +�� ������� G � Q ���!	 ���	
 
����� ��� τ → ∞$ ρ < ρ0$ ω ∈
Ω" |G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ |ξ̃ | [1 +M1t

−1]$ |Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤ (|b||η̃ | + |ζ̃ |)/√2λt$ � �
�
-�	����
�

�
��	��	
� M1� +�� ������� ξ̃$ η̃$ ζ̃ ����������� 
����� �)�4 � 
'���	� D(ρ0, τ̃2)$ τ̃2 > 0$
	
���

|G(R,Ψ, τ, ω)| ≤ 4
√
2λ

3
τ−1γ(τ, ω), |Q(R,Ψ, τ, ω)| ≤ 2(|b|+ 1)

3
τ−1γ(τ, ω),
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� 
'���	� D(ρ0, τ2)$ ��� τ2 ≥ τ̃2� 5	�!�� �����!	 	��'����� 
����� � �
��	��	
� M =
max{4√2λ/3, 2(|b|+ 1)/3}� 6���� �
�������

�	
��� ����� �
�������� M" u = 3/2$ v = 1$ κ = 2
√
2λ/3$ σ = 3/2� 7
��� �� ����

)�2$ )�� � )�8 ������	 ����������
�	� �	���-�����"

������� ���� ���� � ������� ����� 	
�������� b > 1� �
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RANDOM PERTURBATIONS 
OF AUTORESONANCE MODELS

We investigate the differential equations which arise in the nonlinear oscillations theory associated with reso-
nance problems. The solutions which have increased amplitude with time at infinity are considered. The stability
of such type solutions under random perturbations is analyzed. These results are based on the construction of the
Lyapunov functions.
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