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Мы предлагаем новый метод моделирования теплопереноса в автоэмиссионном нанокатоде. Основой
модели является модифицированная задача Стефана со специальными условиями на свободной границе и
вершине катода (условие Ноттингама). Для численного моделирования используется модификация систе-
мы фазового поля. С помощью численного моделирования исследуется влияние эффекта Ноттингама на
динамику распространения границы раздела фаз в катоде. 
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    . ,   , ,  

  (4.12),       -
     ,    

 .   , , ,    -
 ,    ,     -

,        -
  - - .   ,   ,    

,         -
, , ,      -

   , . .     -
 «  »,     . 

 
,         

  (4.12)   - - ,    
   , ,    .  

   [21].  
 

.     (4.12) 1
2( ,0, ) ( )xϕ ε ∈ ΩW   

: 
 0( ,0, ) ( ) ( )x x BVCϕ ε ϕ→ ∈ Ω   2( ),ΩL  
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 ( )22 2
0

1 2( ,0, ) 1 .
2 4 3

x dx dε ϕ ε ϕ ϕ
εΩ Ω

∇ + − → ∇  

 ( )BV Ω  –    -
, { }( ) , ( ), 1 ,BVC BVζ ζ ζΩ = ∈ Ω = 0d ϕ∇  – ,   -
 0.ϕ  

 2( ,0) ( ).xθ ∈ ΩL       (4.12), ,  
 ( )( )1 1

2 2 4( , , ) ( ) ( ) ( ); 0, ,x t Tϕ ε ∞∈ Ω Ω ΩW L W L  

 ( )( ) ( )( )1
2 2 2( , , ) ( ); 0, ( ); 0, .x t T Tθ ε ∞∈ Ω ΩL L L W  

 ,  0( )xϕ   ( ,0)xθ    
 

0 0 0 0v vd dx d dxϕ θ ϕ θ
Ω Ω Ω Ω

∇ − ≤ ∇ −  

  v ( ),BVC∈ Ω      1, ( )ψ χ ∈ ΩC   -
 

 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

0

0

lim , ( ,0) ( ,0, )

, ( ,0) ( ) 0,

t
Q

t
Q

dxdt x x dx

dxdt x x dx

ε
θ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ε

θ ψ θ ϕ ψ θ ϕ

→
Ω

Ω

∇ ∇ − + + + =

∇ ∇ − + + + =

   (4.14) 

 

( )22 2

0
lim , 1 div

2 4

, div( )

, , div , ,

div( ) 0.

t
Q Q

Q

x x
Q Q

Q

dxdt dxdt

s dxdt
x

V t dx t dx
x

s dxdt

ε

ε εε ϕ χ ϕ ϕ ϕ χ

χε ϕ ϕ ϕ χθ

χχ ϕ χ ϕ

ϕ χθ

→
∇ − ∇ + − +

∂+ ∇ ∇ + Δ =
∂

∂= ∇ − − ∇ +
∂

+ Δ =

   (4.15) 

 [ ]0, ,Q T= Ω×  ( ) ( )1
2 2 2w . - lim ( ); 0, ( ); 0, ,T Tθ θ ∞= ∈ Ω ΩL L L W  

( )w. - lim ( ); 0, .BVC Tϕ ϕ ∞= ∈ ΩL  w . - lim     -
    0ε → .    V    

       -  
 , , ,t

xV dt t dxϕ ϕ= − ∇d  
 ϕd   ,    , .tt xϕ ϕ∇  

   ,  ,  ,  -
         -

          
- - .      . 

  ,         : 
1)           (4.14)  (4.15) – 

  ( , . [21])     (4.12); 
2)        (4.14)  (4.15)  

    - - ,  ,  
  (4.15) –       -  

(4.8). 
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:     ,    
 (4.12) (     )     

      ,    -
 .    [21], ,     

- - ,    «  » 
(mushy region).     0ϕ ≡   0,θ ≡   constθ∇ =  (     

 ).  ,   ,      
,     ,       

-  .   –   { }, ( , ) 0 ,t x x tϕΓ = =   ,BVCϕ ∈  
  tΓ       ,   0ε >  -
      « » . 
 ,  ,       -

     - - , ,  
{ }, ( , , ) 0t x x tε ϕ εΓ = =     0ε ≥       

 ,t
εΓ  constθ∇ <   0.ε ≥  

    (  )     
ε     . 

 
       .    -

         
(4.12),  (4.8)        -

   (  - )  (4.12).    
  -    (  - ),  -

         (4.8). , 
  ,     – , - ,   -

    .      (4.12)  -
  –    ,        -

  - - ,     
 ( , (4.12))  0.ε →        

 . 
        

 - - .     ,   -
    ,        -
    .ϕ   

  ,     - ,   
                                                      2( ) (1 )g ϕ ϕ ϕ= − , 

   0 0ϕ =   1.ϕ± = ±   0,θ =   ,   0ϕ  -
,   ϕ±  – ,    0ϕ  -

  ,ϕ+    –  .ϕ−   ( , , )x tϕ ε     ( ),θ ϕ  -
       - - ,   

 .  
 ε -  ( )tεΓ     ( )tΓ   ( )1,1 ,ϕ ∈ −   

    ϕ      1,ϕ =     1.ϕ = −  
 0ε →  ( )tεΓ       ( ),tΓ   { }, ( , ) 1s x x tϕΩ = = −  

   ,  { }, ( , ) 1l x x tϕΩ = =  –  .  
 θ    -     ,  

,   0θ <    ϕ      ,ϕ−    
0θ >  –  .ϕ+       ,    ,  

,       – . .   
 .  

Математическое описание режима «плавление-затвердевание» в автоэмиссионном наноканоде при учете эффекта Ноттингама 55

04. NANO-15-Danilov_Т  19.09.2013  11:47  Page 55



- ,         -
            -
   ,  . 

     ,    -
,        , . 

[22], [23]     . 
 [23]   ,       -
,       - -  (4.8) -

   , . .      -
    .  [23]   -

     .      ,   
   .  

 
5.     - -   

     . 
         -

   - -   ,   -
.     0,θ     0ϕ    

+1  -1 ,  0,θ    . , 
    0ϕ       -
   ( , ).S S x t=  

 ,        ( , , ),as x tθ ε  ( , , ),as x tϕ ε  
  

 ( ) 1( , ) ( , ) ( , ) ,as
Sx t x t x tθ θ θ θ ω
ε

− + −= + −       (5.1) 

 
0 ,as

Sϕ ω
ε

=               (5.2) 

 1( ) 0,1zω →   ,z → ±∞  ( ) 1
1 ( ) )k

zz (ω ∈ S R   0,k >  
0 ( ) th ,

2
zzω =  )n(S R  – 

     ,   ,  (5.1), 
(5.2)     ,  

 (4.12)      ε  (   (5.1), (5.2)  
   , .  [25]). 

 ,  ,         
(4.12)    (  ( )NO ε )     (5.1), 
(5.2) [33].  

 ,  ,  ,    -
:       (4.12)   

     - - .  
     (4.12)    ,   

    ,  
  (4.12),     .  -

     , ,     (5.1), (5.2),  -
   (4.12),     -

- ,   1 1,   as
ast

ϕ ε ϕ ε− −∂ ∇
∂

    

  { }; 0 .x s =  ,      ε   
  (4.12)   .    -
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 ε         –   (4.12) 
    - -    0.ε →   

        ,  
.  ,      -   (α   

(4.8) ), ,     
t

∂
∂

   -

 ε     ,  ,   ,  -
       - - . 

,    .3,      -
         -

-         , 
     . 

,          
   .  ,      -

        -
 ;          -

     (   ).    
       . 
      [21, 26]      

  ,       . 
     (4.12)   ( ) – -

,  ,  ,     ( - ). 
 

        (4.12) 
   .      

    

 ,
2t t
ldxdt dxdt k dxdt Rεθ ζ ϕ ζ θζ

Ω Ω Ω

+ − Δ =  

 ( , )x tζ ζ=  –  , 0Rε →   0ε → .    ( -
)  (2.12)     

 
( )22 21, 1 div

2 2

, div( ) ,

t
Q Q

Q

dxdt dxdt

s dxdt R
x ε

εαε ϕ χ ϕ ϕ ϕ χ
ε

χε ϕ ϕ ϕ χθ

∇ + ∇ + − +

∂+ ∇ ∇ + Δ =
∂

      (5.3) 

        ( , ),x tχ  Rε  – -
 ,     0ε → , . [26, 27].        

 ,  (4.8)      (4.12)   
 ,χ ϕ∇      .    
 ,    .    -

      .    -
 (5.3)        . 

   « » ,   -
 .     [21, 27]. 

  ,        (5.3).  
 ,    ,   - -

, –     ,    (5.1), (5.2). 
   ,      ,  -

  ,      
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   – ,  ,      !  , 
 .     . 

 ,      ,  
   ,ϕ   , . . 12, 15.  
   ,    1±      

   , . . 

 ( , , ) ( ),Sx t Oϕ ε ω ε
ε

= +         (5.4) 

 S  –  ,   
0

0
s

S
=

∇ ≠  (     

,   { }; ( , ) 0x S x t =    ),  ( ) ,zω ∞∈C  ( ) 1,ω +∞ =  

( ) 1ω −∞ = −   ( )Nd o z
dz

α

α
ω −=   z → ∞   0N >    . -

,  3n =  (    x )   4.N =  

 (3.4) ,   0S >   S
ε

   1   0.ε →   

0,S <    , S
ε

−∞   1.Sω
ε

−    ( )O ε   (5.4) 

  ,   , . [25].    
   . 

     . 
 

:  ( , )S S x t=  –   ,   
0

0
s

S
=

∇ ≠   

1( ) ,zω ∞∈C  ( )1( ) ,Nz o zω −=  .z → ∞  

     0 ( )Qχ ∞∈C    

 
{ }

11
0

,
Q S

S dx Aωω χ ε χϖ
ε =

=  

 ϖ  –     0,S =    
 1 2 3dS dx dx dxϖ =  
  

1
1

( ) .A z dzω ω= 1
R

 

 
 1n =      : 

 
1 1

( , ) ,
( ) ( ) .

xQ

x

S x t z
S dzx dx zdz sdx

s

εω χ ε χω
ε ε

=
= =

′=
′

 

, ,  ( , )x X z tε=   
 ( ) ( ) ( )( ) ( , ) (0, ) ( ) (0, ) ( ).x X z t X t O X t Oχ χ ε χ ε χ ε= = + = +  

, 

 ( ) 2
1 1( ) (0, ) ( ) ( ).

Q

S x dx X t z dz Oω χ εχ ω ε
ε

= +  

-      . 
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. 
2

1 ( ) ( ), ( ),
Q

S x dx S Oω χ ε δ χ ε
ε

= +  

 ( )Sδ  – δ -  , ,  –   ′D  –    
( )Sδ     ( ).xχ  

 ,  

 1 .tS S S S S
t S S S S t S
ω ω ω

ε ε ε ε ε
∂ ∂= +
∂ ∇ ∇ ∇ ∇ ∂ ∇

 

      

 1 1 ( ) .
Sz
S

S S z S z
S t S t S

ε

ω ω
ε ε =

∇

∂ ∂= ∇
∇ ∂ ∇ ∂ ∇

 

,        0ε →    -
,    .ω        ,  

 (5.4)   

 22 ( ),tS S S O
t S S S
ω ε δ ε

ε ′
∂ = +
∂ ∇ ∇ ∇ D

      (5.5) 

 2( )O ε′D  –  ,       
( )xχ    2( ),O ε  

 2 2( ), ( )O Oε χ ε′ =D  

  0 ( ).Qχ ∞∈C  

 ,   tS
S∇

 –       

 { }; 0x s =       .    
 1 2( ( ), ( ),..., ( ), ) 0,nS x t x t x t t =        (5.6) 
  ( )1 2( ), ( ),..., ( )nx t x t x t    { }; ( , ) 0 .x S x t =  -

 (5.6)  ,t   
 , 0tS S x+ ∇ =  
 

, .t
n

S SV x
S S

∇= = −
∇ ∇

 

    (5.5)  ,     
(5.3),   

 

( )

( ) ( ) ( )
{ }

22 2

0

1, 1 div
2 2

, div( )

( ) ( ) ( ) ,

t
Q Q

Q

n s

dxdt dxdt

s dxdt
x

V O K O s O

εαε ϕ χ ϕ ϕ ϕ χ
ε

χϕ ϕ ϕ χθ

α ε σ ε θ ε
=

∇ + ∇ + − +

∂+ ∇ ∇ + Δ =
∂

= − + − + − Δ +

       (5.7) 

   (5.7)      ( ., , 
(5.5))   .  ,      -
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-         - .  -
 ,  , ,   ( )( )nV Oα ε− +     (3.6)  

 ( ),nV Oα ε− +      α   «  »    ,ε   
( )O ε       ,     

.nVα−  
   (5.7)    (5.3),     -

  . 
 1.    ( , , )x tϕ ε    (5.4),   θ  

        ( , , ).x tϕ ε     -
 (5.3)   

( ) ( ) ( )
{ } { }00

( ) ( ) ( ) .n ss
V O K O s O Rεα ε σ ε θ ε

==
− + − + − Δ + =         (5.8) 

       Rε    . 
     –         

  ,       
 (   ,       -

     )  ,   
   .  

,   

 ( ) ( )
x

u x h u xu
h

± −= ±  

–     ,d
dx

    -

  
2

2 .uh
x

∂
∂

  ,   , Su ω
ε

  -

      ε    -
,     -   . 

    , . .   
      .  ,  -

       (5.3)    : 

 
1 3 ( , )

Q

S SI g x t dxdtταε ω ω
ε ε ε

=       (5.9) 

 

 
22

2 14 ( , ) ,
Q

SI g x t dxdtτ αε ω
ε ε

=    (5.10) 

 ( , )g x t   1( , )g x t  –  ,     χ   -

  ,S    ( ).d z
dz
ω ω=  

   ,       , 
 ,   (5.9)   

1 ,I O ατ
ε

=  

  (5.10) –  
2

2 2 .I O ατ
ε

=  

    ,  ( ) ( ) 0.z z dzω ω =  
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       (5.3).    
  .Rε       ( , , )x tϕ ε    -

 ,  
2 2 4

2 3 6 ( ).h hR O O O O O shε
ατ ατ σ σ
ε ε ε ε

= + + + + Δ         (5.11) 

 ,    . 
 

 2.      , -
   1.      

 ( ) ( ) ( )
{ }0

( ) ( ) ( ) ,n s
V O K O s O Rεα ε σ ε θ ε

=
− + − + − Δ + =  

  Rε    (5.11).  
     . :    

   -      (4.12) -
   (5.3)   . :  
      -  (4.8) (   

    - )   .  
,         -

,      - -   -
  .    - -
     , .  . 12, 15. 

 
6.   

        
,   . 5.   1( )r t   2 ( )r t –  ,  

   . 
    , 0[ , ],r R R∈  

[0,2 ],φ π∈ [ , ],ϑ ∈ −Θ Θ  0 .
2
π< Θ <  

 ,      ,  -
        0r R=   .r R=    

        -
   . 

  1     ,   
. 

         
   (2.1) 

      

 ,cT
l

θ =       (6.1) 

 θ  –  .       -
: 

 0 ,t t t=   0 .r r r=  
,  t  –   (  )  r  –   (  -

); t   r  –  . 
  (6.1), (2.3)  (2.5)   (2.1)    
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 ˆ ˆ ,k F
t
θ θ∂ − Δ =

∂
   (6.2) 

 

 0 0
2 2

0 0

ˆ ,t tk k
c r r

λ
ρ

= =           
2

0ˆ ,
e

t jF
lρ σ

=     (6.3) 

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin .
sin sin

r
r r r r r

ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 
  (6.2)     

( 8ˆ 10k ≈ ).  ,         -
   . 

,      j     F̂ , -
   (6.3)  (  ),    (2.2), (2.4), . -
 .  

  (2.6)     

 
( )

( ) ( ),
i

i i

r r t

r t r t
r
θκ

=

∂ ′= −
∂

   (6.4) 

 
 ( ),ir r t=  1,2i =  

 , . . 4, 0
2

0

.tk
r

κ =  

  -  (2.7)   

 ( )0 ( )

1ˆˆ( 1) ( ) , 1,2,
( )i

i
ir r t

i

r t i
r t

θ θ α β
=

′− = − − =    (6.5) 
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0 0 ,cT

l
θ =     

( )
0

0

1ˆ ,r
l c t

α
μ

=      0
2

0

1ˆ .cT
l r

σβ
ρ

=     (6.6) 

      (6.5)    
9ˆ 10 ,α −=  3ˆ 10 .β −=   ,     

 ˆˆ ˆ0, .α α β→ <<    (6.7) 
 (6.7) ,         -

 -  (6.5)   

 
( )

( )
1

2

0 ( )
1

0 ( )
2

1ˆ ,
( )
1ˆ .
( )

r r t

r r t

r t

r t

θ θ β

θ θ β

=

=

− = −

− = −

   (6.8) 

Таблица 1

0t    (  ) 100c  
0r    (  ) 510−  
l     51.64 10⋅  
c    

678
⋅

 

λ    
149

⋅
 

   (  ) 191.602 10−⋅  
0T    1700  

SBσ   -  8
2 45.6704 10−⋅

⋅ ⋅
 

eσ    610−  

ς     4.8  

Bk    231.3806504 10−×  

k
c

λ
ρ

=
⋅

 

  2
59.43 10−⋅  

ρ     ( ) 
32330  

σ    
0.725  

I   ,    7 510 10− −−  

eρ      
( ) 

55 10 4−⋅ − ⋅  

μ     
0.5

c K⋅
 

2Ψ      4  
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 (6.8) ,        
 ,   .  

    (6.2), (6.4), (6.8)    ε   -
    (2.12).       

 1ˆ ˆ ,
2

k F
t t
θ ϕθ∂ ∂− Δ = − +

∂ ∂
     (6.9) 

 ( ) ( )3 2
0

1ˆˆ (1 ) ,
t
ϕεα εβ ϕ ϕ ϕ χ ϕ θ θ

ε
∂ − Δ = − + − −
∂

    (6.10) 

  ( , , , , )r tθ θ φ ϑ ε=     

( , , , ),r tθ θ φ ϑ=  ( , , , , )r tϕ ϕ φ ϑ ε=  –  « », 2 .
5

χ =  

  ,   (6.9)     
.    (6.7),   (6.10)    -

    . 
 
7.         

 .    
        (2.2),   

        (2.4). 
  (2.4)  (2.2),    ,   

    
 ( )1 2 ,L L F+ Ψ = −      (7.1) 

 

 2
1 2

1 ,eL r
r r r

σ∂ ∂=
∂ ∂

 

2 2

1 sin ,
sin eL

r
σ ϑ

ϑ ϑ ϑ
∂ ∂=

∂ ∂
2

2 2

1 1 sin .
sine e

T TF r
r r r r

σ σ ϑ
ϑ ϑ ϑ

∂ ∂ ∂ ∂= Α + Α
∂ ∂ ∂ ∂

 

    (7.1)    
 

0 1 0,
r R=

Ψ = Ψ =     (7.2) 

 2 4,
r R=

Ψ = Ψ =        (7.3) 

 0.
ϑϑ =±Θ

∂Ψ =
∂

       (7.4) 

 (7.3) ,        
2 4Ψ = .        (7.4). 

 (7.1)  . ,    -
   « »  .      

( , , )u u r tϑ= ,      

 ( )1 2 ,u L L u F
t

∂ + + = −
∂

     (7.5) 

 t  – .  (7.5)   (7.2)–(7.4)  -
   u .  ,  
 *( , ) ( , , )r u r tϑ ϑΨ = , 

  *t      : 
 * *( , , ) ( , , ) ,u r t u r t t tϑ ϑ ε− < > , 
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 ε  –  . 
      (7.5)  

 ( , ,0) 0.u r ϑ =  
   -     -

 (7.5)     . 
,  

 ,FE = −∇Ψ            (7.6) 
 FE  –   .      -
 (2.4)  
 [ ]( ) ( )e Fj T E T Tσ= − Α ∇ ,         (7.7) 

 ( )TΑ  –  .  ,      
  T      Ψ   (7.5)  -

 , ,    ,  -
     (7.6),   –     

 (7.7). 
   (2.9),       

.  ,    .    
   – ,       

,      . 
  ,      (2.9)  

  

 ( ) ( ) .emj e N W D W dW
∞

−∞

=                                                (7.8) 

   ( )D W      
   IIIj       Ij : 

 III

I

,jD
j

=   

 
*

*k k
k k k ,

2
i u uj u u
m x x

−∂ ∂=
∂ ∂

 k I, III,=   ( )u u x=  –  ,  -

           
     x (c . [39]): 

 ( )
2

2 2

2 ( ) 0.d u m W V x u
dx

+ − =                          (7.9) 

      ( )D W : 

 ( )
2

1

2

8( ) exp ( ) ,
x

x

mD W V x W dx≈ − −   

 1x   2x  –   ,      
 1 2( ) ( ) ,V x V x W= =   

 1 2x x< . 
 ( )V x       -

 [34], [35] ( . 6):       -
 e  ,        (  

  x ).  ( ) 0V ∞ = .     

 
2 2
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нем основании катода.
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лирования, kff – поправочный коэффициент («форм-фактор»), j – расчетная плотность тока, найденная по формуле (5.21).
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MATHEMATICAL DESCRIPTION 
OF THE “MELTING-SOLIDIFICATION” REGIME 
IN THE THERMO-FIELD EMISSION CATHODE 

IN THE CASE OF NOTTINGHAM EFFECT

We introduce a new method for modeling of heat transfer in the thermo-field emission nanocathode. The base
of our model is the modified Stefan problem with the special conditions on the free boundary and on the tip of the
cathode (Nottingham effect). We use a modification of the phase field system for the numerical simulation.  Using
numerical simulation we analyze the Nottingham effect influence on the propagation of the interface between the
phases in the cathode.
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